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  چکيده

:fتابع  푉(퐺) → با شرط  푢شود هرگاه براي هر راس ناميده مي Gبراي گراف  (RDF)گر رومي  يک تابع احاطه {0,1,2}
f(u) = 푓(푣)طوري که وجود داشته باشد به 푣راسي مجاور با آن مانند  0 = برابر است با  RDF 푓وزن يک . 2

푤(푓) = ∑ 푓(푣)∈. گر رومي گراف  عدد احاطهG  را که با نماد훾 (퐺) دهيم کمترين وزن يک نمايش ميRDF  در
푛گر رومي  با عدد احاطه 푛هاي از مرتبه در اين مقاله کليه درخت. است Gاف گر −   .کنيم ، را دسته بندي مي3
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  مقدمه
جا براي اصطلاحات و نمادهاي نظريه گراف که در اين

در . دهيمارجاع مي [6,7]ارايه نشده است، خواننده را به 
هاي  راس   گرافي است با مجموعه 퐺اين مقاله، 
푉 = 푉(퐺) هاي  و مجموعه يال퐸 = 퐸(퐺) . مرتبه

|푉| را با  퐺گراف  = 푛 اندازه گراف  و퐺  را با
 |퐸| = 푚براي راس  .دهيمنشان مي푣 ي  مجموعه

مجاورند را همسايگي باز  푣هايي که با راس  همه راس
دهيم و  نشان مي 푁(푣)صورت ناميده و به 푣 راس

푁[푣]صورت را به ،푣 ي راس همسايگي بسته =
푁(푣) ∪ {푣} همسايگي باز . کنيمتعريف مي푆 ⊆ 푉 

푁(푆)برابر است با مجموعه  =∪ ∈ 푁(푣)  و
푁[푆]همسايگي بسته آن برابر است با مجموعه  =

푁(푆) ∪ (푆) .راس  درجه 푣 ∈ 푉(퐺)  برابر است با
푑푒푔 (푣) = deg(푣) = |푁(푣)|.   همچنين

مينيمم درجه و ماکسيمم درجه يک گراف به ترتيب با 
훿 = 훿(퐺)  و∆= ∆(퐺)  منظور از . شوند ميمعرفي

باشد و راس  يک برگ يک راس از درجه يک مي
ها و  مجموعه برگ. گاهي راسي مجاور به برگ است تکيه
 푆(퐺)و  퐿(퐺)گاهي را به ترتيب با  هاي تکيه راس

مجموعه همه را براي  퐿و همچنين نماد دهيم نشان مي
. کنيم معرفي ميهستند  푣راس   هايي که متصل به برگ

دور به  푛 ،퐶گراف کامل از مرتبه  퐾نظور از م
푛مسير به طول  푃و    푛طول − گراف . باشد مي 1

با الصاق يک برگ به هر راس  퐻بدست آمده از گراف 
  .دهيمنمايش مي 푐표푟(퐻)آن را با 

را  퐺در گراف  푆زيرگراف القاء شده توسط يک مجموعه 
به بزرگترين خروج از مرکز . دهند مي  نشان 퐺[푆] با

 푑푖푎푚(퐺)ها در يک گراف قطر گراف گويند و با  راس
طول کوتاهترين دور در آن  퐺کمر گراف . دهند نشان مي

اگر . دهند نشان مي 푔푖푟푡ℎ(퐺) باشد و باگراف مي
. کنيمتعريف مي ∞ ، کمر آن را شامل دور نباشد 퐺 گراف

 퐺در گراف  푣به راس  푢ترين مسير از راس طول کوتاه
,푑(푢ناميده و با  푣از  푢ي را فاصله 푣) دهيم نشان مي.  

گر ناميده  يک  مجموعه احاطه  푉(퐺) ح퐴مجموعه 
N[퐴]شود هرگاه مي = 푉(퐺) .گر گراف  عدد احاطه퐺 

شود برابر با تعداد اعضاي يک  نشان داده مي 훾(퐺)که با 

اد عضو ممکن را است که کمترين تعد گر مجموعه احاطه
گر با مينيمم تعداد عضو را با  احاطههر مجموعه . دارد

훾(퐺)- دهيم مجموعه نشان مي.  
:fتابع  푉(퐺) → گر رومي  تابع احاطهيک  ،{0,1,2}

(RDF)  براي گرافG هرگاه براي هر شود ناميده مي
f(u)با شرط  푢راس  =  푣 مانند 푢راسي مجاور با  0

푓(푣)طوري که وجود داشته باشد به = وزن يک . 2
RDF 푓  برابر است با푤(푓) = ∑ 푓(푣)∈ . عدد
훾که با نماد  Gگر رومي گراف  احاطه (퐺) نمايش مي-

 به. است Gدر گراف  RDFدهيم کمترين وزن يک 
훾عبارت ديگر  (퐺) = min{푤(푓)|  RDF يک 푓 که } .

훾منظور از يک  (퐺)-  تابع يکRDF باشد که  مي
훾 داراي وزن (퐺) رومي  گري مفهوم احاطه .است

براي مطالعه . معرفي شده است [4] توسط کوکائين
ارجاع  [12 ,11 ,10 ,9 ,8 ,5 ,2] بيشتر خواننده را به

  .  دهيممي
 [4]در  푛گري رومي با عدد احاطه 푛هاي از مرتبه گراف
با عدد  푛هاي از مرتبه چنين گرافهم. اندبندي شدهدسته
푛  گري رومياحاطه − 푛و 1 −  [1]نيز در مقاله  2
با  푛هاي از مرتبه  در اين مقاله درخت. اندبندي شدهدسته

푛گري رومي عدد احاطه −   .کنيم بندي ميرا دسته 3
  :کنيم در اين مقاله از نتايج مفيد زير استفاده مي

  داريم 푛براي هر دور و مسير از مرتبه  [3]: قضيه الف
 훾 (푃 ) = 훾 (퐶 ) = . 

  
ℱفرض کنيد  = ⋃ ℋطوري که ، بهℋ ها

معرفي  [1] ها هستند که در مقالهاي از گرافخانواده
  .اندشده

 푛گرافي همبند از مرتبه  퐺 فرض کنيد [1]: قضيه ب
훾صورت در اين. باشد (퐺) = 푛 −  اگر و تنها اگر 2

 퐺 ∈ {푃 , 푃 , 푃 , 퐶 , 퐶 , 퐶 , 퐾 , 퐾 , , 푐표푟(퐶 )} ∪ ℱ .  
  

  ها با عدد رومي بزرگبندي درختدسته
  .دهيمابتدا چندين لم کليدي ارائه مي

푛از مرتبه گرافي همبند  퐺اگر  :۱لم  ≥ با  6
∆(푇) ≥ 훾گاه  باشد، آن 5 (퐺) ≤ 푛 − 4.  
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و  (퐺)∆ي يک راس از درجه 푥فرض کنيد که  :اثبات
푁(푥) = {푥 , 푥 , 푥 , 푥 , … , 푥∆( حال . باشد {(

:푓تابع  푉(퐺) → ي زير در نظر  را با ضابطه {0,1,2}
  :گيريم مي

 푓(푥) = 2،푓(푥 ) = 푓(푥 ) = 푓(푥 ) = 푓(푥 ) = 0 
푦و براي هر  ∈ 푉(퐺) − 푁[푥] ،푓(푦) = واضح  .1

با وزن حداکثر  퐺براي گراف  RDF يک 푓است که 
푛 −   .شوددر نتيجه اثبات کامل مي. باشد مي 4

푑푖푎푚(퐺)و  푛 از مرتبه گرافي 퐺اگر  :۲ لم ≥ 11 
훾باشد، آنگاه  (퐺) ≤ 푛 − 4.  

:fفرض کنيد  :اثبات 푉(퐺) →  - 훾يک  {0,1,2}
:퐺، 푃تابع براي گراف  푥 푥 … 푥 ( يک  (

푑푖푎푚(퐺)مسير قطري باشد و  ≥   در اين صورت. 11
푓 = ({푥 , 푥 , 푥 , 푥 , 푥 , 푥 , 푥 , 푥 }, 
푉(푇) − {푥 , … , 푥 }, {푥 , 푥 , 푥 , 푥 }) 

  
푛  با وزن حداکثر 퐺براي گراف  RDFيک  − 4   

   .شوداين ترتيب اثبات کامل ميبهباشد که مي
 푣و  푢و شامل دو راس  푛از مرتبه  푇اگر درخت  :۳لم 

,푑(푢طوري که  باشد به ۳ي حداقل از درجه 푣) ≥ 3 ،
훾گاه   آن (퐺) ≤ 푛 −   .است 4

دو راس از درجه حداقل سه  푣و  푢فرض کنيد  :اثبات
,푑(푢باشند به طوري که  푇درخت در  푣) ≥ در اين  .3

  صورت
푓 = (푁(푢) ∪ 푁(푣), 푉(퐺) − 
(푁[푢] ∪ 푁[푣]), {푢, 푣}) 

  
푛با وزن حداکثر   푇براي درخت RDFيک  − 4   

  .شوددر نتيجه اثبات کامل مي. باشدمي
푛درختي از مرتبه  푇اگر : ۴لم  ≥ باشد، که شامل  12

طوري که باشد به 푡و  푥 푦 ،푧،چهار راس غير برگ 
푁(푥) ∩ 푁(푦) ∩ 푁(푧) ∩ 푁(푡) =   گاه آن ∅

 훾 (푇) ≤ 푛 − 4. 
  

  :صورت زير تعريف کنيمرا به 푓کافيست تابع : اثبات
 푓(푥) = 푓(푦) = 푓(푧) = 푓(푡) = براي هر  ، 2

푤راس  ∈ 푁(푥) ∪ 푁(푦) ∪ 푁(푧) ∪ 푁(푡) ،
푓(푤) =  ۱وزن   푇درخت هاي ي راسو براي بقيه 0
براي  RDFيک  푓که واضح است. گيريمرا در نظر مي

푛با وزن حداکثر  푇درخت  − در نتيجه اثبات . باشدمي 4
  . شودکامل مي

کنيم ها را معرفي ميدر اين قسمت چند خانواده از درخت
  :ها نياز داريمکه در بيان نتيجه اصلي به آن

  
 
 

                                                                                                                         
    
                                                                                                         
     
 

  .푻ퟑو  푻ퟏ ،푻ퟐ هاي زير درخت: ۱شکل 
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풯 ها شامل اي از درخت خانواده푇  است که از
شود، حاصل مي 푇هاي آويزان زيرتقسيم بعضي از يال

 푧يا  푥هاي آويزان در که اگر يکي از يالبه شرط آن
گاه يال آويزان ديگر در آن راس دوبار زير تقسيم شود، آن

  .شودزيرتقسيم نمي
풯 ها شامل اي از درخت خانواده푇  است که از

هاي بار بعضي از يال ۴و حداکثر  ۲زيرتقسيم حداقل 
شود، به طوري که يکي از حاصل مي 푦يا  푥آويزان در 

  :هاي زير رخ دهدحالت
گاه هر يال بار زير تقسيم شود آن ۴يا  ۳اگر يالي ) الف(

  .شودبار زير تقسيم ميآويزان ديگر حداکثر يک
 푦و يال آويزان ديگري در  푥اگر يال آويزاني در ) ب(

هاي گاه حداقل يکي از يالدوبار زير تقسيم شوند، آن
  .شودزير تقسيم نمي 푦يا  푥آويزان در 

풯 ها شامل اي از درخت خانواده푇  است که از
شود، حاصل مي 푇هاي آويزان زيرتقسيم بعضي از يال

و يال آويزان ديگري  푥ل آويزاني در به طوري که اگر يا
 푥هاي آويزان در گاه يالدوبار زير تقسيم شوند، آن 푦در 
  .شوندزير تقسيم نمي 푦و 

풯 ها شامل  اي از درخت خانواده푇 ≅ 퐾 است که  ,
 푇هاي آويزان از زيرتقسيم حداقل دوبار بعضي از يال

زير رخ هاي شود، به طوري که يکي از حالتحاصل مي
  :دهد

گاه هر يال بار زيرتقسيم شود، آن ۵اگر يال آويزاني ) الف(
شود يا يک يال بار زير تقسيم ميآويزان ديگر حداکثر يک

  .شودآويزان دوبار و يال آويزان ديگر زير تقسيم نمي
گاه يکي از تقسيم شود، آن بار زير ۴اگر يال آويزاني ) ب(

  .شودميها حداکثر دوبار زير تقسيم يال
بار زير تقسيم شود،  ۳هاي آويزان اگر يکي از يال) پ(

  بار زير تقسيم  ۲گاه هر يال آويزان ديگر حداکثر آن
  .شوندمي

  . شوندحداقل دو يال آويزان دوبار زير تقسيم مي) ت(
풯 ها شامل اي از درخت خانواده푇 است که از زير 

  .آيديدست محداکثر يک بار به 푇تقسيم هر برگ 
풯 ها شامل اي از درخت خانواده푇 طوري که  است به

دو بار  (푇)∆هاي در راس از درجه  حداکثر يکي از برگ
ها حداکثر يک بار زير تقسيم  تقسيم  و بقيه  برگ زير

  .شوند
풯 ها شامل  اي از درخت خانواده푇 = 퐾 است  ,

و شود  طوري که هر برگ آن حداکثر دوبار زي تقسيم به
گاه برگ ديگر اگر سه برگ آن دوبار زيرتقسيم شوند، آن

  .تقسيم نشود زير
  

 
 

                                                                                         
                                                    
  
   
 
 
 

  푻ퟔو  푻ퟓهاي  زير درخت: ۲شکل 
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  . کنيمارائه ميحال قضيه اصلي مقاله را 
در . باشد 푛ي از مرتبه درخت 푇 فرض کنيد :۵قضيه 

훾صورت اين (푇) = 푛 −   است اگر و تنها اگر 3
 푇 ∈ ⋃ 풯 ∪ {푃 , 푃 , 푃 }. 

  
:fفرض کنيد  :اثبات 푉(푇) →  - 훾يک  {0,1,2}

:푃و  푇تابع براي درخت  푥 푥 … 푥  يک
، ۲لم با توجه به . باشد 푇مسير قطري براي درخت 

푑푖푎푚(푇)داريم  ≤ لم از طرف ديگر، با توجه به . 10
(푇)∆داريم  ۱  (푇)∆بر اساس  هاي زير را حالت. 4≥

  :گيريمدر نظر مي
  

(푻)∆: ۱حالت  = ퟐ.  
푛، واضح است که براي قضيه الفبا توجه به  ≤ 7، 

훾 (푃 ) ≠ 푛 −   وضوح به بنابراين .باشدمي 3
푇 ∈ {푃 , 푃 , 푃 }. 

  
(푻)∆: ۲حالت  = ퟑ.  

  .کنيمابتدا ادعاهاي زير را ثابت مي
 (푇)∆ي  حداکثر سه راس از درجه 푇درخت : ۱ادعا 

  .دارد
ي ، فاصله هر دو راس از درجه۳لم با توجه به  :اثبات

دو   푣و  푢فرض کنيد . باشدمي ۲، حداکثر ۳حداقل 
راس مياني اين دو  푤باشند و  ۳ي حداقل راس از درجه

توان ، به سادگي مي۳لم با استفاده مجدد از . راس باشد
 푁[푤]بايد در  ۳ي حداقل ديد که هر راس از درجه

در  ۳ي حداقل از طرف ديگر اگر راسي از درجه. باشد
푁(푤) گاه به سادگي قابل بررسي است که باشد، آن

훾 (퐺) ≤ 푛 − بنابراين نتيجه . ، که تناقض است4
   .شودلوب حاصل ميمط

، 푇 هاي، يکي از زيردرخت۱و ادعا  ۳لم با توجه به 
푇 ،푇  يا푇 ≅ 퐾   برحسب ماکزيمم تعداد  ,

را داريم، با اين شرط که هر  (푇)∆ي هاي از درجهراس
푉(푇)راس  − {푥, 푦, 푧}  يا برگ است ۲از درجه .

  :کنيم هاي زير را بررسي مي زيرحالت

ي  دقيقاً سه راس از درجه 푇درخت  :۱-۲زيرحالت 
∆(푇) دارد.  

شود که سه  ، به آساني مشاهده مي۱ادعا با توجه به  
فرض کنيد . مجاور هم قرار دارند  (푇)∆ي راس از درجه

 باشند (푇)∆ي سه راس مجاور از درجه 푧و  푥 푦،که 
푁(푥)طوري که  به = {푥 , 푥 , 푦} ،푁(푦) =

{푥, 푧, 푦 푁(푧)و  { = {푧 , 푧 , 푦} .نتيجه ، ۴لم
حداکثر دوبار  푇دهد که هر يال آويزان از زير درخت مي

دهيم که تنها يک يال  حال نشان مي. شودزير تقسيم مي
تواند حداکثر دو بار مي 푧و  푥هاي آويزان در راس

کنيد که دو يال آويزان از ) خلف(فرض . شود زيرتقسيم 
ويزان هاي آاگر يال. دوبار زير تقسيم شوند 푇زير درخت 

푥푥  و푦푦 کارگيري گاه با بهدوبار زير تقسيم شوند، آن
훾، داريم ۴لم  (푇) ≤ 푛 − حال . ، که تناقض است4

طور مشابه به( 푥푥و  푥푥هاي آويزان فرض کنيد يال
و  푥푥هاي آويزان يا يال 푧푧و  푧푧هاي آويزان يال

푧푧  (صورت مسيرهاي در اين. دوبار زير تقسيم شوند
푃 : 푥푤 푤 푥  و푃 : 푥푤 푤 푥  در درخت푇  وجود

  :گيريمي زير در نظر ميرا با ضابطه 푓حال تابع  . دارند
 푓(푧) = 푓(푤 ) = 푓(푤 ) = ، براي هر راس 2

푤 ∈ 푁(푧) ∪ 푁(푤 ) ∪ 푁(푤 ) ،푓(푤) = و  0
دهيم، را اختصاص مي ۱وزن  푇درخت هاي به بقيه راس

با وزن  푇براي درخت  RDFيک  푓صورت در اين
푛حداکثر  − اگر يال آويزان . باشد، که تناقض استمي 4

푦푦 توان يک سادگي ميدوبار زير تقسيم شود، بهRDF 
푛با وزن حداکثر  푇براي درخت  − يافت، که تناقض  4

بار زير تقسيم حداکثر يک 푦푦بنابراين يال آويزان . است
هاي که اگر يکي از يالدهيم در نهايت نشان مي. شودمي

گاه دوبار زير تقسيم شود، آن 푧يا  푥هاي آويزان در راس
در غير . باشندبرگ مي 푇هاي آويزان ديگر در گراف يال
براي  RDFتوان يک سادگي مشابه قبل ميصورت بهاين

푛با وزن حداکثر  푇درخت  −   يافت، که تناقض  4
푇در نتيجه . باشدمي ≅ 풯 .  

  

ي  دقيقاً دو راس از درجه 푇درخت  :۲- ۲زيرحالت 
∆(푇) دارد.  
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دوحالت . باشند (푇)∆يدرجه دو راس از 푦و푥 کنيد فرض
푥푦) الف. (افتداتفاق مي ∈ 퐸(푇)  ب(يا (푥푦 ∉ 퐸(푇) .  

حداقل يکي از قضيه ب با توجه به ): الف(بررسي حالت 
حال نشان  .شودحداقل دوبار زيرتقسيم مي 푇هاي برگ
بار  ۴، حداکثر 푇دهيم که هر يال آويزان زير درخت مي

فرض خلف کنيد که چنين نباشد، لذا . شودزير تقسيم مي
:푃مسير  푥푤 푤 푤 푤 푤 푥  در درخت푇  وجود

- ي زير را در نظر ميبا ضابطه 푓صورت تابع در اين. دارد
  .گيريم

푓(푤 ) = 푓(푤 ) = 푓(푦) = براي هر راس ، 2
푤 ∈ 푁(푤 ) ∪ 푁(푤 ) ∪ 푁(푦) ،푓(푤) = و  0

. دهيمرا اختصاص مي ۱هاي گراف وزن براي بقيه راس
با وزن  푇براي درخت  RDFيک  푓صورت در اين
푛حداکثر  −   . باشد، که تناقض استمي 4

گاه هر بار زير تقسيم شود آن ۴يا  ۳اگر يالي : ۲ادعا 
  .شودبار زير تقسيم مييال آويزان ديگر حداکثر يک

خلف کنيد که يال آويزاني از زير درخت فرض : اثبات
푇 ،۳ تقسيم شود و حداقل يک يال آويزان ديگر  بار زير

بدون از دست دادن کليت . حداقل دوبار زيرتقسيم شود
푃مسئله، مسيرهاي  : 푥푤 푤 푤 푥  و푃 : 푥푧 푧 푥 

ي زير را با ضابطه 푓صورت تابع در اين. را در نظر بگيريد
  . گيريمدر نظر مي

푓(푤 ) = 푓(푧 ) = 푓(푦) = براي هر راس ، 2
푤 ∈ 푁(푤 ) ∪ 푁(푧 ) ∪ 푁(푦) ،푓(푤) = و  0

. دهيمرا اختصاص مي ۱هاي گراف وزن براي بقيه راس
با وزن  푇براي درخت  RDFيک  푓که واضح است

푛حداکثر  −   .   باشد، که تناقض استمي 4
  .شودادعاي زير به آساني اثبات مي ۴لم کارگيري با به

و يال آويزان ديگري در  푥اگر يال آويزاني در : ۳ادعا 
푦 هاي گاه حداقل يکي از يالدوبار زير تقسيم شوند، آن

  .شودزير تقسيم نمي 푦يا  푥آويزان در 
 푦و  푥حداقل يک يال آويزان در  قضيه ببا توجه به 

دهيم اگر دو يال حال نشان مي. شودبايد دوبار زيرتقسيم 
گاه آن دو دوبار زير تقسيم شوند، آن 푦و  푥آويزان در 

. گاهي مشترک واقع نيستنديال آويزان در يک راس تکيه
کنيد که دو يال آويزان که در يک راس ) خلف(فرض 

گاهي واقع هستند، را دوبار زيرتقسيم کنيم، مثلاً يال تکيه

푥푤صورت مسيرهاي در اين. 푥آويزان در  푤 푥  و
푥푧 푧 푥 درخت  در푇 حال تابع . وجود دارند푓  با

  . گيريمي زير را در نظر ميضابطه
푓(푤 ) = 푓(푧 ) = 푓(푦) = براي هر راس ، 2

푤 ∈ 푁(푤 ) ∪ 푁(푧 ) ∪ 푁(푦) ،푓(푤) = و  0
 .دهيمرا اختصاص مي ۱هاي گراف وزن براي بقيه راس

با وزن  푇براي درخت  RDFيک  푓که واضح است
푛حداکثر  −   .   باشد، که تناقض استمي 4

 ۳و  ۲ادعاهاي بنابراين با توجه به مفروضات بالا و 
푇: داريم ≅ 풯.  

  ):ب(بررسي حالت 
   .شودادعاي زير به آساني اثبات مي ۴لم کارگيري با به

و يال آويزان ديگري در  푥اگر يال آويزاني در : ۴ادعا 
푦 هاي آويزان در گاه يالدوبار زير تقسيم شوند، آن푥  و
푦 شوندزير تقسيم نمي.  

توان ثابت کرد که اگر با استدلالي مشابه حالت قبل، مي
گاهي واقع هستند، را يال آويزان که در يک راس تکيهدو 

훾گاه دوبار زيرتقسيم کنيم، آن (푇) ≤ 푛 − ، که 4
 ۴ادعا بنابراين با توجه به مفروضات بالا و . تناقض است

푇: داريم ≅ 풯.  
  

 (푇)∆ي  دقيقاً يک راس از درجه :۳- ۲زيرحالت 
  .باشد

گاه هر بار زيرتقسيم شود، آن ۵اگر يال آويزاني : ۵ادعا 
شود يا يک بار زير تقسيم مييال آويزان ديگر حداکثر يک

شود و يال آويزان ديگر زير يال آويزان دوبار زيرتقسيم مي
  .شودتقسيم نمي

 گاه بهزيرتقسيم شود، آناگر يال آويزاني دوبار : اثبات
  يال آويزان ديگر زيرتقسيم  ۴لم وضوح با استفاده 

  . شودنمي
  .شودادعاي زير به آساني اثبات مي ۴لم کارگيري با به

گاه بار زيرتقسيم شود، آن ۴اگر يال آويزاني  :۶ادعا 
  .شودها حداکثر دوبار زير تقسيم مييکي از يال

گاه هر ار زير تقسيم شود، آنب ۳اگر يال آويزاني : ۷ادعا 
  .شودبار زير تقسيم مي ۲يال آويزان ديگر حداکثر 

هاي لذا مسير. کنيد که چنين نباشد) خلف(فرض : اثبات
푃 : 푥푤 푤 푤 푥  و푃 : 푥푧 푧 푧 푥  در درخت푇 



 ۱۷                                                                           ها با عدد رومي بزرگ بندي درختدسته/  و همکاران زاده آهنگرحسين عبداله
 

   

 
 

ي زير را در با ضابطه 푓صورت تابع در اين. وجود دارند
  . گيريمنظر مي

푓(푧 ) = 푓(푥) = 푓(푤 ) = براي هر راس ، 2
푤 ∈ 푁(푥) ∪ 푁(푤 ) ∪ 푁(푧 ) ،푓(푤) = و  0

. دهيمرا اختصاص مي ۱هاي گراف وزن براي بقيه راس
با وزن  푇براي درخت  RDFيک  푓که واضح است

푛حداکثر  −   .باشد، که تناقض استمي 4
  ادعاي زير به آساني اثبات  قضيه بکارگيري با به

  .شودمي
  . شونديال آويزان دوبار زير تقسيم ميحداقل دو : ۸ادعا 

، ۷، ۶، ۵ادعاهاي بنابراين با توجه به مفروضات بالا و 
푇: داريم ۸و  ≅ 풯.  
  

(푻)∆: ۳حالت  = ퟒ.  
 (푇)∆ي  دقيقاً يک راس از درجه 푇درخت  :۹ادعا 

  .دارد
از  푦و  푥کنيد که حداقل دو راس ) خلف(فرض : اثبات
ي با ضابطه 푓صورت تابع در اين. باشند (푇)∆ي  درجه

  . گيريمزير را در نظر مي
푓(푥) = 푓(푦) = 푤براي هر راس ، 2 ∈ 푁(푥) ∪

푁(푦) ،푓(푤) = هاي گراف وزن و براي بقيه راس 0
 RDFيک  푓که واضح است. دهيمرا اختصاص مي ۱

푛با وزن حداکثر  푇براي درخت  − باشد، که مي 4
  .تناقض است

deg(푥)اگر : ۱۰ادعا  = گاه براي هر  باشد، آن 4
deg(푦)که  푦راس  = ,푑(푥داريم  3 푦) = 1 .  

که  푦کنيد براي راسي مانند ) خلف(فرض : اثبات
deg(푦) = ,푑(푥داريم  3 푦) ≥ صورت در اين. 2

  . گيريمي زير را در نظر ميبا ضابطه 푓تابع 
푓(푥) = 푓(푦) = 푤براي هر راس ، 2 ∈ 푁(푥) ∪

푁(푦) ،푓(푤) = گراف وزن هاي و براي بقيه راس 0
 RDFيک  푓که واضح است .دهيمرا اختصاص مي ۱

푛با وزن حداکثر  푇براي درخت  − باشد، که مي 4
  .تناقض است
푁(푥)فرض کنيد  = {푥 , 푥 , 푥 , 푥 با بکارگيري . {

گيريم که هر راس از ، به آساني نتيجه مي۱۰ادعا

از طرف ديگر واضح . باشدمي 푁(푥)در  ۳ي درجه
. هستند ۳ي از درجه 푁(푥)راس از  ۲که حداکثر است

  .کنيمهاي زير را بررسي ميلذا زيرحالت
  

 ۳ي از درجه 푁(푥)دقيقاً دو راس از : ۱-۳زيرحالت 
   . باشند

بار زير حداکثر يک 푇دهيم که هر برگ در نشان مي
کنيد که چنين نباشد و يکي ) خلف(فرض . شودتقسيم مي

  پس يکي از . بار زير تقسيم شوددو 푇هاي از يال
푃هاي مسير : 푥 푤 푤 푦  يا푃 : 푥푧 푧 푦  در

وجود داشته باشد، در  푃اگر مسير . وجود دارد 푇درخت 
  . گيريمي زير را در نظر ميبا ضابطه 푓صورت تابع اين

푓(푤 ) = 푓(푥) = 푤براي هر راس ، 2 ∈
푁(푥) ∪ 푁(푤 ) ،푓(푤) = -و براي بقيه راس 0

-واضح است. دهيمرا اختصاص مي ۱وزن  푇درخت هاي 
푛با وزن حداکثر  푇براي درخت  RDFيک  푓که  − 4 
 .باشد، که تناقض استمي

با  푓صورت تابع وجود داشته باشد، در اين 푃اگر مسير 
  . گيريمي زير را در نظر ميضابطه

푓(푧 ) = 푓(푥 ) = 푓(푥 ) = براي هر راس ، 2
푤 ∈ 푁(푥 ) ∪ 푁(푥 ) ∪ 푁(푧 ) ،푓(푤) = و  0

  را اختصاص  ۱وزن  푇درخت هاي براي بقيه راس
با  푇براي درخت  RDFيک  푓که واضح است. دهيممي

푛وزن حداکثر  −   .باشد، که تناقض استمي 4
푇گيريم که با توجه به مفروضات بالا، نتيجه مي ≅ 풯.  

  
 ۳ي از درجه 푁(푥)تنها يک راس از : ۲- ۳زيرحالت 

  . باشد
  :کنيمادعاهاي زير را ثابت مي

بار زير ، حداکثر يک푥هر يال آويزان در : ۱۱ادعا 
  .شودتقسيم مي

يال آويزان در  ۲کنيد که حداقل ) خلف(فرض : اثبات
푥لذا مسير. ، دوبار زير تقسيم شوند 푃 : 푥 푤 푤 푦 

  ي با ضابطه 푓صورت تابع در اين. وجود دارد 푇در درخت 
  . گيريمدر نظر ميزير را 
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푓(푥) = 푓(푤 ) = 푤براي ، 2 ∈ 푁(푥) ∪
푁(푤 ) ،푓(푤) =  푇درخت هاي و براي بقيه راس 0

يک  푓که واضح است. دهيمرا اختصاص مي ۱ وزن
RDF  براي درخت푇  با وزن حداکثر푛 − باشد، مي 4

  .   باشدکه تناقض مي
، دوبار 푥هاي آويزان در حداکثر يکي از يال: ۱۲ادعا 

  .شودتقسيم مي زير
يال آويزان در  ۲کنيد که حداقل ) خلف(فرض : اثبات

푥هاي لذا مسير. ، دوبار زير تقسيم شوند
푃 : 푥푤 푤 푥  و푃 : 푥푧 푧 푥  در درخت푇  وجود

ي زير را در نظر با ضابطه 푓صورت تابع در اين. دارند
  . گيريممي

푓(푧 ) = 푓(푥 ) = 푓(푤 ) = براي هر راس ، 2
푤 ∈ 푁(푥 ) ∪ 푁(푤 ) ∪ 푁(푧 ) ،푓(푤) = 0 

-را اختصاص مي ۱وزن  푇درخت هاي و براي بقيه راس
با  푇براي درخت  RDFيک  푓که واضح است. دهيم

푛وزن حداکثر  −   .   باشدباشد، که تناقض ميمي 4
گيريم که ، نتيجه مي۱۲و  ۱۱ادعاهاي با توجه به 

푇 ≅ 풯.  
  

 ۳ي هيچ راس از درجه 푇درخت  :۳- ۳زيرحالت 
  .نداشته باشد

푇شامل  푇وضوح درخت به = 퐾 باشد و تمام مي ,
   ۲ي از درجه 푇هاي گراف بجز راس مرکزي راس
  : کنيمادعاهاي زير را بررسي مي. باشندمي

  .شودآويزان دوبار زير تقسيم مي هر يال: ۱۳ادعا 
ويزاني کنيد که چنين نباشد و يال آ) خلف(فرض : اثبات
لذا مسير . بار زيرتقسيم شود، سه푇از 

푃 : 푥푤 푤 푤 푥  در درخت푇 در اين. وجود دارد 
  . گيريمي زير را در نظر ميبا ضابطه 푓صورت تابع 

푓(푥) = 푓(푤 ) = 푤براي هر راس ، 2 ∈
푁(푥) ∪ 푁(푤 )  ،푓(푤) =   و براي بقيه   0

واضح . دهيمرا اختصاص مي ۱وزن  푇درخت هاي راس
با وزن حداکثر  푇براي درخت  RDFيک  푓که است

푛 −   . باشد، که تناقض استمي 4
ادعاي زير به آساني ثابت  ۴لم کارگيري چنين با بههم
  .شودمي

، دوبار زيرتقسيم 푇اگر سه يال آويزان از : ۱۴ادعا 
  .شودگاه يال آويزان ديگر زيرتقسيم نميشوند، آن

گيريم که ، نتيجه مي۱۴و  ۱۳ادعاهاي با توجه به 
푇 ≅ 풯    .    

   



 ۱۹                                                                           ها با عدد رومي بزرگ بندي درختدسته/  و همکاران زاده آهنگرحسين عبداله
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