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  چکیده

ها با توجه به  ها یا پشته هاي آن به صف بندي یال بندي یک گراف یافتن ترتیبی خطی به رئوس آن و بخش طرح

هدف ما پیدا کردن یک رابطه میان طرح پشته و طرح صف یک گراف  باشد. در این مقاله ترتیب اتخاذ شده می

کنیم که طرح دلخواه است و یک روش براي تبدیل این دو طرح به یکدیگر ارائه خواهیم کرد. الگوریتمی ارائه می

وش، کنیم. این ر کند و درستی الگوریتم را اثبات میصف آن گراف تبدیل میپشته هر گرافی را به به طرح دویک

ي یک گراف را تبدیل به یک طرح صف  بطور مسقیم و بدون در نظر گرفتن گراف اصلی و خواص آن، طرح پشته

محدود   ها عدد پشته اي خاص از گراف تواند کمک کند که اگر براي دستهکند. به عنوان نتیجه، این روش میمی

ها به عدد صف مناسب و  ه از گرافداشته باشیم، ممکن است بدون تحلیل مستقیم طرح صف براي این دست

هاي مشابه براي تبدیل  اي براي یافتن الگوریتم محدودي دست بیابیم. بنابراین الگوریتم ارائه شده در اینجا انگیزه

  ها خواهد بود.  تر براي آن هاي محدود کننده بهتر و بهینه هاي خطی به یکدیگر و یافتن پارامتر طرح
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  مقدمه - 1

ي بخصوص از  ، یک دسته2بندي گراف مسائل طرح

باشند که هدف  سازي ترکیبیاتی می مسائل بهینه

براي گراف ورودي است،  3یافتن طرحی خطی

ترین حالت  بطوریکه پارامتري مشخص به بهینه

گراف،  برسد. منظور از ایجاد طرحی خطی براي یک

گذاري رئوس گراف با اعداد صحیح غیرتکراري و  نام

یا به عبارتی دیگر تعریف تابع نگاشت یک به یک از 

 باشد.  رئوس گراف به اعداد طبیعی می

هاي  طیف وسیعی از مسائل مرتبط در دیگر زمینه

ها را به صورت  توان آن علمی وجود دارند، که می

هاي  از روش ي گراف، مدلسازي نمود و مسائل حوزه

ها و یا نیل به  ي مسائل گراف، براي حل آن حوزه

توان  تر بهره برد. از جمله مسائلی که می جوابی بهینه

بندي گراف  ها را با مسائل مرتبط با طرح آن

بندي مناسب، به  مدلسازي کرد و با یافتن طرح

ي اولیه دست یافت،  حلی مناسب براي مسئله راه

، VLSIهاي  ه، طراحی مدارسازي شبک توان بهینه می

شناسی  بازیابی اطلاعات، تحلیل عددي، زیست

محاسباتی، تئوري گراف، زمانبندي و حتی 

بندي  سناشی را نام برد. اکثر مسائل طرح باستان

قرار  4اي کامل مسائل غیرچندجمله  گراف در دسته

هاي  گیرند، با این وجود در بسیاري از کاربرد می

یافتی تخمینی نیز از نظر هاي دست  ها جواب آن

هاي تقریبی  توان از الگوریتم بهینگی کافی بوده و می

  و اکتشافی براي یافتن جواب بهره برد.

یک طرح پشته از یک گراف شامل یک ترتیب خطی 

بر روي رئوس گراف و عمل اختصاص هر یال به یک 

شود، به نحوي که هیچ دو یالی از یک  می 5پشته

رئوس ابتدایی و انتهایی با هم  پشته در محلی غیر از

برخوردي نداشته باشند. مفهوم طرح پشته براي 

                                                 
2 Graph embedding 
3 Linear layout 
4 NP-Complete 
5 Stack 

گراف با مفهوم ساختار داده پشته در علم کامپیوتر 

بندي را به  توان مسئله طرح مطابقت دارد و می

سازي نمود، بدین صورت که اگر  کمک آن مدل

رئوس گراف را روي خط قرار دهیم و از سمت چپ 

ها را پیمایش کنیم، در  تیب آنبه راست به تر

صورتی که رأس ابتدایی یالی مشاهده شد به مفهوم 

ورود آن یال به یک پشته و در صورتی که رأس 

ي خروج آن یال از  انتهایی آن مشاهده شد، به منزله

باشد. حال باید ترتیب رئوس بر روي خط و  پشته می

ها بنحوي باشد، که ترتیب  ها به پشته اختصاص یال

ها با ذات ساختار داده  ها از پشته رود و خروج یالو

ي  پشته مطابقت داشته باشد. کمترین تعداد پشته

بندي یک گراف به روش پشته  مورد نیاز براي طرح

  نامند. آن گراف می 6ي را، عدد پشته

بندي پشته در ابتدا با نام  ریشه مسائل طرح

بندي کتاب براي گراف مطرح شد، که مفهومی  طرح

باشد، اما  بندي پشته می ملا مشابه با مفهوم طرحکا

هاي آن با عبارات دیگري بیان  قوانین و مشخصه

بندي کتاب براي یک گراف،  اند. در مسئله طرح شده

تمام رئوس گراف روي محور اصلی (ستون فقرات) 

کتاب قرار گرفته و هر یال باید درون یک نیم صفحه 

قرار بگیرد. که توسط محور کتاب محدود شده است 

همچنین درون هر صفحه از کتاب هیچ دو یالی 

نباید با یکدیگر برخورد داشته باشند. کمترین تعداد 

بندي یک گراف را،  صفحه مورد نیاز براي طرح

نامند. معادل مفاهیم  آن گراف می 7ضخامت کتاب

بندي پشته همان  بیان شده به ترتیب در طرح

د پشته گراف ها و عد دهی به رئوس، پشته ترتیب

توسط  70ي  باشند. این مسئله در ابتدا در دههمی

Ollmann[19] ها  بیان شد و رفته رفته طی سال

  مقالات و نتایج قابل توجهی براي آن ارائه گشت.

باشد که  طرح صف مفهوم دوگان طرح پشته می

شود. تفاوت در اینجاست که  بطور مشابه تعریف می

                                                 
6 Stack number 
7 Book thickness 



 173                                                                                               صفپشته به طرح دوبندي گراف: تبدیل طرح یکطرح
 

   

رئوس ابتدایی و  که در 8هیچ دو یالی از یک صف

انتهایی مشترك نیستند نباید همپوشانی داشته 

باشند و یا به عبارت دیگر، هیچ یالی از یک صف 

نباید کاملا درون یالی از همان صف قرار گیرد. 

مفهوم طرح صف براي گراف نیز با مفهوم ساختار 

داده صف در علم کامپیوتر مطابقت دارد و براي 

ي با مفهوم ساختار بند ي طرح سازي مسئله مدل

داده صف، باید رئوس گراف را روي خط قرار دهیم و 

ها را پیمایش  از سمت چپ به راست به ترتیب آن

کنیم، در صورتی که رأس ابتدایی یالی مشاهده شد 

به مفهوم ورود آن یال به یک صف و در صورتی که 

ي خروج آن  رأس انتهایی آن مشاهده شد، به منزله

شد. حال باید ترتیب رئوس بر روي با یال از صف می

ها بنحوي باشد که  ها به صف خط و اختصاص یال

ها با ذات ساختار  ها از صف ترتیب ورود و خروج یال

داده صف مطابقت داشته باشد. کمترین تعداد صف 

بندي یک گراف به روش صف  مورد نیاز براي طرح

نامند. مفهوم طرح صف  آن گراف می 9را، عدد صف

در سال ] 12[و همکاران  Heathار توسط اولین ب

  معرفی و ارائه شد.  1992

هاي  هاي پشته و صف به طرح تر، طرحدر حالت کلی

بندي،  شود: در این نوع طرحترکیبی تعمیم داده می

هر یال با توجه به ترتیبی یکتا براي رئوس گراف 

تواند به یک صف و یا پشته اختصاص یابد، اما  می

ها درون هر صف و یا پشته از قانون  باید تمام یال

مربوط به صف و یا پشته، که در بالا بیان شد، 

صف  qپشته و  sپیروي کنند. اگر گرافی را با تعداد 

-sبندي کنیم، یک طرح  به صورت ترکیبی طرح

ایم. براي اولین بار  صف براي آن یافته-qپشته و 

Heath  وRosenberg  اي  فرضیه 1992در سال

هاي  بندي بودن تمام گراف قابل طرحمبنی بر 

مسطح با یک پشته و یک صف را مطرح 

                                                 
8 Queue 
9 Queue number 

این فرضیه توسط  2018اما در سال  ]،12[ساختند

Sergey Pupyrev 4[نقض گردید.[  

ي مورد تحقیق در اینجا بررسی امکان وجود  مسئله

و یا عدم وجود یک الگوریتم براي تبدیل طرح 

همان  ي داده شده یک گراف به طرح صف پشته

باشد. هدف ما یافتن  گراف با تعداد ثابتی صف می

هاي صف و پشته و همچنین  اي میان طرح رابطه

الگوریتمی براي تبدیل طرح صف به طرح پشته و یا 

هاي پشته  بالعکس است. اگر بتوان ثابت نمود طرح

هاي صف تبدیل  توان با ضریبی ثابت به طرح را می

حد بالایی ثابت  توان نتیجه گرفت کرد، آنگاه می

هایی که تاکنون عدد صفی ثابت براي  براي دسته

ایم. ثابت شده  ها یافت نشده است، ارائه کرده آن

بندي  هایی که با یک پشته قابل طرح است گراف

قرار  10هاي مسطح برونی ي گراف هستند در دسته

همچنین عدد صف این دسته از  ]،18[گیرند می

 2و برابر  ها بطور مستقل یافت شده گراف

در این پژوهش ما هر طرح پشته هر ]. 12[باشد می

کنیم گرافی را به طرحی صف همان گراف تبدیل می

  اي کوچک را میان این مفاهیم برقرار کنیم.  و رابطه

اي از یک  پشته  کنیم طرحتر، فرض می بطور دقیق

گراف موجود است که با یک پشته ترسیم شده 

کنیم که گوریتم ارائه میاست. در این مقاله، یک ال

  کند و اثبات طرح صف همان گراف را تولید می

کنیم که این طرح صف بیشتر از تعداد ثابتی می

صف نخواهد داشت و براي گراف اولیه معتبر 

تعاریف و مفاهیم مورد نیاز را  2باشد. بخش  می

تري مرور کامل 3کند. در بخش تر بیان میرسمی

 4هیم داشت و در بخش روي کارهاي گذشته خوا

  الگوریتم خودمان را شرح داده و درستی آن را اثبات 

  کند.گیري را بیان مینتیجه 5کنیم. بخش می

 

   

                                                 
10 Outerplanar 
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  تعاریف و مفاهیم -2

یک گراف شامل یک مجموعه ناتهی از رئوس و 

باشد. گراف  ها بین این رئوس می اي از یال مجموعه

�را به صورت  =  �ه دهیم ک نمایش می (�,�)

ي  مجموعه �مجموعه ناتهی از رئوس گراف و 

تواند تهی نیز باشد. به  باشد که می هاي گراف می یال

هر نوع ترسیم گراف در فضاي دو بعدي و یا سه 

گویند، گاهی هدف از  بندي گراف می بعدي طرح

باشد که در  بندي گراف حصول نتایجی می طرح

توان  طرح جدید آن گنجانده است. براي مثال می

رأس را طوري رسم کرد که مسطح  4گراف کامل با 

باشد و از این طریق ویژگی مسطح بودن آن را نشان 

بندي یک گراف بصورت صف در ابتدا  براي طرح داد.

باید تمام رئوس را روي یک خط در فضاي سه 

بعدي قرار داد، یا به عبارت دیگر باید ترتیبی براي 

پس هر یال تمام رئوس گراف مشخص نماییم. س

بین رئوس را باید بنحوي به یک صف اختصاص 

دهیم بطوریکه هیچ یالی درون یک صف، یال 

دیگري از همان صف را بطور کامل پوشش ندهد، به 

:��ها را بصورت  عبارت دیگر اگر یال و  (��,��)

��: نامگذاري کنیم هیچ دو یالی از یک  (��,��)

��داشته باشند که صف نباید وجود  > و  ��

�� < ��یا �� < ��و  �� > ، در این صورت ��

گوییم براي گراف داده شده طرح صف معتبري  می

ایم. براي هر گرافی کمترین تعداد صف  بوجود آورده

مورد نیاز براي بوجود آوردن طرح صف معتبر آن 

 1شکل نامیم.  گراف را، عدد صف آن گراف می

  دهد که صف گراف را نشان می مثالی از طرح

هاي گراف سمت چپ را به دو صف اختصاص یال

اند چین نمایش داده شدههاي که با خطدهد. یالمی

  شوند.به صف دوم اختصاص داده می

ت پشته، همانند بندي یک گراف به صور براي طرح

طرح صف باید رئوس گراف را روي یک خط در فضا 

ها تعریف کنیم. سپس  قرار داده و ترتیبی براي آن

ها اختصاص دهیم،  ها را طوري به پشته باید تمام یال

که هیچ دو یالی از یک پشته در محلی غیر از رئوس 

با یکدیگر تلاقی نداشته باشند و یا به عبارت دیگر 

:��را بصورت  ها اگر یال :��و  (��,��) (��,��) 

��نامگذاري کنیم، نباید  < ��و  �� < یا  ��

�� > ��و  �� > باشد. اگر طرحی با  ��

هاي ذکر شده براي یک گراف ایجاد نماییم،  ویژگی

بندي شده و  گوییم آن گراف بصورت صف طرح می

بندي آن،  عداد پشته مورد نیاز براي طرحبه حداقل ت

طرح پشته  2گوییم. در شکل  عدد پشته گراف می

  ها را شامل تنها یک پشته است، یعنی تمام یال

  توان با اختصاص دادن به یک پشته ترسیم کرد.می

  

 
  دو صف براي گراف سمت چپطرح  .1شکل 

  

 
  طرح یک پشته براي گراف سمت چپ .2شکل 
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به صورت ترکیبی  بندي پشته و صف یک گراف طرح

هاي پشته و یا صف  بندي با پشته و صف، مشابه طرح

باشد، در ابتدا نیاز است ترتیبی براي رئوس  می

تعیین کنیم، که براي پشته و صف بصورت مشترك 

شود. سپس هر یال را با توجه  و یکسان استفاده می

به ترتیب مشخص شده براي رئوس، به یک پشته و 

، بطوریکه قوانین مربوط دهیم یا صف اختصاص می

هاي درون یک پشته و همچنین صف براي  به یال

 3ها رعایت شده باشد. شکل  ها و پشته تمام صف

مثالی از طرح ترکیبی پشته و صف گراف سمت 

چین هاي که با خطدهد. یالراست را نشان می

هاي عادي به پشته اند به صف و یالمشخص شده

  شوند.اختصاص داده می

  

  تر بر کارهاي گذشتهمروري کامل - 3

مفهوم کتاب به عنوان یک فضاي توپولوژیک در 

و  C. A. Persingerمیلادي توسط  1960ي  دهه

Gail Atneosen  21[معرفی شد .[Atneosen  در

ها در کتاب را  بندي گراف بخشی از کار خود، طرح

بندي که مورد  مطرح و بررسی کرد. اما نوع طرح

هاي  بندي ي او قرار گرفت، مشابه دیگر طرح مطالعه

گراف در فضاهاي توپولوژیک بود، در اینگونه 

ها از طریق  بندي رئوس با نقاطی مجزا و یال طرح

ي  شوند، همچنین تنها نقطه ها نمایش داده می خم

باشد.  ال روي نقاط رأس میمجاز براي تلاقی دو ی

 Paul C. Kainenمیلادي،  1970ي  در اوایل دهه

بندي با  نوعی طرح Teylor Ollmannو 

هاي بیشتر را توسعه دادند، که در بیشتر  محدودیت

ها  آن]. 19[ تحقیقات آتی مورد استفاده قرار گرفت

بندي خود، رئوس گراف را به قرارگیري بر  در طرح

ها را به  تون فقرات) و یالروي محور کتاب (س

  ها محدود کردند.  قرارگیري در تنها یکی از صفحه

 Lenwood S. Heathاي توسط  مقاله 1987سال 

ي  بندي پشته را براي طرح 1ارائه شد، که حد بالایی 

هاي مسطح برونی اثبات کرده و همچنین بیان  گراف

 دارد هر گرافی که بتوان آن را با یک پشته طرح می

  ].14[ي نمود، یک گراف مسطح برونی است بند 

ها  ي آن هایی که عدد پشته همچنین ثابت شد گراف

هاي مسطح  هایی از گراف باشد، زیرگراف  2حداکثر 

هاي دوبخشی  هستند که شامل گراف 11همیلتونی

ي  مطالعه ].18[شوند می 12ها موازي-مسطح و سري

هاي مسطح، توسط  ي حالت کلی گراف عدد پشته

Leighton با مطرح کردن سوالی  80ي  در دهه

هاي مسطح  مبنی بر این که آیا عدد پشته گراف

تر از عددي ثابت است ، آغاز شد. اولین پاسخ  کوچک

ارائه شد،  Shorو  Bussمثبت به این سوال توسط 

طرح کتاب هر گراف  13که با الگوریتمی بازگشتی

  ].15[آوردند می  صفحه بدست 9مسطحی را با 

  

  

 
 طرح ترکیبی یک صف و یک پشته براي گراف سمت چپ .3کل ش

١١
  

١٢
   

١٣  

                                                 
11 Hamiltonian planar graphs 
12 Series-Parallel graphs 
13 Recursive algorithm 
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بهبود  7به عدد  Heathبالایی توسط  این حد

را براي  14او روش پوست کندن گراف ]،16[یافت

بندي معرفی کرد. بطور کلی این روش در ابتدا  طرح

عدد سطح هر رأس گراف را که بر روي مرز خارجی 

قرار دارد، صفر در نظر گرفته و با حذف این رئوس، 

عدد سطح رئوسی را که روي مرز خارجی قرار 

دهد و بطور کلی عدد  قرار می 1ند را برابر گیر می

در نظر میگیرد، اگر بعد از حذف  �سطح رأس را 

�تمام رئوس با عدد سطح  رأس مذکور بر  1

روي مرز خارجی گراف قرار بگیرد. به سادگی 

شویم که مجموعه رئوس روي مرز  متوجه می

خارجی هر سطح، یک گراف مسطح برونی را 

هاي اثبات  توجه به الگوریتمدهند و با  تشکیل می

ها را با یک پشته  توان آن ي گذشته، می شده

بندي نمود. بنابراین چالش اصلی طرح بندي  طرح

هاي پیاپی گراف بود، که  هاي اتصال بین سطح یال

بندي  پشته طرح 6ها را با  با یک الگوریتم ساده آن

موفق شد  1989در سال  Yannakakisکرد. سپس 

پوست کندن گراف و یا به عبارتی با همان روش 

بندي رئوس گراف و معرفی روشی جدید  دیگر سطح

هاي بین  اما در عین حال ساده براي اختصاص یال

ها تعداد پشته مورد نیاز براي  سطحی به پشته

کاهش  5هاي مسطح را به عدد  بندي گراف طرح

تر و روش  دهد. سپس با ترکیب روشی پیچیده

استفاده از تعریف دقیق براي پوست کندن گراف، با 

ها در بین سطوح  هاي متفاوت از قرارگیري یال حالت

و اختصاص هر یال به یک پشته موفق به اثبات حد 

هاي  بندي گراف عدد پشته براي طرح 4بالایی 

ي مورد نیاز  حد پایینی تعداد پشته ].13[مسطح شد

هاي مسطح در ابتدا توسط  بندي گراف براي طرح

Goldner و Harary  بیان و با معرفی  3عدد

که غیرهمیلتونی  15کوچکترین گراف حداکثر مسطح

حد پایینی  2020بود اثبات شد. بعد از آن در سال 

                                                 
14 Graph peeling 
15 Maximal planar 

هاي  بندي به روش پشته براي گراف براي طرح 4

 و همکارانش ارائه و اثبات شد Bekosمسطح توسط 

 Lenwood مفهوم طرح صف اولین بار توسط ].1[

S. Heath  وArnold L. Rosenberg  در سال

این مفهوم ساختاري ]. 12[ معرفی و ارائه شد 1992

هاي  باشد، که کاربرد ها می شناخته شده براي گراف

، VLSIمتنوعی شامل نظریه پیچیدگی، طراحی 

هاي موازي،  بیوانفورماتیک، زمانبندي فرآیند

سازي جایگشت و ترسیم  محاسبات ماتریسی، مرتب

هاي  انگیزه براي بررسی طرح 3ابتدا  گراف دارند. در

  صف گراف مطرح شد:

 ها  ها و پشته . صفها ها و پشته  ي صف مقایسه

هایی براي محاسبات به دلیل  به عنوان مکانیزم

هاي اولین ورودي، اولین  سازي به ترتیب روش شبیه

در  17و آخرین ورودي، اولین خروجی 16خروجی

رسند.  می ظاهر از نظر قدرت دوگان یکدیگر بنظر

احتمال درستی این استدلال سطحی، در مورد 

هاي  ها براي جایگشت ها و پشته از صف  استفاده

گیرد، اما براي استفاده از صف و  قوت می] 20[ثابت

سازي ماشین تورینگ از آنجایی  یا پشته براي پیاده

که به استفاده از یک صف و یا دو پشته نیاز داریم 

ودن این استدلال افزون شک و تردید بر نادرست ب

 گردد.  می

 ها  . در مبحث دیوژنها روش طراحی دیوژن 

هاي ارتباطی بر روي یک  یک آرایه از پردازنده]، 17[

افزار  شوند، و تعدادي سخت می  خط فرضی قرار داده

از نوع صف و یا پشته در طول تمام خط به عنوان 

ها  دههایی را بین این پردازن هاي اطلاعاتی، ارتباط راه

ها بنحوي  ها بین پردازنده آورند. این ارتباط بوجود می

هاي معیوب نادیده  شوند که پردازنده سازي می پیاده

هاي سالم مورد  شوند و تمام پردازنده گرفته می

بین   ها و ارتباط گیرند. اگر پردازنده استفاده قرار می

ها را یک گراف بدون جهت ساده در نظر بگیریم،  آن

                                                 
16 FIFO 
17 FILO 
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بندي گراف به روش  ي طرح له به مسئلهاین مسئ

 گردد. صف و یا پشته تبدیل می

 ي  . مدل سادههاي موازي زمانبندي پردازنده

زمانبندي محاسبات موازي در یک روش مستقل از 

ي محاسباتی را  ساختار را در نظر بگیرید. یک مسئله

که باید زمانبندي شود، به عنوان یک گراف بدون 

این گراف رئوس محاسبات و  کنیم، در دور مدل می

هاي بین محاسبات را  ها وابستگی هاي بین آن یال

دهند. یک رأس محاسباتی تا زمانیکه تمام  نشان می

رئوس وابسته قبل از آن در گراف بدون دور محاسبه 

تواند محاسبه گردد. وظایف  نشده باشند، نمی

ي انجام محاسبه شدند، در  محاسبات زمانی که آماده

اولین ورودي، اولین خروجی پردازنده قرار یک صف 

ي  گیرند. هر پردازنده در دسترس، اولین محاسبه می

در صف را در اختیار گرفته و براي اطلاعات ورودي 

مورد نیاز براي هر محاسبات یک ساختار داده از نوع 

  گیریم. اولین ورودي، اولین خروجی نیز در نظر می

هاي  ز زیردستههاي صف، براي تعداد زیادي ا طرح

هاي مسطح، با عدد صف متناهی تعریف و  گراف

اثبات شده است، براي مثال: هر گرافی که بتوان با 

بندي کرد، یک گراف مسطح با  یک صف آن را طرح

خواهد بود. تمام  18طرح سطوح طبقاتی مسطح

هاي مسطح برونی  ها عدد صف یک، گراف درخت

دد صفی موازي ع-هاي سري ، گراف2عدد صف برابر 

 19درختی 3هاي مسطح  و گراف 4حداکثر برابر 

خواهند داشت. همینطور  7نهایتا عدد صفی برابر 

هاي دیگري حد پارامتري تعیین ثابت  براي گراف

 �کامل با   شده است، براي مثال، عدد صف گراف

�رأس کوچکتر از 
�

�
باشد. همچنین ثابت شده  می �

عدد صف از  یال �هایی با تعداد  است، گراف

هایی که عدد  دارند. براي گراف ��√�Οي  مرتبه

محدودي دارند عدد صف ثابت و  20عرض درخت

                                                 
18 Arched-level planar graph 
19 Planar 3-trees 
20 Treewidth 

تر گراف با عدد  محدودي ارائه شده، بطور دقیق

خواهد  Ο(2�)عدد صف برابر  �عرض درخت 

هایی با  اي نیز براي گراف هاي بهبود یافته داشت. حد

محدود و یا عرض محدود، پهناي باند  21عرض مسیر

  اي محدود ارائه و اثبات گشته است.  مسیر لایه

ها براي یافتن بیشترین  با وجود تمام این پیشرفت

هاي گراف، عدد صفی متناهی براي  عدد صف دسته

هاي مسطح طی سه دهه یافت نشد. در سال  گراف

2013 ،Di Battista  و همکارانش موفق شدند ثابت

فی از مرتبه هاي مسطح عدد ص کنند گراف

Ο(log ، 2015و پس از آن در سال ] 8[دارند (��

Dujmovi´c توان به  ثابت کرد این حد بالا را می

Ο(log هایی که  ترین گراف . ساده]7[کاهش داد (�

ها نامشخص  تا سال پیش محدود بودن عدد صف آن

هاي مسطح  و اثبات نشده باقی مانده بود، گراف

ترین مسائلی که از زمان پیدایش  بودند. یکی از مهم

سال  27بندي گراف با صف از  این نوع مسائل طرح

پیش مطرح بوده، محدود بودن تعداد صف 

بود. این   هاي مسطح و یا نا محدود بودن آن گراف

و همکارانش  Heathمسئله براي اولین بار توسط 

اي مبنی بر محدود بودن عدد  مطرح شد، که فرضیه

کردند. محدود بودن عدد صف صف گراف مطرح 

 Vidaتوسط 2020هاي مسطح در سال  گراف

Dujmović  به  49و همکارانش اثبات شد و عدد

ها  عنوان حد بالایی این محدودیت ارائه دادند. آن

را به عنوان حد بالایی عدد صف  31همچنین عدد 

  هاي مسطح دوبخشی بیان و اثبات کردند. گراف

حد بالایی عدد صف مطرح ابزار اساسی براي اثبات 

ي مذکور، ابزاري به نام تفکیک  شده در مقاله

باشد، همچنین این موضوع که براي هر  می 22اي لایه

بندي  گراف مسطحی یک تفکیک رأسی و یک لایه

موجود است، بطوریکه هر بخش تعداد محدودي 

رأس در هر لایه و گراف ضریب آن عرض درخت 

                                                 
21 Pathwidth 
22 Layered partition 
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ي مطرح شده  ضیهمحدودي دارد، به اثبات این فر

ها نتایج بدست  کمک شایانی نمود. همچنین آن

ي اویلر محدود  هایی با عدد دسته آمده را براي گراف

نیز تعمیم دادند. علاوه بر این ثابت شد هر دسته 

اي را  پذیري لایه ها چنین تفکیک اي از گراف بسته

هاي اوج در آن  دارا هستند، اگر برخی از گراف

  ها نباشند. دسته

و  Laura Merker، 2020همچنین در سال 

Torsten Ueckerdt مفاهیم جدیدي براي طرح 

. [3]ها را بیان کردند بندي پشته و صفحه گراف 

ي محلی و عدد  مفاهیم تعریف شده شامل عدد پشته

باشد، این مفاهیم مشابه  صف محلی گراف می

باشند. مشابه قبل  مفاهیم اصلی بیان شده می

ئوس بر روي خط طرح باید تعیین چیدمانی براي ر

را به یک صف و یا پشته اختصاص   گردد و هر یال

هاي متصل به هر رأس، در کمترین  داد بطوریکه یال

تعداد صف و یا پشته باشند، به عبارت دیگر به 

دنبال کاهش تعداد صف و یا پشته با تمرکز بر تک 

ها هستیم. این مفهوم بسیار مرتبط با چگالی  رأس

باشد و ممکن است از مفهوم کلاسیک  می 23گراف

  بندي پشته و صف فاصله بگیرد. طرح

ها در این مقاله ابزارهایی را براي محدود کردن  آن

هایی  حد بالایی و حد پایینی عدد صف محلی گراف

اند. اثابت شده  ارائه کرده �با عرض درخت برابر با 

حد  kاست هر گرافی با عدد عرض درخت برابر با 

�اي برابر با  لایی عدد صف محلیبا + و حد  1

�پایینی برابر با 
�

�
� + باشد و این اعداد  را دارا می 1

برابر با هم  2براي گراف با عدد عرض درخت 

باشد. همچنین بیان  می 3و  2خواهند بود و برابر با 

دارند، نتایج حاصل تحقیات بر حد بالایی عدد  می

دلالت  4یا  3با هاي مسطح برابر  صف محلی گراف

  دارد. 

                                                 
23 Graph density 

براي سنجش قدرت طرح صف در برابر طرح پشته 

ها  به عدد صف و عدد پشته براي هر دسته از گراف

ها  اي از گراف شود و اگر براي مثال دسته توجه می

عدد صف محدود و عدد پشته نامحدود داشته 

تر بودن  باشند، تفسیر ما از این موضوع قدرتمند

براي آن دسته خواهد بود و  طرح صف از طرح پشته

دانیم که عدد پشته گراف می تواند  بالعکس. می

تر از عدد صف آن باشد، براي مثال  بسیار بزرگ

Heath  و همکارانش اثبات کردند، عدد صف

رأس  nگانه با تعداد  سه 24هاي همینگ گراف

Ο(logحداکثر از مرتبه  ها  ي آن و عدد پشته (�

��Ωي  حداقل از مرتبه
�

�
باشد. با این  می ���

اوصاف کماکان این مسئله که آیا عدد صف گراف، 

ي آن است و یا خیر حل نشده  تابعی از عدد پشته

 باقی مانده است.

اي  در مقاله Rosenbergو  Heath، 1992در سال 

هاي مسطح با  بندي بودن گراف ي قابل طرح فرضیه

ح یک صف و یک پشته به صورت ترکیبی را مطر

در  Pupyrevکه این فرضیه توسط ]، 12[کردند

طبق ]. 4[ي مثال نقض رد شد با ارائه 2017سال 

تر و  هایی با تعداد رأس کوچک ها براي گراف بررسی

طرحی با یک صف و یک پشته  18یا برابر با 

توان ساخت، اما این درحالی است که گرافی با  می

اي پشته بر 3عدد رأس وجود دارد، که حداقل  11

 14طرح بندي آن فقط با پشته و همچنین گرافی با 

عدد صف براي  3عدد رأس وجود دارد، که حداقل 

بندي آن فقط با صف مورد نیاز است، که این  طرح

هاي  دهنده قدرت طرح موضوع به نوعی نشان

هاي صف و یا پشته  ترکیبی در مقایسه با طرح

  باشد.  می

                                                 
24 Hamming graphs 
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-طرح دوپشته به الگوریتم تبدیل طرح یک - 4

  صف

ي گراف را که به عنوان  در ابتدا طرح یک پشته

گیریم. سپس ورودي الگوریتم داده شده، در نظر می

اولین رأس از سمت چپ خط طرح پشته را بر روي 

دهیم.  محور مختصات دوبعدي قرار می (0,	0)نقطه 

ها را  حال براي تمام رئوس گراف عدد سطح آن

طول کوتاهترین  کنیم. عدد سطح برابر محاسبه می

مسیر از هر رأس به رأس قرار گرفته در مرکز 

با توجه به گراف  (0,	0)ي  مختصات، یعنی نقطه

 باشد.  اصلی داده شده می

ها بر  حال تمام نقاط گراف را با توجه به موقعیت آن

ي  ها بر صفحه روي خط طرح پشته و عدد سطح آن

ن از دهیم. براي هر رأس موقعیت آ مختصات قرار می

ي  سمت چپ بر روي خط طرح پشته، معادل مولفه

باشد و ترتیب رئوس در  آن در محور مختصات می �

ي  مطابق با ترتیب رئوس در طرح پشته �هر سطح 

 �ي  باشد و عدد سطح آن معادل مولفه اولیه می

ي باشد. پس از قراردهی رئوس در صفحه می

  )4لکش(کنیم.  ها را رسم می مختصات تمام یال

یکسان را به  �ي  هر یالی که دو رأس با مولفه

ها که  و دیگر یال 1نماید، در صف  یکدیگر متصل می

متفاوت را به هم متصل  �ي  رئوس با مولفه

را  دهیم. در پایان رئوس قرار می 2نماند، در صف  می

از کوچک به بزرگ  �و  �ي  با توجه به مولفه

نامه بر روي خط طرح صف مورد  مطابق با روش لغت

اولویت بالاتري در  �دهیم. مولفه  نظر قرار می

چیدمان دارد. طرح صف بدست آمده، طرحی معتبر 

  و صحیح براي گراف داده شده خواهد بود.

یم تا در قدم اول نیاز دار: اثبات درستی الگوریتم

ي مختصات دو بعدي  ها در صفحه اثبات کنیم یال

و یا با  �ي  توانند رئوس در یک سطح مولفه تنها می

متوالی را به یکدیگر متصل نمایند.  �هاي  مولفه

کنیم این فرضیه صحیح  طبق برهان خلف فرض می

هاي  باشد و یالی وجود دارد که دو رأس با مولفه نمی

کدیگر متصل نموده است. اگر را به ی 2با اختلاف  �

رأس دیگر  �ي  و مولفه aیک رأس برابر  �ي  مولفه

باشد و همینطور داشته باشیم  �برابر 

�	 = 	� + ، به این معنی خواهد بود که 2

کوتاهترین مسیر از رأس اول به اولین رأس، طولی 

و کوتاهترین مسیر از رأس دوم به رأس اول  �برابر 

�طولی برابر  + ارد. بدلیل آنکه بین رأس اول و د 2

باشد،  رأس دوم از طریق یال مذکور اتصال برقرار می

مسیري از رأس دوم به رأس اول و سپس به رأس 

ابتدایی وجود دارد، که طول آن یک واحد بیشتر از 

طول مسیر کوتاهترین مسیر از رأس اول به رأس 

باشد، بنابراین طول کوتاهترین مسیر  ابتدایی می

�رأس دوم حداکثر برابر  براي + است، که با  1

باشد، بنابراین فرض مطرح  فرضیات در تناقض می

شده ابتدایی مبنی بر عدم وجود یال بین رئوس با 

 باشد. صحیح می 1بیشتر از  �ي  اختلاف مولفه

  )5لکش(

  

 
  نحوه چیدمان رئوس طرح پشته در سمت راست روي محور مختصات .4کل ش

  



  180                                1401 آبانو  مهر، هشتمهاي نوین در ریاضی/ سال هشتم، شماره سی و / پژوهش و همکاران سپهر مرادي
 

 

 

 
  عدم وجود یال بین رئوس با اختلاف سطح بیشتر از یک .5شکل 

  

هاي بین  بات عدم وجود برخورد بین یالحال به اث

متفاوت  �ي  هایی که رئوس با مولفه سطحی (به یال

هاي بین سطحی  کنند، یال را به یکدیگر متصل می

پردازیم. بار دیگر از برهان خلف براي  گوییم) می می

کنیم  کنیم، فرض می اثبات این فرضیه استفاده می

��دو یال  = ��و  (��,��) = با  (��,��)

کنیم  یکدیگر برخورد دارند. همچنین فرض می

کوچکتري نسبت به  �ي  مولفه ��و  �� رئوس

رأس  �ي  دارند و همچنین مولفه ��و  ��رئوس 

باشد،  می ��رأس  �ي  کوچکتر از مولفه ��

بنابراین دو یال مذکور تنها در حالتی با یکدیگر 

 ��رأس  �ي  برخورد خواهند داشت که مولفه

باشد. حال این دو  ��رأس  �ي  کوچکتر از مولفه

ها را در  ي آن هاي اتصال دهنده جفت رأس و یال

گیریم. از آنجاییکه  ي اولیه در نظر می طرح پشته

همان محل قرارگیري  رئوس مستقیماً �ي  مولفه

ت و تنها یک رئوس بر روي خط طرح پشته بوده اس

حالت جایگشت متفاوت براي  6ایم،  پشته داشته

رئوس روي خط طرح پشته خواهیم داشت که هر 

  )6لکش( کنیم. کدام را بررسی می

کنیم رئوس  در این حالت فرض می حالت اول:

��بصورت  < �� < �� < بر روي خط طرح  ��

 ��و  ��دانیم رئوس  اند. می پشته قرار گرفته

هاي میانی هستند و باید مسیري از این رئوس  رأس

وجود داشته باشد، اما همانطور  ��به رأس ابتدایی 

که در شکل مشخص است، بدلیل وجود تنها یک 

پشته و بسته شدن تمام مسیرها چنین مسیري 

تواند وجود داشته باشد، بنابراین  مین ��براي رأس 

ها در این  فرض خلف تناقض دارد و برخورد یال

  )7لکش( باشد. حالت ممکن نمی

  

  

 
  هاي بین سطحی عدم وجود برخورد بین یال .6شکل 

  
  

 

 
  ي حالت اول طرح پشته .7شکل 
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کنیم رئوس  در این حالت فرض می حالت دوم:

��بصورت  < �� < �� < بر روي خط طرح  ��

ز آنجاییکه باید مسیري از اند. ا پشته قرار گرفته

وجود داشته باشد،  ��رئوس میانی به رأس ابتدایی 

اما همانطور که در شکل مشخص است، چنین 

وجود ندارد، بنابراین فرض  ��مسیري براي رأس 

ها در این حالت نیز  خلف تناقض دارد و برخورد یال

  )8لکش( باشد. ممکن نمی

کنیم رئوس  در این حالت فرض می حالت سوم:

��بصورت  < �� < �� < بر روي خط طرح  ��

 ��و  ��هاي  اند. در این حالت یال پشته قرار گرفته

با یکدیگر برخورد خواهند داشت، بنابراین فرض 

ها در این حالت  خلف تناقض دارد و برخورد یال

 )9لکش( شد.با ممکن نمی

کنیم رئوس  در این حالت فرض می حالت چهارم:

��بصورت  < �� < �� < بر روي خط طرح  ��

اند. در این حالت نیز همانطور که  پشته قرار گرفته

به رأس  ��در شکل مشخص است، مسیري از رأس 

د داشته باشد، بنابراین فرض خلف تواند وجو نمی ��

ها در این حالت ممکن  تناقض دارد و برخورد یال

  )10لکش( باشد. نمی

کنیم رئوس  در این حالت فرض می حالت پنجم:

��بصورت  < �� < �� < بر روي خط طرح  ��

 ��و  ��هاي  لت یالاند. در این حا پشته قرار گرفته

با یکدیگر برخورد خواهند داشت، بنابراین فرض 

ها در این حالت  خلف تناقض دارد و برخورد یال

  )11لکش( باشد. ممکن نمی

  
  
  

 
  ي حالت دوم شتهطرح پ .8شکل 

 
  

 
  ي حالت سوم پشته  طرح .9شکل 

 
  

 
  ي حالت چهارم طرح پشته .10شکل 

  
  

 
  ي حالت پنجم طرح پشته .11شکل 
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کنیم رئوس  در این حالت فرض می حالت ششم:

��بصورت  < �� < �� < روي خط طرح  بر ��

اند. در این حالت نیز همانطور که  پشته قرار گرفته

به رأس  ��در شکل مشخص است، مسیري از رأس 

تواند وجود داشته باشد، بنابراین فرض خلف  نمی ��

ها در این حالت ممکن  تناقض دارد و برخورد یال

  )12لکش( باشد. نمی

بنابراین اثبات گشت در محور مختصات دو بعدي 

اي با یکدیگر مگر در نقاط  هیچ دو یال بین سطحی

ي  رئوس برخوردي نخواهند داشت. با توجه به نحوه

چیدمان رئوس بر روي خط طرح صف، بدلیل آنکه 

گیرند، دو  در ابتدا رئوس با عدد سطح کمتر قرار می

گر را پوشش یال بین سطحی تنها در صورتی همدی

دهند که در محور مختصات دو بعدي همدیگر را  می

اي غیر از رئوس قطع نمایند و با توجه به  در نقطه

تواند وجود  این که اثبات شد چنین برخوردي نمی

هاي بین سطحی به  داشته باشد و همچنین تمام یال

گیریم این صف  اند، نتیجه می اختصاص یافته 2صف 

ن اولین ورودي، اولین خروجی معتبر بوده و از قانو

  )13لکش( نماید. پیروي می

به بررسی  1حال براي اثبات معتبر بودن صف 

پردازیم. با توجه به این  هاي درون این صف می یال

گیرند، که  هایی در این صف قرار می که تنها یال

مشابهی  �ي  ها مولفه آن رئوس ابتدایی و انتهایی

یکسان بر روي  �ي  داشته باشند و رئوس با مولفه

گیرند، بنابراین  خط طرح صف بطور متوالی قرار می

متفاوت همپوشانی  �هاي  هاي رئوس با مولفه یال

هاي متصل  نخواهند داشت و کافیست تنها براي یال

هاي  ثابت کنیم، یال �کننده رئوس با عدد سطح 

بین رئوس با یک عدد سطح دلخواه با یکدیگر  اتصال

ي چیدمان رئوس  با توجه به نحوه همپوشانی ندارند.

دانیم ترتیب رئوس با  بر روي خط طرح صف، می

ها  یکسان نسبت به یکدیگر با ترتیب آن �ي  مولفه

ي داده شده یکسان و مشابه  در خط طرح پشته

  باشد. می

اثبات درستی حال مجدد از روش برهان خلف براي 

کنیم. فرض  این بخش از الگوریتم استفاده می

��کنیم دو یال  می = ��و  (��,��) =

با یکدیگر در طرح صف همپوشانی دارند.  (��,��)

و  v1<v2کنیم عدد سطح رئوس بصورت  فرض می

v3<v4  باشد، همانند قبل در یک گراف همبند از هر

تدایی باید مسیري وجود رأس میانی به رأس اب

داشته باشد، اما همانطور که در شکل مشخص است، 

 ��و یا  ��در هر دو حالت جایگشت براي رئوس 

تواند وجود داشته باشد.  نمی ��مسیري به رأس 

گیریم  بنابراین فرض خلف تناقض دارد و نتیجه می

هیچ دو یالی در صف اول وجود ندارد که همپوشانی 

ته باشند و صف اول نیز از قانون اولین ورودي، داش

اولین خروجی پیروي کرده و براي گراف معتبر 

  )14لکش( باشد. می

  

 
  ششمي حالت  طرح پشته .12شکل 

  

 
  عدم وجود همپوشانی در صف دوم .13شکل 
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  ��و  ��دو جایگشت ممکن براي دو یال  14شکل 

  
ي ساخت طرح  همینطور با توجه به الگوریتم و نحوه

 صف گراف تمام رئوس دقیقا یک بار بر روي خط

گیرند، بنابراین با توجه به اینکه  طرح صف قرار می

گیریم طرح  درستی هر دو صف اثبات شد، نتیجه می

صف که توسط الگوریتم ارائه شده ایجاد شده است 

  باشد. طرحی معتبر و درست براي گراف می

  

  گیري و کارهاي آتینتیجه -5

 1الگوریتم حاصل از پژوهش، با دریافت یک طرح 

راف، و تغییر چیدمان رئوس بر روي پشته از یک گ

ها،  هاي آن ها با توجه به ویژگی خط و اختصاص یال

صف براي گراف  2به طرحی صحیح متشکل از 

یابد. در این الگوریتم برخلاف کارهایی که  دست می

 1در گذشته انجام شده است، سعی بر تبدیل طرح 

هاي آن  پشته به گراف و سپس بهره بردن از ویژگی

باشد، بلکه طرح  صف نمی 2و رسم یک طرح گراف 

پشته بدون توجه به خود گراف اصلی، مستقیما  1

گردد. بنابراین این روش  صف می 2تبدیل به طرح 

هایی که اطلاعاتی در مورد  براي تبدیل طرح

ها نداریم، بسیار کارآمد بوده و ممکن  هاي آن گراف

ي متناهی و یا  است در یافتن عدد صف و یا پشته

  ها مفید باشد. هایی از گراف ها براي دسته بهبود آن

ها به یکدیگر  هاي گذشته براي تبدیل طرح در روش

هدف یافتن عدد صف نبوده و با اطلاع از عدد صف 

ي مشخص براي گراف و همچنین  و عدد پشته

ها  هایی، اقدام به تبدیل طرح هاي چنین گراف ویژگی

 1گر طرح صورت پذیرفته است و یا به عبارت دی

پشته با استفاده از اطلاعات گذشته، تبدیل به گراف 

هاي  شده و با استفاده از خصوصیات گراف و روش

صف بدست آمده است.  2اثبات شده طرح آن با 

هاي مسطح  عدد صف یافت شده براي گراف

اعلام و اثبات  31برابر  2020در سال  25دوبخشی

همین براي  2ي  شد، با در نظر داشتن عدد پشته

براي عدد صف  31ها، حد بالایی  دسته از گراف

رود  رسد و امید می ها کمی دور از انتظار بنظر می آن

ها را، با  ي این دسته از گراف بتوان طرح پشته

الگوریتم مشابهی به طرح صف با تعداد کمتري از 

صف تبدیل کرد. همچنین عدد پشته و صف 

عنا داري هاي مسطح نیز با یکدیگر اختلاف م گراف

ها فاصله  داشته و حد پایینی براي این دسته از گراف

زیادي با حد بالایی دارد، حدس ما بر این است که 

توان با روشی مشابه این اختلاف را با یافتن حد  می

  پایینی و یا بالایی بهتر کاهش داد. 

باشند  مسائلی که مرتبط با موضوع این پژوهش می

ها بیان نشده است، به  اما جوابی تاکنون براي آن

 باشد: شرح زیر می

هاي مسطح  ي گراف حد بالایی براي عدد پشته .1

ترین حد بالایی  باشد و کوچک می 2دوبخشی برابر 

توان  باشد، آیا می می 31اثبات شده تاکنون برابر 

ي یک گراف  الگوریتمی ارائه کرد که طرح پشته

 31دوبخشی مسطح را با استفاده از تعداد کمتر از 

  عدد صف به طرح صف معادل تبدیل کرد؟

هاي مسطح  ي گراف حد بالایی براي عدد پشته .2

باشد،  می 49و بهترین حد بالایی صف برابر  4برابر 

ي این دسته از  الگوریتمی براي تبدیل طرح پشته

ها به طرح صف معادل با استفاده از تعداد  گراف

 کمتري صف وجود دارد؟

ي گراف و  گرفتن دستهتوان بدون در نظر  آیا می .3

ي طرح داده شده،  تنها با در نظر داشتن تعداد پشته

                                                 
25 Bipartite planar 
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طرح صفی معتبر با تعداد صف مضرب ثابت از تعداد 

 ي استفاده شده در طرح داده شده ایجاد کرد؟ پشته

هاي  توان ارائه کرد که تمام طرح الگوریتمی را می .4

پشته را به صورت بهینه و بدون محدودیت به طرح 

 بر و معادل تبدیل نماید؟صف معت

توان الگوریتم مشابهی را براي مفاهیم عدد  آیا می .5

پشته محلی و عدد صف محلی نیز بیان نمود و براي 

  ها را به یکدیگر تبدیل کرد؟ هاي آن یک گراف طرح
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