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  چکیده

تعریفی براي آموزش  سپس ،ي یادگیري پرداخته شد و تاریخچه يریادگی مفهومابتدا نگاهی کوتاه به  مقاله نیا در

وار معرفی شد. ما  مراحل یادگیري به صورت اشاره. ارائه شد یفهمی اضیرآموزش به روش  وي کاری اضیربه روش 

کردیم که هر پالس نیز شامل دو مرحله است. پالس اول مربوط به ناتوانی و ی معرف پالس دو صورتیادگیري را به 

را براي آموزش ریاضی با بیان مثال، براي هر مرحله یادگیري مورد  مراحلپالس دوم مربوط به توانایی است. این 

بررسی قرار دادیم. براي تعیین نسبت بهینه آموزش به دو روش ریاضی کاري و ریاضی فهمی، ابتدا چهار مثال براي 

ریاضی عمومی دانشجویان  آموزش مختلفي ها کلاسي برا روش دو نیاچهار مرحله آموزش طراحی شد، سپس 

 لیتحل ها دادهی پوشش لیتحل کمک به را آمده دست بهي ها داده. به کار گرفته شد آزاد دانشگاه در و مهندسی فنی

 است دوم پالسیادگیري در  و اول پالس دري ریادگی ها یخروج .استی فهم یاضیر وي کار یاضیر ها يورود. میکرد

، سپس براي جدول بهینه، با میا دهیرسی آموزش کلاس کی در روش دو هر از استفاده نهیبه نسبت به تینها در که

اي براي دونوع آموزش ارائه دادیم که به صورت یک تابع دومتغیره  استفاده از درونیابی توابع چندمتغیره، ضابطه

است. در این تابع، دامنه درصد آموزش به هر دو روش است و برد کارایی است. در نهایت از روي ضابطه تابع و یا 

  توان تعیین کرد نسبت آموزش به هر دو روش بیان شده، چقدر کارایی دارد.     ار تابع مینمود

 ،يکار یاضیر ناآگاهانه،یی توانا آگاهانه،یی توانا آگاهانه،ی ناتوان ناآگاهانه،ی ناتوان ،يریادگی هاي کلیدي: واژه

 چند متغیره.توابع، ، درونیابی، تقریب ها دادهی پوشش لیتحل نه،یبه نسبت ،یفهم یاضیر
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  مقدمه - 1

 یادگیري یکی از مهمترین موضوع آموزش است که

 به و شدینم گرفتهي جد ادیز قبل، دهه چند تا

 شتریب اکنون اما. نبود توجه مورد مهارت کی عنوان

ي ریادگی واقع در. اندبردهیپ يریادگی تیاهم به

 در رییتغ جادیا هم و است دانش کسب همی عنی

یادگیري  ].2[دانش آن از استفاده با عواطف و رفتار

توسعه  ،تحصیل تواند بخشی از فرایند در انسان می

و تمرینات باشد که ممکن است هدفمند یا به  فردي

ي ریادگی اگر واقع در ].1[انجام شود انگیزش هوسیل

 افتاده اتفاقي ریادگی نشود،ی منته رفتار رییتغ به

 الیخ دانشمندانی حت و مردم  ].3[است افتادهین

 استعداد و IQ و هوش به زیچ همه کردندیم

ي ریادگی که آن از غافل دارد،ی بستگي خداداد

ي ریادگی. استي خداداد استعداد و هوش از تر مهم

 استعداد و هوش. ستین استعداد و هوش همان

 اما هستند، نهیزم کی درییتوانا زانیمي فاکتورها

 ازي ادیز بخش ].5[است ندیفرا کي یریادگی

 انیرفتارگرا سطتوي ریادگی درباره هیاول مطالعات

 هری اساس هیپا که داشتند اعتقاد ها آن. شد انجام

ي ساز یشرط نوع ازساده روابط ،يریادگی نوع

 یکی گیرياند یاد گفته هرگنهان و السون ].9[است

ها در روانشناسی امروز و در عین  ترین زمینه از مهم

ترین مفاهیم براي تعریف کردن  حال یکی از مشکل

چه که  آن د، معتقد بوانسه شناسی چون روان است.

رسد، تابع برنامه زیستی فطري است،  به نظر می

. تواند تحت تأثیر رویدادهاي محیطی قرار گیرد می

فرایندهاي حافظه  ،به اعتقاد بسیاري از پژوهشگران

جزیی از فرایند یادگیري است و بدون وجود حافظه 

و مشکل در حافظه، یادگیري رخ نخواهد داد. 

تواند تغییرات رفتاري باشد و گیري میهمچنین یاد

در صورتی که  ].6[نمود رفتاري داشته باشد

 بهي ریادگی .فرایندهاي حافظه کاملا ذهنی هستند

 و هادانسته به دیجدي هاتجربه کردن متصلي معنا

 برنارد کلاود گر،یدي سو از. است نیشیپي هاتجربه

یمي ریادگی مانع هادانسته که کندی م انیب

 تا شود یم باعث کهیی ها روش ازی کی]. 5[ندشو

 ماي ریادگی راه سر بری مانعی قبلي هادانسته

 موقع امکان حد تا میکن نیتمر که است نیا نباشند،

 قضاوت و لیتحل و هیتجز ،يداور شیپ ،يریادگی

 ادی راي دیجد موضوع میدار اگر مثلا]. 8[مینکن

 میندخوا کهی مطلبی وقت م،یخوان یم و میریگ یم

 مصداق و میکن فکر موردش در زمان آن شد، تمام

 کهیی هاکتاب و موضوعات میدید اگر. میکن دایپ

ی قبلي باورها و ها دانسته دییتا جهت در م،یخوان یم

 ادی میدار واقعا ایآ که میکنی بررس دیبا هستند، ما

    م؟یا گرفته قرار باطل دور کی در ای میریگ یم

 فیتعر ریز صورت به دهسا زبان بهي ریادگی ما

  :میکن یم

 اساس بر که استي داریپا نسبتاً رییتغي ریادگی

  .شود یم جادیا تجربه

 به که استي اگسترده اریبس مفهومي داراي ریادگی

 علاقه، جادیا ،یشکنعادت ،یدگرگوني هاشکل

یم انینماي داورشیپ و ارزش درك نو،ي هانگرش

 استدلال، در تمعلوما کاربرد و بیترک وهیش. شود

یدگرگون و احساس مساله، حل ،يپردازهینظر تفکر،

 از همه ندیآیم وجود به تیشخص کل در کهیی ها

 تولمن دادوار اما ].12[ردیگ یم نشاتي ریادگی

(Edward Tolman) زیتماي ریادگی و عملکرد نیب 

 Latent)نهفتهي ریادگی مفهوم طرح باي و. شد قائل

learning)، است ممکني ریادگی که داشت انیب 

 ].6[ندهد نشان فرد عملکرد در را خود بلافاصله

 در داریپا نسبتاي هایدگرگون راي ریادگیی برخ

. کنند یم انیبی دهپاسخ تیظرف ای شیگرا ،ییتوانا

 رفتار رییتغ از شیپي ریادگی نگرش، نوع نیا در

ی مختلفی انواعي داراي ریادگی ].19[دیآیم دیپد

 ای نشیب قیطر ازي ریادگی آنها، ازی کی که است

 نوع نیا. است  (Insight Learning)رتیبص

 رندهیادگی که ردیگیم صورتی زماني ریادگی

 دهیپد کی در موجود عناصر ای اجزاء روابطی چگونگ
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 دایپ اشراف مجموعه کل به نسبت و نموده كدر را

 نوع نیدارتریپا و نیثرترؤمي ریادگی نوع نیا. کند

 با رندهیادگی ،يریادگی نوع نیا در. استي ریادگی

 و اجزا انیم روابط شناخت و هادهیپد قیدق ادراك

ی نندگیآفر و کشف فرصت ده،یپد کی عناصر ای

این نوع یادگیري در آموزش  ].7[ابدییم رای ذهن

 هايمهارت میان اختلاف ریاضیات بسیار مهم است.

 فرایند از عمیق ادراکی شناخت و الگوریتمی

 روابط ایجاد براي هاییروش خالی جاي آموزش،

 را ها الگوریتم و بین مفاهیم شده ریزيبرنامه ،درونی

 با ریاضی مفاهیم ارتباط و اتصال .کند می برجسته

ي  زمینه یکدیگر و کاربرد آنها در حل مسائل،

 مناسب هاي طرحواره تشکیل و ذهنی سازماندهی

 میان تفاوت .کنند می فراهم را یادگیرندگان در ذهن

 شودمی اعثآن ب مفهومی یادگیري و ریاضی انجام

 آنها و کاربرد مفاهیم شناخت توانایی یادگیرندگان تا

  ].3[باشند داشته را مختلف هايموقعیت در

  

 مراحل یادگیري -2

یی توانا وی ناتوان پالس دو به راي ریادگی ما

 مرحله دو شامل پالس هر که میکن یمي بند دسته

  .دارد مرحله چهاري ریادگی نیبنابرا. است

  دوم سپال  اول پالس

: اول مرحله

ی ناتوان

  ناآگاهانه

: دوم مرحله

ی ناتوان

  آگاهانه

: سوم مرحله

یی توانا

  آگاهانه

: چهارم مرحله

یی توانا

  ناآگاهانه

 

 ناآگاهانه یناتوان .2-1

 و ندارد را مهارت انجامیی توانا فرد مرحله نیا در

 واقع در ندارد، رایی توانا نیا که داند ینم البته

ي برا مرحله نیبدتر نیا. داند ینم که داند ینم

 خوب کارش که کند یم الیخ رایز است، رندهیادگی

 و ستین بلد را نکات ازي اریبس که داند ینم و است

 راي زیچ چه که داند ینم واقع در. ندارد تسلط ای

. نرودي ریادگی سمت فرد شود یم باعث و داند ینم

 کرف که دیریبگ نظر در رای کودکبه عنوان مثال 

 تواند یم که کند، یم فکر ای برود راه تواند یم کند یم

 ندیب یم چون بخورد غذا خودش قاشق با خودش

  ].3[دهد یم انجامی راحت به را کار نیا همه

در آموزش ریاضی، این مرحله می تواند به صورت 

زیر ظاهر شود. فرض کنید از دانشجو خواسته می 

گرال زیر بحث شود در مورد همگرایی یا واگرایی انت

  کنید.

∫
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����
��

�

��
  

  

کند با  تصور می دانشجودر این مرحله یادگیري، 

رو شده است،  متقارن روبه  انتگرال تابع فرد در بازه

و  است صفر انتگرال جواب ردیگ یم جهینت پس

 واقع دانشجو در. همگراست انتگرالنویسد  می

 یعنی سره دارد،در مبحث انتگرال نا ناآگاهانهی ناتوان

ابتدا باید رفتار تابع را از نظر  "داند ینم که داند ینم"

 گیري بررسی کند. پیوستگی در بازه انتگرال

  

  آگاهانهی ناتوان. 2-2

ی ول ندارد رای مهارت انجامیی توانا فرد مرحله نیا

 واقع در ندارد، رایی توانا نیا که شود یم  متوجه

 شود یم  آگاه مرحله نیا فرد. "داند ینم که داند یم”

 نیاي برا و ببخشد بهبود را خودي ها مهارت دیبا که

 به ازین احساس مرحلهدر این . کند یم اقدام کار

 کهی کس مثل.  شود یم یدارپد فرد در يریادگی

 است ازینی رانندگي ریادگي یبرا شودی م متوجه

  ].2[ندیبب آموزش

ل این مرحله در آموزش ریاضی براي همان مثا

تواند  همگرایی یا واگرایی انتگرال، به صورت زیر می

  ظاهر شود:

x نقاط متوجه دانشجو حالت نیا در = و  1

x =  هاي شهیر که شودیمي ریگانتگرال بازه در 1

 درتابع ی مجانبی وستگیناپ طانق و هستند مخرج

 صورت به رو نیا از باشند، میي ریگانتگرال فاصله

 :کند یم عمل ریز
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ماند، زیرا با حالت مبهم و از ادامه حل باز می

∞ تواند رفع ابهام کند،  شود و نمی رو می روبه ∞

تواند از دانسته  چون متغیرها یکسان نیستند نمی

طور  هایش در مورد محاسبه حد استفاده کند. همان

بینیم نتوانست جواب مساله را به دست آورد،  که می

. در واقع به این بینش "داند داند که نمی می"یعنی 

هاي ناسره  دانش او در مورد انتگرال رسد که می

 کافی نیست، پس به آموزش بیشتر نیاز دارد.

 

 آگاهانه ییتوانا .2- 3

ی آگاه با را مهارت انجامیی توانا فرد مرحله نیا در

 نیا. داند یم که داند یم واقع در آورد، یم ستد به

 صورت به فرد ، زیرااست مرحله نیتر سخت ،مرحله

 لیتبد را آن و ردیبگ ادی را مهارت تا کوشد یم آگانه

 ادامه از مرحله نیا ،مواقعی لیخدر  و کند عادت به

 بودنش سخت بخاطر مهارت کیي ریادگی و دادن

را  یانندگیادگیري ر به عنوان مثال. دهد یم انصراف

 قرار مرحله نیا در کهی زمان ،در نظر بگیرید

 بر اما است، کرده برقرار ارتباطی رانندگ با رد،یگ یم

 و تمرکز به ازین و است خودآگاه خود حرکات تمام

 به متمرکز فرد فکر حالت نیا در. داردي ادیز تلاش

 گرید کار، آن انجام نیح در و شد خواهد کار همان

  ].2[کند فکري گرید زیچ به واندت ینم

در آموزش ریاضی، براي همان مثال انتگرال ناسره، 

هاي  دانشجو به قضایاي همگرایی و واگرایی انتگرال

گیرد که هرگاه در  کند و یاد می ناسره رجوع می

ها واگرا باشد،  جمع دو انتگرال، یکی از انتگرال

انتگرال  انتگرال مورد نظر واگرا خواهد بود. بنابراین

  نویسد: را به صورت زیر می
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کند.  فقط یکی از حدها را بررسی میدر این صورت 

شود  نهایت می چون حاصل حد انتگرال اول بی

گیرد انتگرال واگراست. در واقع در این  نتیجه می

  ."داند داند که می می"حالت 

  

 ناآگاهانه ییتوانا .2- 4

 دست به را کار انجامیی توانا فرد مرحله نیا در

 صورت به که است کرده نیتمر آنقدر و آورد یم

. پردازد یم تیفعال به عادتي رو از و ناخودآگاه

 صورت به را مهارت شخص، مرحله نیا در نیبنابرا

ی خوب به کهی کس مانند .هدد یم انجام ناخودآگاه

 ناخودآگاه صورت به است گرفته ادی رای رانندگ

 .بردی م لذتی رانندگ از و کند یمی رانندگ

در آموزش ریاضی، مثلا براي همان انتگرال بیان 

ل ناسره به تعداد زیادي شده، دانشجو با انتگرا

مواجعه شده است و به این بینش رسیده است که 

هاي نوع اول و دوم در حالت  انتگرال-pهر دو نوع 

p=1  واگرا هستند و این انتگرال را با  انتگرال تابع

�(�) = گیرد، پس بدون  همرفتار در نظر می �/1

صورت ناخودآگاه  که روي مساله فکر کند به این

  دهد انتگرال واگرا است. تشخیص می

  

ی اضیر وي کاری اضیر روش دو به آموزش - 3

  یفهم

  يکار یاضیر فیتعر. 3- 1
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ی اضیري ریادگی در مهارت اساس بر کهی عمل هر

 را شود انجام میمفاه داشتن نظر در بدون

 .یمنام یمي کار یاضیر

 و نیتمر رندهیبرگ دري کاری اضیر روش به آموزش

 یادگیرنده که طوري به است هنمون مسائل حل تکرار

 نیا به هیشب مسائل حل به مساله، کی مشاهده با

 کند و رجوع می قبل مسائل حلي الگو و مساله

، راه حل مسائل پیشین را انجام مساله نیاي برا

 حل در مهارت به شتریب آموزش نوع نیا در. دهد می

 دری بررس و لیتحل به که نیا تا میپرداز یم مسئله

 جواب وجود طیشرا و مساله نوع و اختارس مورد

 نوع نیاي ریادگی در عامل نیتر مهم. بپردازیم مساله

در واقع . است مختلف حل تکرار و نیتمر آموزش

 نکته که آن بدون همسان مسالهي ادیز تعداد هرگاه

 عمل کی ،میکن حل را شود لحاظ آن دری خاص

آموزش به روش  .میا داده انجامي کار یاضیر

 کمکي ریادگی مراحل تیتقو بهکاري  یریاض

 ،کلاس در مختلف مسائل جادیا بابنابراین  کند یم

 نوع نیا در خواهیم رسید. نظر مورد مساله حل هب

 شود یم باعث و است ادیز مسائل تنوع آموزش،

ي اوهیش پس. شود رو روبهی متنوع مسائل با دانشجو

 حل از ،میکن یم اتخاذ مسالهیک  حلي برا که

 ازي انمونهاستفاده کنیم،  قبل نمونه سائلم

   .استي کار یاضیر روش بهي ریادگی

به عنوان مثال، انتگرال ناسره بیان شده را در نظر 

بگیرید. هرگاه دانشجو روش حل مساله را به صورت 

بیان شده در حالت دوم بنویسد و مانند حالت سوم 

ی که بیان شد نتیجه بگیرد انتگرال واگرا است، یعن

حقیت، دانشجو  درکاري انجام داده است.   ریاضی

شبیه به این نوع انتگرال ناسره را قبلا دیده  مسائل

است و با ایجاد شباهت این مسئله با مسائل قبل، 

  توانست جواب این سوال را به دست آورد.

  

  یفهمی اضیر فیتعر. 2-3

  ي ریادگي یبرای اضیر میمفاه اساس بر کهی عمل هر
  

  .نامند یمی فهمی اضیر ار شود انجام

بر پایه یادگیري از نوع بینش یا  آموزش، روش نیا

گیرد. در این نوع آموزش سعی  بصیرت صورت می

و فهم ریاضی  دركرا به سمت  رندهیادگی کنیم می

مطالب  کل به نسبتسوق دهیم به طوري که 

طور که بیان  همان. کند دایپ مبحث مورد نظر تسلط

 نوع نیدارتریپا و نیثرترؤمي ریادگی نوع نیاشد، 

  . استي ریادگی

بررسی همگرایی یا واگرایی انتگرال  مثال، عناون به

ی فهمی اضیر دگاهید کی .میریگیم نظر در ناسره را

  :شودیمی ط ریز مراحل مفهوم نیا سیتدري برا

  ست؟یچانتگرال ناسره : اول گام

  ست؟یچ همگرایی و واگرایی : دوم گام

انتگرال هاي ناسره از نوع اول، ي بند دسته: سوم گام

 دوم، سوم.

بندي انتگرال ناسره هاي خاص  دسته: چهارم گام

  انتگرال، انتگرال نمایی یا هندسی و ... – pمانند 

قضایاي مر بوط به همگرایی یا واگرایی : پنجم گام

  هاي ناسره انتگرال

  نمونه مسائل حل: ششم گام

 روش اجرا

کلاس درس ریاضی عمومی براي اجراي روش، یازده 

هاي  هم  دانشجویان فنی و مهندسی دانشگاه 1

  سطح استان تهران و استان البرز را در نظر گرفتیم. 

دانشجو را با استفاده از پیش  20در هر کلاس 

آزمون که در یک سطح علمی یکسان بودند، انتخاب 

 اسپیرونوف کولموگروف استفاده از آزمون کردیم. با

(Kolmogorov–Smirnov test)، بودن نرمال 

 واریانس آنالیز کمک آزمون به. شد بررسی را ها داده

 که شد بررسی  (ANOVA)آزمون تحلیل واریانس

 سطح یک از نظر عملکرد در ها کلاس  نمرات

 آزمون پیش نمره میانگین که شد نتیجه و هستند

اساتید به گونه اي انتخاب   .ندارد معناداري اختلاف

سابقه تدریس یکسان داشته باشند، از  شدند که

مدرك  نوع مراجع تدریس یکسان استفاده کنند،
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آموزش یکسان باشد. آموزش در تحصیلی و نوع 

آموزش به هاي مختلف  با نسبتدانشگاه، هاي  کلاس

فهمی  کاري و آموزش به روش ریاضی روش ریاضی

انجام شد. مثلا در یک کلاس صفر درصد آموزش به 

آموزش به روش درصد  100کاري و  یاضیروش ر

درصد آموزش بر  10دیگر،  فهمی، در کلاس ریاضی

درصد آموزش بر مبناي  90کاري و  مبناي ریاضی

فهمی، و به همین ترتیب نهایتا، در کلاس  ریاضی

کاري و  درصد آموزش بر مبناي ریاضی 100آخر، 

فهمی انجام شد.  صفر درصد آموزش بر مبناي ریاضی

براي ارزشیابی در هر مرحله آموزش، چهار سوال از 

هایی را براي  راحی شد. جوابهر چهار رده ط

گیري مورد قبول قرار دادیم که روش حل  نتیجه

رده سوال عنوان نمونه، چهارآن رده باشد. بهبهمربوط

  مبحث انتگرال معین به صورت زیر طراحی شد.از

  

هاي زیر  حاصل هر یک از انتگرال .4-1مثال نمونه

  را بیابید.

∫ [2�]��
�

��
  

∫ ����
�
��

�

�
  

∫ √1 ����
�

��
  

∫ (2 + �)√1 ����
�

��
  

  

) دانشجویی که ناتوانایی ناآگاهانه 1در قسمت (

 نویسد:دارد، جواب را به صورت زیر می

∫ [2�]�� = ∫ 1�� + ∫ 0��
�

�

�

��

�

��
  

= �|��
� = 1  

  

نویسد که اشتباه است. در واقع این سوال براي می

مفهوم جزء  اضی فهمی است. اگر دانشجوحالت ری

صحیح را درست درك نکرده باشد انتظار چنین 

جوابی را داریم. در حقیقت دانشجو باید عبارت 

داد  داخل جزء صحیح را بین دو عدد متوالی قرار می

بایست انتگرال را  شد که می جا متوجه می و از آن

  کرد: صورت زیر بازنویسی می به

∫ 2�� + ∫ 1��
�

��/�

��/�

��
  

+∫ 0�� + ∫ 1��
�

�/�

�/�

�
  

  

) دانشجویانی که ناتونایی آگاهانه 2در قسمت (

دهند. یک دسته از  دارند، دو دسته راه حل ارائه می

دانشجویان با استفاده از روش تغییر متغیر راه حل 

شود که با این روش زیر را می نویسید و متوجه می

 . تواند مساله را حل کندنمی

� = ��, �� = 3����  
  

کنند و راه  جزء استفاده می دسته دوم از روش جزءبه

  مانند. و از ادامه حل باز می  دهند حل زیر را ارائه می

� = ��, �� = 3����,	  

	�� = ��
�
, � = ?  

  

�xدر واقع دانشجو باید ابتدا تغییر متغیر  = � 

∫صورت  را بهاستفاده کند و انتگرال  �����
�

�
 

جز  تبدیل کند سپس با استفاده از روش جزءبه

  آورد. دست می جواب را به

) دانشجویی که توانایی آگاهانه دارد، 3در قسمت (

ابتدا به زوج بودن تابع زیر علامت انتگرال توجه 

∫2صورت  کند و انتگرال را به می √1 ����
�

�
 

با توجه به روابط بین توابع کند.  بازنویسی می

�دهد  مثلثاتی، قرار می = �یا  �	��� = ���� .

در واقع  این نوع سوال هر دو نوع آموزش ریاضی 

کاري و ریاضی فهمی را شامل می شود، زیرا 

دانشجو از یک سو باید با مفاهیم توابع مثلثاتی آشنا 

مقادیر  باشد و بتواند مقادیر توابع مثلثاتی را به ازاي

حدهاي انتگرال تعیین کنید(ریاضی فهمی)، از سوي 

 دیگر باید مسائل این چنینی را قبلا حل کرده باشد

 (ریاضی کاري). 

  دارد،  ناآگاهانه توانایی که دانشجویی) 4( قسمت در
  

نویسد، زیرا به  می �به صورت ناخوآگاه جواب 

صورت ناخودآگاه مفهوم انتگرال را وقتی تابع زیر 
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گیري مثبت است  انتگرال در فاصله انتگرال علامت

دهد، از طرفی جواب انتگرال  مساحت مدنظر قرارمی

 گیرد، تابع فرد در بازه متقارن را صفر در نظر می

صورت زیر در ذهن خود  بنابراین جواب را به

  نویسد: می

∫ (2 + �)√1 ����
�

��
  

=

2∫ √1 ����
�

��
+ ∫ �√1 ����

�

��
  

=  �=0+(مساحت	نیم	دایره	شعاع	یک)2

  

ها در جدول گردآوري شدکه هر دو  نتایج آزمون

کاري و آموزش به  حالت آموزش به روش ریاضی

نشان داده شد. در  1فهمی در جدول  روش ریاضی

هاي آموزشی بیان  این جدول، ستون اول نوع کلاس

شده است. ستون دوم، نسبت آموزش ریاضی به 

ضی کاري در یازده کلاس مختلف دانشگاه روش ریا

است. ستون سوم نسبت آموزش ریاضی به روش 

به ترتیب  7و  6،5،4هاي ریاضی فهمی است. ستون

دانشجوي هرکلاس  20میانگین پاسخ صحیح از 

  هاي مطرح شده است.  براي چهار رده سوال

مضربی ماهیت خروجی،  CCRبا استفاده از مدل 

ه ها، مورد ارزیابی عملکرد در تحلیل پوششی داد

ها در  ترین مدل از معروف CRRقرار گرفت. مدل 

 باشد به صورت زیر است.  تحلیلی پوششی داده می

1

1
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هاي (داده هاي مسئله)  با توجه به ورودي و خروجی

که ورودي به دو بخش ریاضی کاري و ریاضی فهمی 

باشد از این  ت درصد میصور اند و به بندي شده طبقه

ها استفاده  مدل براي بررسی ارزیابی عملکرد داده

درصد باشد  10شد. به عنوان مثال، ریاضی فهمی 

توان  باشد. پس می درصد می 90آنگاه ریاضی کاري 

در نظر  1مجموع ریاضی فهمی و ریاضی کاري را 

گرفت. بنابراین با توجه به این موضوع، استفاده از 

اهیت ورودي مفید فایده نخواهد شد، م CCRمدل 

ماهیت خروجی  CCRبه همین منظور از مدل 

ها در این مقاله نتایج  منظور از خروجیاستفاده شد. 

باشد  میآموختگان از آزمون  و دست آوردهاي دانش

  دهد.  که نهایتأ یادگیري را مورد بررسی قرار می

براي  از نکات حائز اهمیت در انتخاب این مدل

کلاس آموزش درس ریاضی  11ارزیابی عمکرد 

) همه دانش آموختگان 1این است که، ( 1عمومی 

گیرند، فقط با یک  کنار هم مورد ارزیابی قرار می

معیار معدل، تراز و غیره مورد ارزیابی قرار نخواهند 

کنیم  که هر دانش آموخته  ) بررسی می2گرفت. (

درك  در کدام آزمون به چه میزان فعالیت و یا

مناسب نسبت به آن مبحث را نداشته است. پس می 

توان نقاط ضعف دانش آموخته را یافته و آن را 

) ایرادي در معدل و تراز وجود دارد 3تقویت کرد. (

که در  در این نوع ارزیابی وجود ندارد چون

گیري یا ترازبندي شاید سوالات به گونه  معدل

ختگان طراحی شده باشد که هیچ یک از دانش آمو

به معدل یا تراز مناسب نرسیده باشد، ولی در این 

آموختگان با هم تحت ارزیابی قرار  مدل تمامی دانش

طوري که  بهترین و بدترین نتیجه از  گیرند به می

اند یافت  بین افرادي که در آزمون شرکت کرده

هاي صحیح یک  شود نه صرفا درصد جواب می

این مدل مربوط آموخته. نتایج بدست آمده از  دانش

  باشد.  تمام دانش آموختگان در شرایط یکسان می

 1نتایج به دست آمده از مدل فوق مقادیري بیشتر 

 CCRخواهد داد که با معکوس کردن آنها از مدل 

 0مضربی، ماهیت خروجی جدول نتایج در بازه بین 

قرار خواهد گرفت و چون نتایج در یک بازه  1تا 

دود میشود، نتایج خیلی مح 1تا  0کراندار بین 

   1تر خواهد بود. لازم به ذکر است که کارایی شفاف
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  باشد.بهترین و کارایی صفر بدترین می

تعداد دانشجویانی که به سوالات پاسخ  1در جدول 

اند به هر دو روش آموزش ریاضی کاري  درست داده

هار رده سوال نشان داده و ریاضی فهمی براي چ

ت دانشجویان براي هاي درسپاسخ شده است.

 آموزش با درصدهاي متفاوت آموزش ریاضی کاري و

آموزش ریاضی فهمی را به همراه ارزیابی عملکرد با 

  نشان دادیم. ) DEA( هااستفاده تحلیل پوششی داده

با توجه به نتایج به دست آمده از ارزیابی عملکرد 

دانشجویان این مهم دست یافته شد که آموزش در 

% ریاضی فهمی 30ریاضی کاري و % 70حالتی که 

دارد، یعنی بهترین عملکرد را  0.98است، کارایی 

  اند.  بین یازده کلاس داشته

خواهیم با استفاده از درونیابی توابع  اکنون می

دومتغیره، تقریبی براي تابع آموزش به دو روش 

که  طوري فهمی ارائه دهیم به کاري و ریاضی ریاضی

روش بیان شده و  ورودي نسبت آموزش به دو

خروجی کارایی باشد. این تقریب به ما کمک کند تا 

کاري و  % ریاضی65اگر آموزش را مثلا به نسبت 

  % ریاضی فهمی در نظر بگیریم، چه انتظاري در 35

  

یادگیري خواهیم داشت. از روش درونیابی شپارد 

براي تقریب تابع استفاده کردیم. درونیابی شپارد 

ونیابی توابع چند متغیره یک روش کلی براي در

  اي متمایز  است. فرض کنید نقاط گره

�� = (��, ��), 																1 ≤ � ≤ �  
  

را تولید کرده باشند، در واقع تابع  (��)�مقادیر 

�:	 � را  ��را باید تعیین کنیم که نقاط  →

   کند.  (��)�تبدیل به 

:φتابع حقیقی  � → تحت شرط زیر در نظر  �

  :بگیرید

φ(�, �) = 0				 ⇔ 			� = �  
  

 �براي نمایش عناصر در  qو  pکه در آن 

اي استفاده کردیم. در این صورت چند جمله

  درونیاب شپارد به صورت زیر است. 

�(�) = ∑ �(��)��
�
���   

  که 

��(�) = ∏
�(�,��)

�(��,��)
,�

���
���

							1 ≤ � ≤ �  

  

  

ها به هر دو روش آموزش ریاضی کاري و  جدول فراوانی پاسخ صحیح تعداد دانشجویان در هر کلاس به آزمون. 1جدول 

  .DEAریاضی فهمی براي چهار رده سوال به همرا ارزیابی عملکرد با استفاده از 

DEA 4سطح 3سطح  2سطح  1سطح  فهمی ضی ریا  کاري ریاضی    DMU 

0.6601 15 7 9 16 100%  0%  1 

0.7015 16 8 9 15 90%  10%  2 

0.7317 15 11 12 16 80%  20%  3 

0.7676 16 12 12 15 70%  30%  4 

0.7721 16 13 14 15 60%  40%  5 

0.7901 14 13 13 14 50%  50%  6 

0.7645 15 14 15 16 40%  60%  7 

0.9828 19 17 17 18 30%  70%  8 

0.9741 18 18 15 15 20%  80%  9 

0.9650 18 17 16 14 10%  90%  10 

0.9516 17 18 15 14 0%  100%  11 
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,φ(pحال اگر  q) = ‖� در نظر بگیریم،  �‖�

�با در نظر گرفتن  = (�, ��و  (� = (��, ��)  

  خواهیم داشت:

φ(�, ��) = ‖� ��‖
� = (� ��)

� +
(� ��)

�  
  

  اي درونیاب عبارتست از:بنابراین چندجمله

�(�, �) =

∑ �(��, ��)∏
(����)

��(����)
�

(�����)
��(�����)

�
		�

���
���

�
���   

  

نویسی در  چند جمله درونیاب را با استفاده از برنامه

ایم که به دلیل طولانی  ار میپل به دست آوردهافز نرم

اي از آوردن آن در این مقاله  بودن چندجمله

نشان  1خودداري کردیم اما نمودار آن را در شکل 

دادیم. با توجه به شکل و یا چند جمله درونیاب در 

% 35% ریاضی کاري و 65یابیم براي آموزش  می

  خواهیم داشت. 0.8376ریاضی فهمی، کارایی 

  

 گیري نتیجه

انتخاب نوع آموزش دروس ریاضی در دانشگاه، 

خصوصا براي دانشجویان فنی و مهندسی، همواره 

  چالش برانگیز بوده است. اینکه مدرس چه روشی را 

  

مهم است. براي آموزش انتخاب کند بسیار 

 ریاضی، در آموزش در تدریس معمول هاي روش

فراگیران  یادگیري عدم مشکل با موارد از بسیاري

تا یک  شده پژوهش، سعی این شود. در مواجعه می

از تدریس به روش ریاضی کاري و نسبت مشخصی 

 عین در تدریس به روش ریاضی فهمی برسیم که

 باطارت ي نحوه ذهن یادگیرندگان، به بخشی نظم

 ریاضی و کاربرد آنها در حل مسائل، را مفاهیم بین

هر دو روش  از استفاده. کنیم آنها مشخص براي

 تواند ریاضی کاري و ریاضی فهمی در تدریس، می

 مفهومی یادگیرندگان درك در ارتقاء مثبتی تأثیر

آموزش به نسبت درست و  واقع در. باشد داشته

یاضی فهمی، دو روش ریاضی کاري و ردقیق از هر 

بسیار مهمی در یادگیري فراگیران دارد. با  تأثیر

توجه به نتایج به دست آمده از ارزیابی عملکرد 

دانشجویان، نسبت بهینه استفاده از هر دو روش 

ریاضی کاري و ریاضی فهمی براي دانشجویان فنی و 

 70، به صورت 1مهندسی در درس ریاضی عمومی 

یاضی فهمی است. درصد ر 30درصد ریاضی کاري و 

اي درونیاب دریافتیم که  جمله همچنین از روي چند

% 30% ریاضی کاري و 70هرچه نسبت آموزش به 

ریاضی فهمی نزدیکتر باشد، روش آموزش کارا 

  خواهد بود.

 
  نمودار چندجمله درونیاب دو متغیره شپارد براي ورودي دو حالت آموزش و خروجی کارایی.. 1شکل 
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