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 06/۱۴0۲/ ۲0تاریخ پذیرش مقاله:    ۲8/03/۱۴0۲تاریخ ارسال مقاله: 

 چکیده 

نداشته باشد   باشد به طوری که هيچ نقطه ثابتی در   یک گروه جایگشتی روی یک مجموعه   Gفرض کنيد

کنيد   فرض  زیرمجموعه  mو  هر  برای  اگر  باشد.  مثبت  هر    از    یک عدد صحيح  های اندازه Gاز    gو 
g −  گاه حرکتکراندار باشند، آن  و حرکتg    به ترتيب با نمادهایmove( )    وmove( )g   نشان

می تعریف  زیر  صورت  به  و  شده  شوند:  داده  move( ) : max g g G =  −     و

 move( ) : max gg =  −   زیرمجموعه هر  برای  اگر   .    از    باشيم )moveداشته  ) m  ،

کراندار    Gگاه  آن حرکت  حرکت    mبا  و  شده  می  Gناميده  تعریف  زیر  صورت  شود: به 

 .move( ) : max ,gG g G=  −        در این مقاله به بررسی حرکت اعضای گروه دووجهی از مرتبه

2n    که با نمادnD دهيم که این گروه روی مجموعه  کار ابتدا نشان می  پردازیم. برای اینشود، مینشان داده می

 1,...,n  می عمل  انتقالی  صورت  گروه به  این  اعضای  دوری  ساختار  سپس  تعيين کند.  اعضا  این  حرکت  و  ها 

دهيم که حرکت تمامی عناصر  شود و نشان میدد اول فرد باشد بررسی مییک ع nشوند. در انتها، حالتی که  می

 باشد.  گروه دووجهی در این حالت یکسان می
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 مقدمه -1

پرگر بار  اولين  †برای 

مورد    ۱ در  را  جدیدی  تعریف 

عنوان    [4]های جایگشتی در  ای خاص از گروهدسته

نمود و آن را حرکت یک گروه جایگشتی ناميد. برای  

، اگر  روی یک مجموعه    Gیک گروه جایگشتی  

زیرمجموعه  هر    از    برای  Gاز    gو 

gهای  اندازه −  آن باشند،  حرکت کراندار  گاه 

   و حرکتg مادهای  به ترتيب با نmove( ) 

)moveو   )g    زیر صورت  به  و  شده  داده  نشان 

 شوند: تعریف می

 move( ) : max g g G =  − 
 
 

 و

 move( ) : max gg =  −    . 

 

زیرمجموعه   هر  برای  صحيح    از    اگر  عدد 

که    mمثبت   باشد  )moveموجود  ) m   ،

گویند و حرکت    mرا با حرکت کراندار    Gگاه  آن

G شود: به صورت زیر تعریف می 

 .move( ) : max ,gG g G=  −    

 

در   و    [4]پرگر  طول  درجه،  که  است  کرده  ثابت 

گروه  مدارهای  کراندار تعداد  حرکت  با  ،  mهای 

از   تابعی  به  جایگشتی  می  mمحدود  گروه  باشند. 

G    مجموعه یک  می  روی  عمل  کند،  انتقالی 

نقطه   دو  هر  برای  عضو  از    و    هرگاه   ،

g G    باشد به طوری که gموجود  =  اگر .

همانی   غير  یکسان    Gهر عضو    mدارای حرکت 

آن یکسان   Gگاه  باشد،  با حرکت  به   mرا  گویند. 

با   یکسان،  حرکت  با  جایگشتی  گروه  هر  وضوح 

می نيز  کراندار  این  حرکت  عکس  لزوماً  ولی  باشد، 

متقارن  گروه  مثال  عنوان  به  نيست.  صحيح  مطلب 

4S   مجموعه روی  خود  انتقالی  عمل  در 

 
†1. C.E. Praeger 

 1,2,3,4  کراندار حرکت  ولی    ۲دارای  است 

نيست و لذا یک گروه با    ۲می اعضای آن  حرکت تما

باشد. مفهوم حرکت یکسان برای  حرکت یکسان نمی

 بيان شد.  [1]اولين بار در 

)1یک جایگشت   ... )na a    آن در  اعداد iaکه  ها 

طول   به  دور  یک  را  هستند  ناميم.  می  nطبيعی 

gگویيم عضو  می G    یک نقطه مانند    از 

gدارد، هرگاه  را ثابت نگه می  = به طور کلی .

)fixرا با    در    gمجموعه تمام نقاط ثابت   )g 

می تجزیه  نشان  در  اگر  حاصلضرب   gدهيم.  به 

طول    2t،  ۱دور به طول    1tدورهای مجزا،   دور به 

نهایت  ۲ در  و   ...  ،nt    طول به  شود،   nدور  ظاهر 

دوری   gگویيم   ساختار  )دارای  )1,..., nt t  

عضو  می دوری  ساختار  با     gباشد.  )را  )cs g 

از مرتبه    دهيم. گروهنشان می با نماد   2nدووجهی 

nD  صورت به  و  شده  داده  نشان 
2 1 1, 1,n

nD a b a b b ab a− −= = = =
  

تعریف 

میمی اعضای  شود.  که  دانيم 
nD    زیر صورت  به 

باشند:  می 1 11, ,..., , , ,...,n na a b ab a b− −
. 

Gگروه   HK=  نيم ضرب  صورت  به  که 

از گروه     Hو زیرگروه   Kمستقيم زیرگروه نرمال  

G  شود را یک گروه فروبنيوس روی یک  نوشته می

هرگاه    مجموعه   انتقالی    روی   Gگویند، 

عمل کند و در این عمل، تنها عضو همانی، بيش از  

هر   برای  یعنی،  دارد.  نگه  ثابت  را  نقطه  یک 

1 g G    باشيم |داشته  fix( ) | 1g  .

گروهمی که  مرتبه    دانيم  از  برای  2nدووجهی   ،n 

( است.  فروبنيوس  گروه  یک  فرد،  را   [2]های 

اعضای   حرکت  محاسبه  مقاله  این  هدف  ببينيد(. 

در نمایش جایگشتی انتقالی آن    nDگروه دووجهی  

روی مجموعه   1,...,n  از  می xباشد. منظور    

 است. xبزرگترین عدد صحيح کوچکتر یا مساوی  
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 نتايج مقدماتي -2

کنيم   یک    Gفرض  روی  جایگشتی  گروه  یک 

همانی  gو    مجموعه   غير  عضو  باشد.   Gیک 

نمایش   در  کنيم  فرض  صورت   gهمچنين  به 

مجزا،   دورهای  از  از   tحاصلضربی  نابدیهی  دور 

tl,...,های   طول l1    این در  باشند.  داشته  وجود 

می صورت    gتوانيم  صورت  به  را 
1... tg c c= 

هر   برای  آن  در  که  دهيم  1نشان  i t   داریم  ،

| |i ic l= و( ... )
lt

i i ic c c=
1

  . 

)فرض کنيم   )g    یک زیرمجموعه از   باشد به

هر   برای  که  شامل  iطوری   ،
2

il 
 
 

از      –iنقاط 

انتخاب    gامين دور   نقاط طوری  است و همچنين 

)شوند که  ) ( )gg g   =. 

)توانيم  لذا می )g  :را به صورت زیر انتخاب کنيم 

 
1 22 4 2 4 2 41 1 1 2 2 2( ) , ,..., , , ,..., ,..., , ,...,

tk k kt t tg c c c c c c c c c =

 

1iفرد باشد،     ilکه در آن اگر  ik l= را در نظر  −

اگر  می و  باشد،    ilگيریم  iزوج  ik l=   نظر در 

 شود. گرفته می

که  شود  )توجه  )g   فرد به  منحصر  شکل  به 

نمی دورهای  مشخص  نوشتن  به  بستگی  و    gشود 

زیرمجموعه   هر  برای  )دارد.  )g    ،نوع این  از 

)گویيم که  می )g   متشکل از هر نقطه دوم از هر

 توان نتيجه گرفت که  است. حال می gدور نابدیهی 

1

( ) ( ) ( )
2

t
g i

i

l
g g g

=

 
 − =  =  

 
 . 

 

می نشان  بعدی  هر  لم  ازای  به  فوق،  مقدار  که  دهد 

دلخواه   برای  از    زیرمجموعه  بالا  کران  یک   ،

-g  باشد. می 

 

یک گروه  G( فرض کنيد  [3]از    ۱.۲)لم    :1.2لم  

باشد و    جایگشتی روی یک مجموعه     .

هر   برای  صورت  این  gدر  G ،

1

-
2

t
g i

i

l

=

 
    

 
    کهil    طولi–  امين دور  g  

نابدیهی   tو   دورهای  دور   gتعداد  نمایش  در 

 باشد.  مجزای آن می

می فوق  لم  از  مستقيم  نتيجه  یک  عنوان  توان  به 

با در نظر گرفتن نمایش ذکر شده   به   gگفت که 

طول از  مجزای  دورهای  ،  ilهای  صورت حاصلضرب 

داریم:  
1

.move( )
2

t
i

i

l
g

=

 
=  

 
  

نگاه هندسی در نظر    nDحال گروه دووجهی   از  را 

گروه  گيریم.  می تقارن این  گروه  عنوان  یک به  های 

n-شود و شامل  ضلعی منظم در نظر گرفته میn 

ضلعی به اندازه  -nدوران حول مرکز  
2k

n


رادیان    

برای  1,...,k n   در جهت مثلثاتی وn   انعکاس

به   تقارن    nنسبت  می -nمحور  گروه باشد.  ضلعی 

nD    رئوس مجموعه  مجموعه -nروی  که  ضلعی، 

 1,...,n  می نظر  میدر  عمل  با  گيریم،  و  کند 

بودن   زوج  یا  فرد  به  تعيين nتوجه  مولدهایش   ،

گرفتن  می نظر  در  با  واقع،  در  شوند. 

( )( ) ( )1 2 1 ... 1b n n k k= − آن    + در   kکه 

2nیک عدد طبيعی بوده و   k=   2یا 1n k= و   +

( )1...a n=توان  ، میnD    را به صورت زیر در نظر

 : گرفت
2 1 1, 1,n

nD a b a b b ab a− −= = = =  . 

 

 هانتايج اصلي و مثال  -3

گردند.  در این بخش، نتایج اصلی این مقاله ارائه می

می نشان  زیر  لم  در  دووجهی  ابتدا  گروه  که  دهيم 

nD    مجموعه روی  جایگشتی  گروه  یک  عنوان  به 

 1,...,n کند. به صورت انتقالی عمل می 
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دووجهی    :1.3لم   مجموعه    nDگروه  روی 

 1,...,n کند. به صورت انتقالی عمل می 

کنيم  برهان:   در    jو    iفرض  نقطه  دو 

 1,...,n که    = بطوری  iباشند  j واقع در   .

 باشند.می  ضلعی منظم-nاین دو نقطه، رئوس یک  

)در این صورت   )1... ... ...
j i

i j n
یک دوران حول   −

این   منظم-nمرکز  که  می  ضلعی  به    iباشد    jرا 

 کند.  منتقل می

مثال گروهاکنون  از  دووجهی  هایی  جایگشتی  های 

nD    برایn  می ارائه  فرد  و  زوج  و  های  دهيم 

 کنيم. ها را محاسبه میحرکت اعضای آن

 

کنيد    :2.3مثال   )فرض  ) ( ) ( )4 1234 , 14 23G D = 

مجموعه   روی  که  1,2,3,4   انتقالی صورت  به 

بجز عنصر همانی،    G. در این صورت  کندعمل می

عضو   دو  به    2gو    1gدارای  دور  یک  صورت  به 

به    4gو    3g، دو عضو  ۴طول   به صورت یک دور 

عضو    ۲طول   سه  صورت   7gو    5g  ،6gو  به 

 باشد که  می ۲حاصلضرب دو دور به طول 

1 2 5| fix( ) | | fix( ) | | fix( ) |g g g= = =  

6 7| fix( ) | | fix( ) |g g= =  

 

3و   4| fix( ) | | fix( ) | 2g g= نظر  .  = در  با  لذا 

از هر    گرفتن مجموعه   نقطه دوم  از هر  متشکل 

 شود کهاین اعضا، مشاهده می دور از

1 2 5move( ) move( ) move( )g g g= = =  

6 7move( ) move( ) 2g g= =  

 

3و   4move( ) move( ) 1g g= . در نتيجه این  =

 باشد.می ۲گروه با حرکت کراندار 

 

فروبنيوس   :3.3مثال   گروه  انتقالی  عمل 

( ) ( ) ( )5 12345 , 15 2 4G D مجموعه    = روی 

 1,2,3,4,5  در این صورت گيریمرا در نظر می .

G    1بجز عنصر همانی، دارای چهار عضوg  ،2g ،

3g   4وg   و پنج عضو   5به صورت یک دور به طول

5g  ،6g  ،7g  ،8g    9وg    حاصلضرب صورت  به 

 باشد که  می ۲دو دور به طول 

1 2 3| fix( ) | | fix( ) | | fix( ) |g g g= = =  

4| fix( ) |g =  

 و 

5 6 7| fix( ) | | fix( ) | | fix( ) |g g g= = =  

8 9| fix( ) | | fix( ) | 1g g= =  

 

مجموعه   گرفتن  نظر  در  نقطه    با  هر  از  متشکل 

از  دور  هر  از  می   دوم  مشاهده  اعضا،  که این  شود 

1 9move( ) ... move( ) 2g g= = این  = لذا  و 

 باشد. می ۲با حرکت یکسان گروه 

اعضای   دوری  ساختار  زیر،  گزاره  در  های گروهحال 

دووجهی   فرد nبرای    nDجایگشتی  و  زوج   های 

 گردد. مشخص می

 

اعضای  :  4.3گزاره   دوری  جایگشتی    گروهساختار 

2  دووجهی 1 1, 1,n

nD a b a b b ab a− −= = = به    =

 باشند:صورت زیر می

2nالف( اگر   k=گاه، آن 
1 2

( ) (0,...,0 ,1) , ( ) (0, , 0,...,0)

n n

cs a cs b k

− −

= =  
 و

1
( , ) ( , )

( ) ( 0,...,0 , ( , ), 0,...,0 )

n n
n

n i n i

ics a n i

− −

=  
 و

2

2

(0, ,0,...,0) ج زو
( )

(0, 1,0,...,0) رد  ف

k

i

k

k i
cs a b

k i

−

−




= 


−

 

 

2اگر ب(  1n k=  گاه، آن+
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1

( ) (0,...,0 ,1)

n

cs a

−

=  
 و 

2

( ) ( ) (0, , 0,...,0)

n

ics a b cs b k

−

= =  
 و

1
( , ) ( , )

( ) ( 0,...,0 , ( , ), 0,...,0 )

n n
n

n i n i

ics a n i

− −

= . 

 

-nیک دوران حول مرکز   aاز آنجایی که  برهان:  

اندازه   به  2ضلعی 

n

   مثلثاتی جهت  در  رادیان 

)توان نوشت:  باشد، میمی )1...a n=.   پس ساختار

iaدانيم که  شود. از طرفی میمعلوم می   aدوری  

2ضلعی به اندازه  -nهایی حول مرکز  ها دوران i

n

 

می مثلثاتی  جهت  در  مرتبه رادیان  از  که  باشند 

( , )

n

n i
)هستند. پس به صورت     , )n i   دور به طول

( , )

n

n i
 باشند و لذا  می 

1
( , ) ( , )

. ( ) ( 0,...,0 , ( , ), 0,...,0 )

n n
n

n i n i

ics a n i

− −

=  
 

2nفرض کنيم   k=  از آنجایی که .b   یک انعکاس

باشد، پس  ضلعی می -nنسبت به محور تقارن افقی  

b    به صورت حاصلضربk    باشد می  ۲دور به طول

لذا   و 
2

( ) (0, , 0,...,0)

n

cs b k

−

دوری  = ساختار   .

iaاعضای   b   را در دو حالتی کهk   فرد یا زوج است

می بررسی  کنيم  جداگانه  فرض  ابتدا  فرد   kکنيم. 

این صورت   در  فرد    bو  aباشد.  دو جایگشتی  هر 

های زوج، جایگشتی  iبرای    هاiaهستند. همچنين  

برای   و  در iزوج  هستند.  فرد  جایگشتی  فرد،  های 

iaتيجه  ن b  برای و  iها  فرد  جایگشتی  زوج،  های 

آنجایی  iبرای   از  هستند.  زوج  فرد، جایگشتی  های 

هندسی،   نظر  از  iaکه  b    را نقطه  دو  حداکثر  ها 

های زوج به    iتوانند ثابت نگه دارند، پس برای  می

طول    kصورت   به  برای    ۲دور  به   iو  فرد  های 

1kصورت   طول    − به  نتيجه  می  ۲دور  در  باشند. 

 داریم  
2

2

(0, ,0,...,0) ج زو
. ( )

(0, 1,0,...,0) رد  ف

k

i

k

k i
cs a b

k i

−

−




= 


−  
 

عددی زوج باشد. در این صورت  kحال فرض کنيم  

a    و فرد  می  bجایگشتی  زوج  از  جایگشتی  باشد. 

برای    iaطرفی   های زوج، جایگشتی زوج و   iها  

نتيجه    iبرای   فرد هستند. در  فرد، جایگشتی  های 
ia b   ها برایi   های زوج، جایگشتی زوج و برایi  

نظر   از  چون  هستند.  فرد  جایگشتی  فرد،  های 

iaهندسی،   b  توانند ثابت  ها حداکثر دو نقطه را می

دور   kهای زوج به صورت    iنگه دارند، پس برای  

1kصورت    های فرد به  iو برای    ۲به طول   دور   −

 باشند. در نتيجه داریم  می ۲به طول 
2

2

(0, ,0,...,0) ج زو
. ( )

(0, 1,0,...,0) رد  ف

k

i

k

k i
cs a b

k i

−

−




= 


−

 

 

کنيم   فرض  2حال  1n k= چون+  .  b   صورت به 

طول    kحاصلضرب   به  داریم  می  ۲دور  باشد 
2

( ) (0, , 0,...,0)

n

cs b k

−

نظر  = از  اینکه  به  توجه  با   .

iaهندسی،   bتوانند ثابت  ها حداکثر دو نقطه را می

دور به   kنگه دارند، پس باید به صورت حاصلضرب  

 bن با  باشند. در نتيجه ساختار دوری یکسا  ۲طول  

 خواهند داشت.  

 کنيم. اکنون قضيه اصلی این مقاله را بيان می

 

کنيد:  5.3قضیه   جایگشتی    گروه  G  فرض 

باشد که روی مجموعه   nDدووجهی   1,...,n = 
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با   G. در این صورت کندمیبه صورت انتقالی عمل  

کراندار   حرکت 
2

n 
 
 

گزاره می   نمادهای  با  و  باشد 

 فوق داریم: 

move( ) , move( )
2

n
a b k

 
= = 
 

و   

move( ) ( , )
2( , )

i n
a n i

n i

 
=  

 
آن  در  که   ،

2 1i n   . همچنين−

2nالف( اگر   k=گاه، آن 

ج زو
move( )

1 k

i
k k

a b
k د ر ف


= 

−
  

 

2ب( اگر  1n k= )move گاه، آن+ )ia b k=. 

 

به  برهان:   توجه  گروه با  اعضای  دوری  ساختار 

گزاره    nDدووجهی   در  شده  انتخاب   ۴.3ذکر  و 

از   مجموعه   دور  هر  از  دوم  نقطه  هر  از    متشکل 

تعيين   گروه  این  اعضای  حرکت  مقادیر  اعضا،  این 

از   گردند. همچنين چون برای هر زیرمجموعه  می

    داریمmove( )
2

n 
   

 
پس    ،G   حرکت با 

کراندار 
2

n 
 
 

 گردد. و قضيه ثابت می باشدمی 

گروه از  انتها حرکت حالت خاصی  دووجهی  در  های 

 کنيم. را بررسی می

 

کنيد  :  ۶.3مثال   و  pفرض  فرد  اول،   G  عددی 

2جایگشتی دووجهی    گروه  1 1, 1,p

pD a b a b b ab a− −= = = = 

مجموعه   روی  که  باشد  1,..., p صورت   = به 

. در این صورت با توجه به اینکه کندانتقالی عمل می
ia  از مرتبه    هاp  ها به  هستند، پس هر یک از آن

باشند. یعنی حرکت  می  pصورت یک دور به طول  

این اعضا برابر با  
1

2

p −
iaباشد. از طرفی  می   b ها  

مرتبه   این    ۲از  از  یک  هر  و  به    pهستند  عضو، 

1صورت  

2

p باشند. پس حرکت  می  ۲دور به طول    −

1این اعضا نيز برابر با  

2

p باشد. در نتيجه چون  می  −

هم   با  گروه  این  همانی  غير  عناصر  تمامی  حرکت 

یکسان   حرکت  با  گروه  این  لذا  است،  1برابر 

2

p − 

 باشد.می

 

 گیری نتیجه

شد داده  نشان  مقاله  این  گروه  در  جایگشتی    که 

مجموعه   nDدووجهی   روی  1,...,n به   =

. در ادامه ساختار دوری  کندصورت انتقالی عمل می

گ این  آن، اعضای  به  توجه  با  و  گردید  تعيين  روه 

حرکت اعضای این گروه مشخص شد. در انتها نشان 

دووجهی   جایگشتی  گروه  که  شد  داده 
pD  روی

مجموعه   1,..., p یکسان    = حرکت  دارای 

 باشد.می
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