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  چکیده

فرض کنید G V,E گرافی ساده با مجموعه رئوسV هاي و مجموعه یالE گر دو به  باشد. مجموعه احاطه

Vطوري که زیرگراف القایی روي است به Gگري از یک مجموعه احاطه Gاز Dبیرونی - دو \ D  داراي تطابق

گویند  Gبیرونی-اي دو به دو  بیرونی را عدد احاطه-گر دو به دو حاطههاي ا کامل باشد. مینیمم کاردینال مجموعه

و با نماد prγ G
�

طوري که  باشد به Gگر تام از یک مجموعه احاطه Dچنین، فرض کنید دهند. هم نمایش می 

Vراف القایی رويزیرگ \ D ،داراي تطابق کامل باشد، در این صورتD بیرونی تام-گر دو به دو را مجموعه احاطه

G بیرونی تام-اي دو به دو  بیرونی تام را عدد احاطه- گر دو به دو هاي احاطه گویند. مینیمم کاردینال مجموعهG 

گویند و با نماد tp rγ G
�

دهند. در این مقاله ضمن معرفی این مفهوم، به مطالعه روي برخی خواص  نمایش می 

ائه هایی بر حسب مرتبه، اندازه، کمرگراف و ... براي آن ار ن چنین کراپردازیم. هماساسی این پارامتر از گراف می

 گردد.هاي منظم ارائه میگادم براي گراف -شود. در نهایت، نامساوي معروف نورس می
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  مقدمه - 1

از مفاهیم قابل توجه در نظریه گراف که کاربردهاي 

باشد. در  اي می  فراوان دارند مجموعه و عدد احاطه

اي و تغییرات روي این   د احاطههاي گذشته عد سال

طور گسترده توسط محققان متعددي در  عدد به

ریاضی و کامپیوتر مورد مطالعه قرار  هاي رشته

هاي مختلفی از چنین، صورتگرفته است. هم

گر گر من جمله مجموعه احاطههاي احاطهمجموعه

-گر دو، مجموعه احاطهگر ضعیف فرد احاطههمبند، 

-گر دوگر تام و مجموعه احاطهحاطهدو، مجموعه ابه

براي مطالعه بیشتر  بیرونی مطرح گردیده است. دوبه

به منابع  توان گر می در زمینه مجموعه احاطه

 مراجعه کرد.  ]1و2و3و5و6و7و 8و10و13[

فرض کنید G= V,E  گرافی ساده با مجموعه

 G باشد. مرتبه Eهاي الو مجموعه ی Vرئوس

را با نماد Vبرابر n n G و اندازهG،E 

را با نماد m m G ازاي  هدهیم. ب نمایش می

vرأس دلخواه Vهمسایگی باز و بسته ،v  به

  شوند: ترتیب به شکل زیر تعریف می

   N v u V |uv E    

N[v] = N(v) ∪ {v}. 
 

با نماد vرأس  درجه deg v  نمایش داده

 vي هاي همسایه که برابر با تعداد رأسشود  می

به ترتیب براي  و  چنین، نمادهاي است. هم

نمایش کمترین درجه و بیشترین درجه رئوس گراف 

براي  nCو nK،nPروند. نمادهاي به کار می

رأسی و  nرأسی، مسیر nهاي کامل نمایش گراف

ترین دور  روند. طول کوتاه به کار می nدور به طول

در گراف را با نماد g G دهند. رأس  نمایش می

درجه یک را برگ گویند. در صورتی که درجه رأس 

باشد، آن را رأس  2برگ بزرگتر مساوي   همسایه

اتکا گویند. گراف دو بخشی، گرافی است که 

 Bو Aمجموعه رئوس آن به دو زیرمجموعه ناتهی

 Bو Aهاي ها بین بخش الشود و تمام ی افراز می

Aواقع است. گراف کامل دو بخشی که r و

B s را با نمادr,sk دهند که در آن  نمایش می

و  Bتمام رئوس بخش به Aهر رأس بخش

که رأس  Gبرعکس وصل هستند. دو یال از گراف

هاي مستقل گویند.  مشترك نداشته باشند را یال

X,فرض کنید  Y V  باشد، در این صورت

( ), ( , )m X m X Y اد تعد  به ترتیب نشان دهنده

X,ي بین  ها یال Y ي روي زیر  ها و تعداد یال

)dimچنین، است. هم Xگراف القایی روي  )G 

  قطر گراف است.   دهنده نشان

هاي مستقل  اي از یال یک تطابق در گراف مجموعه

شود  آغشته می Mتوسط تطابق vباشد. رأس می

 Mیک رأس از یک یال تطابق vدر صورتی که

را کامل گویند در صورتی که هر  Mباشد. تطابق

از  Dزیرمجموعه، آغشته شود. Mتوسط Gرأس

گر گویند هرگاه هر  را مجموعه احاطه Vرئوس

V رأس در \ D اي در همسایهD  داشته باشد. به

 عبارت دیگر N D V مینیمم کاردینال .

را با نماد Gگر در احاطه هاي مجموعه γ G 

اي گویند.   دهند و آن را عدد احاطه نمایش می

گر مینیمم را  مجموعه احاطه γ G -   مجموعه

را مجموعه  Vرئوساز  D گویند. زیرمجموعه

vگر تام گویند هرگاه هر رأس احاطه V 

داشته باشد. به عبارت دیگر Dاي در همسایه

 N D V. هاي  مجموعه کاردینال مینیمم

د و با نماداي تام گوین  گر تام را عدد احاطه احاطه

 tγ G گر مینیمم  دهند. مجموعه احاطه نمایش می

را  tγ G- گر مجموعه گویند. مجموعه احاطهD 

داراي  Dبه طوري که زیرگراف القایی روي Gاز

گر دو به دو  ابق کامل باشد را مجموعه احاطهتط

گر دو  هاي احاطه گویند. مینیمم کاردینال مجموعه

  اي دو به دو گویند و با نماد  به دو را عدد احاطه
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 p G دهند. نمایش می  

گر دو  ، هاینس و اسلاتر مفهوم احاطه1998در سال 

به عنوان الگویی  به دو را در گراف براي اولین بار

براي گرفتن پشتیبان و حفاظت از اهداف محرمانه 

اي  ارائه کردند. براي مطالعه بیشتر مفهوم عدد احاطه

مراجعه شود. در ادامه، با الهام از  ]9[دو به دو به 

گر دو به دو، لین و همکارانش در  مفهوم احاطه

بیرونی را - گر دو به دو احاطه  مفهوم مجموعه ]11[

ها کاربردي از این  ل زیر مطرح کردند. آنبه شک

هاي هادوپ مطرح کردند و  مفهوم را روي سیستم

گر دو به  مطالعاتی روي مفهوم احاطه 2018در سال 

  انجام شد.  ]12[بیرونی در - دو

به طوري که زیرگراف  Gاز Dگر مجموعه احاطه

Vالقایی روي \ D  شامل تطابق کامل باشد را

بیرونی گویند. مینیمم -گر دو به دو مجموعه احاطه

بیرونی را -گر دو به دو هاي احاطه کاردینال مجموعه

بیرونی گویند و با نماد- اي دو به دو  عدد احاطه

 prγ G
�

  دهند. نمایش می 

ها  ر در بسیاري از حوزهگ هاي حس استفاده از شبکه

از جمله مانیتورینگر بیمار در حوزه پزشکی، نظامی 

هاي موجود در  و کشاورزي کاربرد دارد. مدیریت گره

ها و نیز ساماندهی سرخوشه موجود،  این شبکه

ها از  جهت استفاده حداکثري از توان پردازش گره

باشد. در واقع با  هاي پژوهشی می ترین زمینه مهم

حداقل تعداد سرخوشه و مدیریت نوع انتخاب 

ها را  توان کارایی شبکه ها می ارتباط آن با سایر گره

اي با ایجاد  افزایش داد. بنابراین کار روي عدد احاطه

هایی روي تعریف حائز اهمیت است. لذا،  محدودیت

با توجه به این نگرش، در این مقاله مفهوم 

مطرح و را بیرونی تام -گر دو به دو ي احاطه مجموعه

  کنیم. مطالعه می

  

گر  یک مجموعه احاطه Dفرض کنید. 1- 1تعریف 

Vتام باشد به طوري که زیرگراف القایی روي \ D 

را  D داراي تطابق کامل باشد، در این صورت

م گویند. بیرونی تا-گر دو به دو مجموعه احاطه

 -گر دو به دو هاي احاطه مینیمم کاردینال مجموعه

 Gبیرونی تام-اي دو به دو  بیرونی تام را عدد احاطه

گویند و با نماد tprγ G
�

دهند. مجموعه  نمایش می 

بیرونی تام مینیمم را - گر دو به دو احاطه tprγ G
�

- 

  مجموعه گویند.

tGواضح است که اگر  ،G، هاي گراف مؤلفه 1

G گاه باشند، آن  

   
t

itpr tpr
i=1

γ G = γ G
� �

 

  

  شود.  همبند فرض می Gبنابراین در ادامه گراف

  مجموعه اله، ابتدا برخی خواص اساسیدر این مق

ها را بررسی  از گراف بیرونی تام-گر دو به دو  احاطه

بیرونی تام برخی از -اي دو به دو   و عدد احاطه

هاي  شوند. سپس کران هاي خاص محاسبه می گراف

مختلفی براي این عدد برحسب کمر، مینیمم و 

گراف ارائه خواهد   ماکزیمم درجه، مرتبه و اندازه

  شد.

  

–دو به دو  اي  خواص اساسی عدد احاطه -2

  بیرونی تام

گر دو  در این بخش برخی از خواص مجموعه احاطه

گیرند.  بیرونی تام مورد بررسی قرار می- به دو

بیرونی تام برخی -اي دو به دو  چنین، عدد احاطه هم

  گردند. هاي خاص محاسبه می از گراف

n2واضح است که اگر گاه کل رئوس ، آنG  یک

بیرونی تام است. لذا -گر دو به دو مجموعه احاطه

  زیر را عنوان کرد. توان نتیجه می

  

گرافی از مرتبه Gفرض کنید  .1-2مشاهده 

n2  صورت باشد. در اینG گر  داراي یک احاطه

بیرونی تام است و- ه دودو ب tprγ G n2  
�

.  
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 1- 2 بالاي مشاهده  کند که کران لم زیر کمک می

  در حالات زیادي تقلیل یابد.

  

n4گرافی از مرتبه Gفرض کنید .2- 2لم   و

2 لی ازباشد. در این صورت یاG  وجود دارد

که با حذف دو سر آن، گراف حاصل فاقد رأس تنها 

  است. 

eبرهان. فرض کنید uv یال دلخواهی از گراف

G باشد که با حذفv وu درG گراف حاصل ،

، 2داشته باشد. چون zرأس تنهایی مانند

بنابراین zu , zv E Gجایی چنین، از آن. هم

n4که   و2حداقل درجه یکی از رئوس ، 

u  وv است.  فرض کنید  3تر مساوي بزرگ

   deg v deg u . در این صورت، به وضوح

، رأس تنها zvگراف حاصل از حذف دو سریال

  ندارد.

  

n4گرافی از مرتبه Gفرض کنید. 3- 2گزاره   

باشد. در این صورت 2و tprγ G n 2 
�

.  

e، یالی مانند2-2بنابر لم  برهان. uv ازG 

وجود دارد که گراف G \ u ,v  فاقد رأس تنها

است. در نتیجه G \ u ,v گر  یک مجموعه احاطه

است و حکم به دست  Gبیرونی تام براي- دو به دو

  آید.  می

  

تر گرافی از مرتبه بزرگ Gفرض کنید .4-2گزاره 

مساوي دو و مینیمم درجه یک باشد.  در این 

بیرونی - دوگر دو به  صورت، هر مجموعه احاطه

  ها است. شامل تمام رئوس اتکا و برگ

گر دو به  یک مجموعه احاطه Dبرهان. فرض کنید 

eو  Gبیرونی از- دو uv یالی باشد که در آنv 

uرأس درجه یک است. اگر uرأس اتکا و D ،

رأس تنها  V-D،uگاه در زیرگراف القایی روي آن

uباشد. لذا است که تناقض می D از طرف دیگر .

 Dدر uتام است باید گر ، مجموعه احاطهDچون

vهمسایه باشد. در نتیجه Dبا رأسی از D.  

بیرونی تام، -گر دو به دو به وضوح هر مجموعه احاطه

بیرونی است و - گر دو به دو یک مجموعه احاطه

بیرونی، -گر دو به دو مجموعه احاطه چنین هر هم

توان گزاره زیر  گر است. لذا، می یک مجموعه احاطه

  را بیان کرد.

  

  ي زیر برقرار است: رابطه Gبراي گراف .5- 2گزاره 

     pr tprγ G γ G γ G 
� �

 

  

بیرونی - اي دو به دو  این بخش، عدد احاطه در ادامه

  شود.  هاي خاص محاسبه می برخی از گرافتام براي 

  

n2فرض کنید .6- 2گزاره   در این صورت .

  داریم:

����(��) = �
�
�

�
� + 2														� ≡ 0, 1	

�
�

�
� + 1											� ≡ 2, 3				

  

  

محاسبه  4نهشتی به پیمانه که در آن هر دو هم

  شوند.می

nفرض کنیدبرهان.  nP : v v ...v1 2 مسیر باn 

  گیریم: رأس باشد. چهار حالت زیر را در نظر می

mod)ابتدا، قرار دهیدحالت اول:  )n 0 . در 4

  این صورت به وضوح داریم:

 iv P |i , (mod ), i n1 2 4 4n      

 n n n nv , v , v , v3 2 1    

  

 nPبیرونی تام براي-گر دو به دو عه احاطهیک مجمو

  است. لذا داریم:

.  ntpr

n n
γ P

4
4 2

2 2

   
         

�
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رابطه  n حال به استقراء روي

 ntpr

n
γ P 2

2

 
   

�

 
کنیم. به وضوح را ثابت می

فرض کنید مسأله براي برقرار است. P4حکم براي

tPهایی کهn t وt (mod )0 4  .برقرار باشد

nvرا در نظر بگیرید. رئوس nPمسیر 3،nv 2،

nv 1 و nv را حذف کنید تاt nP 4  دست آید.  به

-گر دو به دو یک مجموعه احاطه Dفرض کنید

باشد. با استفاده از  tPبیرونی تام مینیمال براي

  فرض استقراء داریم:

t n
D 2

2 2

            
 

  

nvشامل رئوس D،4-2با استفاده از گزاره  4 و

nv 5 است. لذا n-1 nD D v ,v  یک

 ntprγ P
�

  مجموعه است و داریم: -

 tpr n

n
γ P D D

       
 2 2

2
 

  

  شود. اول مسأله ثابت میبه این ترتیب در حالت 

  

nحال، فرض کنیدحالت دوم:  (mod )1 4 در .

  این صورت، به وضوح

 i nv P |i , (mod ), i n1 2 4 5      

 n n n n nv , v , v , v , v4 3 2 1     

  

 nPبیرونی تام براي-گر دو به دو یک مجموعه احاطه

  است. لذا، در این حالت داریم:

 ntpr

n n
γ P

5
5 2

2 2

   
         

�

 

  

حال براي اثبات ntpr

n
γ P 2

2

 
   

�

، به استقراء 

 P5کنیم. به وضوح حکم براي عمل می nروي

هایی که tPبرقرار است. فرض کنید حکم براي تمام

tدر رابطه  (mod )1 4 وt n  صدق کنند

را در نظر بگیرید. رئوس nPبرقرار باشد و مسیر

nv 3،nv 2،nv 1 وnvرا ازnP ذف کنید تاح

t nP 4  به دست آید. فرض کنیدD  یک

 ttprγ P
�

مجموعه باشد. با استفاده از فرض  -

  استقراء داریم:

t n
D 2

2 2

            
 

  

  ، مجموعه4- 2از گزاره  n nD D v , v1
  

یک  ntprγ P
�

  مجموعه است و داریم: - 

 ntpr

n
γ P D D 2 2

2

       

�

 

  

  شود. در نتیجه در این حالت نیز مسأله ثابت می

  

nفرض کنیدحالت سوم:  (mod )2 4 در این .

حالت i nv P |i , (mod )1 2 4 گر  مجموعه احاطه یک

  است. لذا داریم: nPبیرونی تام براي- دو به دو

 ntpr

n n
γ P

2
2 1

2 2

   
         

�

 

  

  توان ثابت کرد که  مشابه حالات اول و دوم می

 ntpr

n
γ P 1

2

 
   

�

 

  

mod)قرار دهیدحالت چهارم:  )n  3 . در این 4

  حالت مجموعه

 i nv P |i , (mod ), i n1 2 4 3      

 n n nv , v , v2 1   

  

   nPبیرونی تام براي-گر دو به دو احاطه یک مجموعه
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  است و داریم: 

 ntpr

n n
γ P

3
3 1

2 2

   
         

�

 

  

مجدداً، به استقراء شبیه حالات اول و دوم تساوي 

  آید. در این حالت نیز به دست می

  

n3فرض کنید .7- 2گزاره   در این صورت .

  داریم:

����(��) = �
�
�

�
� 																					� ≡ 0, 1	

�
�

�
� + 1											� ≡ 2, 3				

  

 

محاسبه  4نهشتی به پیمانه که در آن هر دو هم

  شوند.می

nبرهان. فرض کنید nC : v v ...v1 2 براي اثبات .

  گزاره سه حالت زیر را در نظر بگیرید:

  

nهیدابتدا قرار دحالت اول:  , (mod )0 1 4 در .

  این حالات مجموعه:

 i nv C |i , (mod )1 2 4   

  

بیرونی تام براي-گر دو به دو یک مجموعه احاطه

nC :است و در نتیجه داریم  

 ntpr

n
γ C

2

 
   

�

 

  

حال فرض کنید ntpr

n
γ C

2

 
   

�

 Dچنینو هم 

یک  ntprγ C
�

مجموعه باشد. یالی مانند -

e uv ازnC را در نظر بگیرید کهu ,v D .

توسط  vو xتوسط رأسی مانند uدر این صورت

xشود که احاطه می yرأسی مانند , y Dمسیر .

nP که از حذف یالe uv درnC  به دست

آید را در نظر بگیرید. به وضوح می

 D D u ,v   گر دو به  یک مجموعه احاطه

  است و داریم: nPبیرونی تام براي- دو

 ntpr

n
γ P D D 2 2

2

       

�

 

  

باشد. لذا در این حالات می 6-2که تناقض با گزاره 

 ntpr

n
γ C

2

 
   

�

  آید. و حکم به دست می 

  

nفرض کنیدحالت دوم:  (mod )2 4 به .

  وضوح مجموعه 

 i nv C |i , (mod )1 2 4   

  

بیرونی تام براي-گر دو به دو یک مجموعه احاطه

nC :است و لذا داریم  

 ntpr

n n
γ C

2
2 1

2 2

   
         

�

 

  

در ادامه اثبات، به برهان خلف فرض کنید

 ntpr

n
k γ C 1

2

 
    

�

یک  Dچنین و هم 

 ntprγ C
�

عددي زوج  nمجموعه باشد. چون -

، است
n n

2 2

 
   

عددي  V-Dعددي فرد و 

  زوج است لذا باید داشته باشیم:

.  ntpr

n
k γ C 1

2
  

�

 

  

eحال یالی مانند uv ازnC  را در نظر بگیرید

uکه ,v Dدر این صورت .u توسط رأسی مانند

x وv توسط رأسی مانندy شود که طه میاحا

x , y Dمسیر .n-P که از حذف دو سر یال 2

e uv درnC آید را در نظر بگیرید.  به دست می

بیرونی - گر دو به دو یک مجموعه احاطه Dبه وضوح

n-Pتام براي   است و داریم: 2
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 n-tprγ P D
n

  
�

2 1
2

 

  

لذا، برهان خلف باشد.  می 6-2که تناقض با گزاره 

 باطل و ntpr

n
γ C 1

2

 
   

�

و حکم به دست  

  آید. می

  

nقرار دهیدحالت سوم:  (mod )3 4مجموعه .  

   i n nv C |i , (mod ) v1 2 4    

است و در  nCبیرونی براي- گر دو به دو طهیک احا

  این حالت داریم:

 ntpr

n n
γ C

3
3 1

2 2

   
         

�

 

  

 شوددر این حالت مجدداً به برهان خلف فرض می

  که 

 ntpr

n n
γ C

 
   

� 1

2 2
 . 

  

را یک  D مجموعه ntprγ C
�

در نظر  مجموعه -

عدد فرد است، لذا اعداد nبگیرید. در این حالت

n 1

2


زوج هستند، بنابراین باید داشته  V-Dو 

  باشیم:

 ntpr

n n
γ C

1 1
1

2 2

 
  

�

 

  

eبه طور مشابه با حالت قبل، یالی مانند uv از

nC را در نظر بگیرید کهu ,v D .مسیرn-P 2 

eکه از حذف دو سر یال uv درnC  به دست

آید را در نظر بگیرید. به وضوح می
 
D ک مجموعه ی

n-Pبیرونی تام براي-گر دو به دو احاطه است و  2

  داریم:

 n-tprγ P D
n 

 
�

2

1

2
 

بنابراین فرض باشد.  می 6-2که تناقض با گزاره 

  	افتد. خلف باطل و تساوي اتفاق می

  

n2فرض کنید .8- 2گزاره   صورت داریمایندر:  

����(��) = �
�	عدد	فرد	است				3

�	عدد	زوج	است			2
  

  

فرد باشد. واضح است که  nبرهان. ابتدا، فرض کنید

باشد یک  nKهر مجموعه که شامل سه رأس

 nKبیرونی تام براي- گر دو به دو مجموعه احاطه

 است. بنابراین ntprγ K 3
�

. حال اگر

 ntprγ K 3
�

 ،1-2گاه با استفاده از مشاهده  ، آن

داریم ntprγ K 2
�

n. در این صورت 2  عددي

فرد است و گراف کامل از مرتبه فرد تطابق کامل 

ندارد. لذا ntprγ K 3
�

افتد و در نتیجه اتفاق نمی

 ntprγ K 3
�

 n. در حالت بعدي فرض کنید

عددي زوج باشد. به وضوح هر مجموعه شامل دو 

بیرونی - گر دو به دو یک مجموعه احاطه nKرأس از

، 1-2است. ادغام این مطلب و مشاهده  nKتام براي

دهد نتیجه می ntprγ K 2
�

. 

بیرونی - اي دو به دو در انتهاي این بخش عدد احاطه

هاي کامل دوبخشی محاسبه  تام را براي گراف

  کنیم. می

  

اد صحیح اعد sو rفرض کنید .9-2گزاره 

rنامنفی باشند به طوري که s در این صورت .

  داریم:

 r,stprγ K r s 2  
�

 

  

هاي: برهان. فرض کنید محموعه rA x,x ,...,x1 2   
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و sB y , y ,..., y1 2 دو بخش گرافr,sK 

رئوس باشند. زیر گراف القایی روي 

, , , , ,s sx x y y  1 1 1 یگ گراف کامل دو  1

بخشی است که داراي تطابق کامل است. در نتیجه، 

رئوس s s s ry ,x ,x ,...,x1 گر دو  یک مجموعه احاطه

  است لذا داریم: r,sKبیرونی تام براي-به دو

 r,stprγ K r s 2  
�

 

  

  داریم: ]2[از  4-3و گزاره  5- 2ره توجه به گزاحال با

 r,stprγ K r s 2  
�

 

  

-اي دو به دو  هایی براي عدد احاطه کران- 3

  بیرونی تام

اي دو به   هایی براي عدد احاطه در این بخش کران

بیرونی تام  برحسب مرتبه و اندازه، مرتبه و - دو

چنین کمر  ترین درجه و هم ترین درجه، کم بیش

  شود.  ارائه میگراف 

گرافی باشد که مجموعه رئوس آن  Aفرض کنید

افراز شده باشد به طوري  Dو Xبه دو زیرمجموعه

مسیرهاياجتماعی از  Dو Xکه گراف القایی روي

P2 چنین، هر رأس باشند و همX  دقیقاً با یک

همسایه باشند. با این تعریف، کران پایین  Dرأس

  شارپی بر حسب مرتبه و سایز گراف ارائه می شود.

  

n2گرافی با Gفرض کنید .1-3گزاره   و سایز

m :باشد. در این صورت داریم  

 tpr

n
γ G m

3

2

 
   

�

 

  

Gتساوي برقرار است اگر و تنها اگر A.  

یک  Dبرهان. فرض کنید tprγ G
�

جموعه وم -

X V- D باشد. چونX تطابق کامل دارد باید

 
X

m X
2
چنین، چون هر رأُس . هم X  با

 همسایه است D رأسی از m D, X X از .

گر تام است. لذا،  یک مجموعه احاطه D طرف دیگر

  خواهیم داشت:

   D
v D

m D deg v D2


   

  

  در نتیجه داریم:

     m m X m D,X m D    

X D
X

2 2
    

X D3

2 2
   

  

بنابراین 
Dm

X
2

3 3
  که در آنX n- D.  

بیرونی تام یک عدد -اي دو به دو  چون عدد احاطه

  صحیح است، خواهیم داشت:

 tpr

n
γ G m

3

2

 
   

�

 

  

حال فرض کنید تساوي برقرار باشد. در صورتی که

n :عدد زوج باشد، داریم  

 tpr

n
γ G m

3

2
 

�

 

  

از تساوي 
X

m X
2

  و این که هر رأس موجود

شود  داراي درجه حداقل یک است، نتیجه می Xدر

 که هر مؤلفه G Xمسیر ،P2 چنین، از  است. هم

این که m D,X X وD گر  احاطه یک مجموعه

با دقیقاً یک  Xشود که هر رأس است، نتیجه می

همسایه است. نیز از این که Dرأس 
D

m D
2

 

حداقل با رأسی از آن همسایه  Dو هر رأس در
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هاي است، مؤلفه G D نیزP2  خواهند بود. از این

Gرو A.  

تواند  فرد باشد نمی nکنیم که حالتی کهتوجه می

عدد  Dگاه فرد باشد، آن nرخ دهد. چون اگر

جایی که تساوي رخ داده باید  از آن فردي است.

تساوي 
D

m D
2

 پذیر  نیز روي دهد که امکان

ثابت  Aحال کافی است در مورد گراف  نیست.

شود tpr

n
γ A m

3

2

 
   

�

در  D. واضح است که

بیرونی - گر دو به دو یک مجموعه احاطه Aگراف

  تام است. لذا، داریم:

 tprγ A D
�

 

  

  بنابراین کافی است نشان داده شود:

n
D m

3

2
   

  

X با جایگذاري رابطه n- D در رابطه :  

     m m X m D,X m D    

X D3

2 2
   

  

تساوي
n

D m
3

2
  آید. به دست می  

توان بلافاصله نتیجه زیر را در مورد  می 1- 3از قضیه 

  ها بیان کرد. درخت

  

n2درختی با Tفرض کنید .2-3نتیجه    .باشد

  در این صورت، داریم:

 tpr

n
γ T 1

2

 
   

�

 

  

ترین  در ادامه، کران پایینی بر حسب مرتبه و بیش

  شود. یک گراف ارائه می  درجه

باشد  nگرافی از مرتبه Gفرض کنید. 3-3قضیه 

  در این صورت، داریم:

 tpr

n
γ G 



�

 

  

  و این کران شارپ است.

یک  Dدبرهان. فرض کنی tprγ G
�

مجموعه  -

گر تام است،  یک مجموعه احاطه Dباشد. چون

داریم  بنابراین N D nطرف دیگر، به  . از

v ازاي هر رأس مانند D داریم

 Gdeg v  :در نتیجه داریم .  

   G
v D

n N D deg v D


     

  

از این رو tpr

n
D γ G 



�

هایی که n. براي

  ، داریم:7- 2هستند بنابر گزاره  4مضرب 

 ntpr

n n
γ C

2

 
    

�

 

  

  لذا، این کران شارپ است.

اي عدد احاطه گادم براي -در ادامه نامساوي نورس

  شود.هاي منظم ارائه میتام در مورد گراف

  

منظم از  – rگرافی  Gفرض کنید .4- 3قضیه 

  باشد. در این صورت داریم: nمرتبه

m(G) + dim	(�̅) = �

��

���
�	فرد		

�(���)

���
�	زوج	

  

  

Gمنظم است، لذا  – rگراف  Gبرهان. چون 


 ،

( )n r  13-4باشد. بنابر قضیه منظم می ،

  خواهیم داشت:

dim( ) dim( ) .
n n

G G
r n r



  
 1
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)چون مینیم تابع  )
n n

f r
r n r

 
 1

در  
n

r



1

2
 

  آید:زیر به دست می بطهدهد. لذا رارخ می

( )
dim( ) dim( ) .

n
G G

n

 
 



4 1

2
 

  

زوج باشد مینیم تابع فوق در  nدر حالتی که 

n
r 

2
 یا 

n
r




2

2
  رخ داده و خواهیم داشت: 

( )
dim( ) dim( ) .

n
G G

n

 
 



4 1

2
 

  

  ترین درجه ب کمقضیه زیر کران پایینی بر حس

کند. نماد  گراف ارائه می g G  براي نشان دادن

ترین دور در گراف، کمر گراف، به کار  طول کوتاه

  رود.  می

  

و nگرافی از مرتبه Gفرض کنید .5-3قضیه 

 g G5  .در این صورت داریم  باشد

 tprγ G 1 
�

 .  

یک  Dبرهان. فرض کنید tprγ G
�

مجموعه  -

باشد به طوري که tprγ G 
�

با  v. رأس

ر بگیرید. چونرا در نظ Gترین درجه در بیش

 g G5 بنابراین ، N v  یک مجموعه مستقل

چنین هیچ دو رأس در است و هم N v  همسایه

  مشترك ندارند. در نتیجه داریم:

     
 u N v

n N v N u - v


    

 
 u N v

1 1


    
 

)1 (                                           .  1  

  

و با توجه به فرض خلف  3- 3از طرفی بنابر قضیه 

  داریم:

)2(                               . tpr

n
γ G  



�

  

  

رسیم. در نتیجه ) به تناقض می2) و (1از روابط (

 tprγ G 1 
�

 5. این کران براي دور به طول 

  باشد. صادق است. لذا شارپ می

 ]4[از  3-2برهان قضیه توان در  برهان لم زیر را می

  ملاحظه کرد.

  

و 2گرافی با Gفرض کنید .6- 3لم 

 g G5  باشد. اگرG  گرافی باشد که از حذف

رئوس دور به طول g G ازG دست آمده   به

گاه  باشد، آن G 1  .  

توان کران بالایی بر حسب  ، می6- 3با استفاده از لم 

بیرونی تام - اي دو به دو  کمر گراف براي عدد احاطه

  ارائه کرد.

  

و 2گرافی با Gفرض کنید .7-3قضیه 

 g G5  :باشد. در این صورت داریم  

 
 

tpr

g G
γ G n 1

2

 
   

 

�

 

  

دوري به طول Cبرهان. فرض کنید g G  از

در  Cاز حذف رئوس دور Gباشد و Gگراف

، هر رأس6-3به دست آمده باشد. بنابر لم  Gگراف

v G حداقل یک همسایه درG  دارد. فرض

یک  Dکنید tprγ C
�

مجموعه باشد. در این  - 

تصور V G D  گر دو به  یک مجموعه احاطه

است. با استفاده از این  Gبیرونی تام براي- دو

  ، داریم:7-2مطلب و گزاره 

   
 

tpr

g G
γ G V G 1

2

 
   

 

�
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 g G

n g G 1
2

 
    

 
.

 g G
n 1

2

 
   

 
 

  

  هادگیري و ارائه پیشن نتیجه - 4

-گر دو به دو در این مقاله مفهوم مجموعه احاطه

هاي بالا و  بیرونی تام مورد مطالعه قرار گرفت. کران

پایین براي آن بر حسب مرتبه و اندازه، مینیمم 

درجه و کمر ارائه گردید. در انتها پیشنهادات زیر را 

  توان مطرح کرد. می

 nهاي خاص مانند هایی که کران بررسی گراف -1

  گیرند. را به خود می

بیرونی تام روي - اي دو به دو  بررسی عدد احاطه -2

  ها.  درخت
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