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 چکیده 

𝑥را که به ازای هر    𝑅حلقه   ∈ 𝑅  اعداد صحیح مثبت متمايز مانند ،𝑚, 𝑛    وجود دارند بطوريکه در شرط𝑥𝑛 =

𝑥𝑚  گردد. وی در اين  نامیم. ريشه اصلي اين تعريف به قضیه جیکوبسن باز ميحلقه متناوب مي، صدق کند، يک

𝑥قضیه ثابت کرد که هر حلقه با شرط = 𝑥𝑛(𝑥)    و𝑛(𝑥) > ، جا به جايي است. رياضي دانان معاصر از جمله  ۱

فعال اين حیطه  در  علمي خود  زندگي  از  مقطعي  در   ... و  بل، شاکرون  هاوارد  يعقوب،  کردهعديل  برای یت  ما  اند. 

را که به    𝑅حلقه    ايم. های قوياً متناوب و بررسي خواص و ساختار آنها پرداختهاولین بار در اين مقاله به بیان حلقه

هر   𝑥ازای  ∈ 𝑅 \ (𝐽 ∪  𝑁)      مثبت , 𝑚اعداد صحیح  𝑛  زوجیت بطوريکه  از  باشند  داشته  وجود  متفاوت  های 

𝑥𝑛 − 𝑥𝑚 ∈ 𝑁های قوياً متناوب و يکدار غیر جابه هايي از حلقه، يک حلقه قوياً متناوب نامیم. در اين مقاله مثال

 (+,𝑅)، نیز نشان مي دهیم که حلقه قوياً متناوب يکدار جابه جايي است يا  ۶-۳جايي ارائه مي دهیم و در قضیه  

 باشد. متناوب مي 𝑅و  گروه -۲يک 
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 مقدمه -1

نه  يک حلقه شرکت  𝑅در سراسر اين مقاله،   پذير و 

لزوماً يکدار است. راديکال جیکوبسن، مجموعه تمام  

با   ترتیب  به  را  توان حلقه و مرکز حلقه  عناصر پوچ 

𝐽 و ،𝑍  دهیم. نمايش مي 

هر   𝑅حلقه   ازای  به  هرگاه  نامند  متناوب  حلقه  را 

𝑥 ∈ 𝑅    مانند متمايز  مثبت  صحیح  ,𝑚اعداد  𝑛 

𝑥𝑛وجود داشته باشند بطوريکه   = 𝑥𝑚. 

ازای    𝑅حلقه   به  هرگاه  نامند  متناوب  قوياً  را حلقه 

𝑥هر  ∈ 𝑅 \ (𝐽 ∪  𝑁)    اعداد صحیح مثبت𝑚 , 𝑛 

باشند بطوريکه  از زوجیت های متفاوت وجود داشته 

𝑥𝑛 − 𝑥𝑚 ∈ 𝑁. 

زيرا ℤ۸.  1-1مثال   است  متناوب  قوياً  حلقه  يک   ،

𝐽(ℤ۸) = 𝑁(ℤ۸) = \ ℤ۸و به ازای هر    {۰,۲,۴,۶}

 (𝐽 ∪  𝑁) = مثبت    ،{۱,۳,۵,۷} صحیح  اعداد 

𝑚 , 𝑛   های متفاوت وجود دارند بطوريکه  از زوجیت

𝑥𝑛 − 𝑥𝑚 ∈ 𝑁 . 

 

زيرا    ℤ۶.  2-1مثال   است  متناوب  قوياً  حلقه   يک 

𝑁(ℤ۶) = 𝐽(ℤ۶) = هر  {۰} ازای  به  𝑥  و  ∈

ℤ۶ \(𝐽 ∪  𝑁) = صحیح    ،{۱,۲,۳,۴,۵} اعداد 

, 𝑚مثبت   𝑛  زوجیت دارند  از  وجود  متفاوت  های 

− 𝑥𝑛بطوريکه   𝑥𝑚 ∈ 𝑁 .[۱] اگر هر عضو حلقه ،

𝑅   صدق شده،  بیان  ذيل  در  که  شاکرون  شرط  در 

آنگاه   است.    𝑅کند  متناوب  𝑚يک حلقه  ∈ ℤ+   و

𝑞(𝑡) ∈ ℤ[𝑡]    بطوريکه دارند  𝑥𝑚وجود  =

𝑥𝑚+1𝑞(𝑥)   مي نظر  به  شاکرون  تعريف  به  بنا 

متناوب   قوياً  حلقه  يک  متناوب،  حلقه  هر  که  رسد 

مي نشان  زير   مثال  در  حلقه  است  هر  که  دهیم 

 متناوب لزوماً قوياً متناوب نیست.

 

يک    𝑝که    ℤ𝑝حلقه  .  ۳-1مثال   باشد  اول  عدد 

حلقه متناوب است اما قوياً متناوب نیست، زيرا طبق  

𝑥قضیه فرما به ازای هر  ∈ ℤ𝑝  ،(𝑥, 𝑝) = داريم    ۱

𝑥𝑝−۱  ۱≡
𝑝  بنابراين با انتخاب .𝑛 = 𝑝 − 𝑚و    ۱ =

۲(𝑝 − 𝑚يا    (۱ = 𝑘(𝑝 − 𝑘که    (۱ ∈ ℤ+  

𝑥𝑛همواره   = 𝑥𝑚  که آنجايي  از  اما   .𝐽(ℤ𝑝) =

𝑁(ℤ𝑝) = ازای  ،{۰} 𝑥هر       به  ∈ ℤ𝑝 \ (𝐽 ∪

 𝑁) = {۱,۲,… , 𝑝 − مثبت  {۱ صحیح  اعداد   ،

𝑚 , 𝑛    ندارند وجود  متفاوت  های  زوجیت  از 

− 𝑥𝑛بطوريکه   𝑥𝑚 ∈ 𝑁 فرض مثال  عنوان  به   .

𝑝کنید   = صورت     ۳ اين  ℤ۳ \{۰}در  = {۱,۲}  

مثبت    ۲عضو   اعداد صحیح  آنگاه  بگیريد  نظر  در  را 

𝑚 , 𝑛   زوجیت ندارنداز  وجود  متفاوت  که    های 

۲𝑛  ۲𝑚≡
𝑝

زوجیت    برای  متفاوت       زيرا  های 

۲𝑛 − ۲𝑚 ≠ ۳𝑘    لذا و  قوياً    ℤ۳است  حلقه 

، نشان ۶-  ۳متناوب نیست. در اين مقاله  در قضیه  

متناوب   قوياً  حلقه  شرايطي  تحت  که  داد  خواهیم 

تواند يک حلقه متناوب باشد. همچنین با الهام از  مي

خاصیت جابه جايي را برای    قضیه معروف هرشتاين،

کنیم. در ابتدا به  ای قوياً متناوب بررسي ميحلقه ه

 پردازيم. بیان برخي تعاريف مقدماتي مي

هرگاه        𝑅،حلقه   تعريف. است  يافته  تقلیل 

𝑁 = {۰}. 

خود   𝑅حلقه   تعريف. تمام  گاه  هر  است   ،آبلي 

 های آن مرکزی باشند. توان

𝑥  عضو تعريف.   ∈ 𝑅 گاه اعداد ،  متناوب است هر 

, 𝑚صحیح مثبت متمايز   𝑛     وجود داشته باشند به

𝑥𝑛 طوريکه = 𝑥𝑚. 

𝑥عضو  تعريف.   ∈ 𝑅 گاه هر  است  خود  از  تواني   ،

𝑛 ∈ ℤ+     و𝑛 > وجود داشته باشد به طوريکه   ۱

𝑥𝑛 = 𝑥توان نشان داد که در يک  . به سادگي مي

هر يافته  تقلیل  ا  حلقه  تواني  متناوب،  خود  عضو  ز 

 است. 

,𝑥 به ازای هرتعريف.  𝑦 ∈ 𝑅   جابه جاگر ،𝑥    و𝑦 

,𝑥]به صورت    𝑦] =  𝑥𝑦 − 𝑦𝑥  شود،  تعريف مي

𝑘به علاوه به ازای هر   ∈ ℤ+    جابه جاگر[𝑥, 𝑦]𝑘  
 

 شود. به صورت زير تعريف مي
[𝑥, 𝑦]𝑘 = [[𝑥, 𝑦]𝑘−1, 𝑦]  



 ۶۳                                                                                                           های قوياً متناوبجايي روی حلقهخاصیت جابه
 

   

= ∑ (−۱)𝑖𝑘
𝑖=۰ (

𝑘
𝑖
)𝑦𝑖𝑥𝑦𝑘−𝑖      (۱.۱)       

  

جابه  𝐶(𝑅)تعريف.    آل  ايده  شده  را  تولید  جاگر 

  نامیم.مي  𝑅حلقه  جاگرهایمجموعه تمام جابهتوسط

𝑎تعريف.   ∈ 𝑅    نامیم )راست(  چپ  منظم  را شبه 

𝑟اگر   ∈ 𝑅  باشد داشته  بطوريکه               وجود 

𝑟 + 𝑎 + 𝑟𝑎 = ۰    (𝑎 + 𝑟 + 𝑎𝑟 = و   (۰

به سادگي    نامند.مي  𝑎را شبه معکوس چپ    𝑟عضو  

گاه   هر  که  کرد  ثابت  توان  يکدار    𝑅مي  ای  حلقه 

آنگاه   و    𝑎باشد  اگر  است  )راست(  منظم چپ  شبه 

اگر   ۱𝑅تنها  + 𝑎   )راست( چپ  پذير  معکوس 

توان، شبه   به ذکر است که هر عضو پوچ  باشد.لازم 

𝑎𝑛منظم چپ است زيرا اگر   =  ، بافرض ۰

𝑟 = −𝑎 + 𝑎۲ − 𝑎۳ +⋯+
(−۱)𝑛−۱𝑎𝑛−۱   

𝑟در اين صورت   + 𝑎 + 𝑟𝑎 = ۰ .    

تحويل   𝑅حلقه  تعريف.   مستقیم  زير  طور  به  را 

ناپذير گويند اگر اشتراک تمام ايده آل های ناصفر از  

𝑅  نشان داد در توان  باشد و به سادگي مي  ناصفر   ،

به حلقه  ناپذير،    طوريک  تحويل  مستقیم  زير 

 خودتوان مرکزی صفر يا يک است. 

>تعريف.   𝑥  𝑥حلقه تولیده شده توسط    را زير  <

 نامند. 

,𝑚))  نمادتعريف.   𝑛))    از مرتب  دوتايي  يک  را 

اعداد صحیح مثبت از زوجیت های متفاوت در نظر  

 گیريم.  مي

لم برای حلقهاکنون،  را  زير  بیان ميهای  کنیم  هايي 

لزوماً نیستند.  که  متناوب  لم  قوياً  بیان  از  های  پس 

ويژگي اولیه  مختلف،  متناوب  حلقههای  قوياً  های 

 کنیم. رابیان مي

 قضايا و لم های مقدماتي -2

يک حلقه است و هر عضو   𝑅  فرض کنید.  1-2لم  

در اين صورت   باشد  تواني از خود  يا   𝑅آن مرکزی 

 [۲]جابه جايي است.  

 𝑅/𝐼و    𝐼، و    𝑅يک ايده آل حلقه    𝐼اگر  .  2-2لم  

جاگر   جابه  آل  ايده  باشند،آنگاه  جايي  جابه  دو  هر 

𝐶(𝑅)   پوچ است و𝑁 .[۲] يک ايده آل است 

 حلقه ای قوياً متناوب باشد:  𝑅فرض کنید . ۳-2لم 

بروريختي    آ( تصوير  متناوب است و هر  𝑅هر  قوياً   ،

 نیز قوياً متناوب است.  𝑅ايده آل 

يک عنصر خودتوان باشدکه مرتبه جمعي    𝑒اگر  ب(

𝑒نیست، آن گاه   ۲آن تواني از   ∈ 𝑍. 

𝑥اگر   ج( ∉ 𝐽 ∪ 𝑁گاه ، آن𝑞 ∈ ℤ+    و𝑔(𝑡) ∈

𝑡ℤ[𝑡]    وجود دارند که𝑒 = 𝑔(𝑥)    خودتوان است

𝑥𝑞و  = 𝑥𝑞𝑒. 

آ(   𝑓:𝑅اگر  برهان.  → 𝑆  بروريختي حلقه ای  يک 

𝑦باشد، کافي است نشان دهیم که به ازای هر    ∈

𝑆\(𝐽(𝑆) ∪ 𝑁(𝑆))   عنصری مانند  ،𝑥     درR \

(𝐽(𝑅) ∪ 𝑁(𝑅))    اين غیر  در  )زيرا  دارد.  وجود 
اگر   𝑥صورت  ∈ 𝐽(𝑅)    وf(𝐽(𝑅)) ⊆ 𝐽(𝑆) 

شود   مي  ∋ 𝑦نتیجه  𝐽(𝑆)   .است تناقض  اگر    که 

𝑥 ∈ 𝑁(𝑅)    وf(𝑁(𝑅)) ⊆ 𝑁(𝑆)    مي نتیجه 

𝑦شود   ∈ 𝑁(𝑆)    که تناقض است.(  با توجه به اين

,𝑚))قوياً متناوب است زوج   𝑅که  𝑛))   وجود دارد

𝑥𝑛بطوريکه   − 𝑥𝑚 ∈ N(R).   

 در اين صورت

 

 

 

 

 

لذا حکم برقرار است. حال از آنجايي که به ازای هر 

آل   𝐽(𝐼)داريم،    𝑅از    𝐼ايده  = 𝐼 ∩ 𝐽(𝑅)    و

𝑁(𝐼) = 𝐼 ∩ 𝑁(𝑅)             هر ازای  به  پس 

𝑥 ∈ 𝐼  \((𝐽(𝐼) ∪ 𝑁(𝐼))  مي که  ايجاب  کند 

𝑥 ∈ R \(𝐽(𝑅) ∪ 𝑁(𝑅))    که آنجايي  از    𝑅و 

𝑥𝑛متناوب است، پس   قوياً حلقه − 𝑥𝑚 ∈ 𝑁(𝐼). 

آن  𝑒  اگرب(   باشد،  غیرمرکزی  گاه    خودتوان 

−𝑒 ∉ 𝐽 ∪ 𝑁    زوج ,𝑚))و  𝑛))   که دارد  وجود 

(𝑥𝑛 − 𝑥𝑚)𝑘 = ۰ ⇒ 

f (𝑥𝑛 − 𝑥𝑚) = f(𝑥𝑛) − f(𝑥𝑚) =

[𝑓(𝑥)]𝑛 − [𝑓(𝑥)]𝑚 = 𝑦𝑛 − 𝑦𝑚 ∈

𝑁(𝑓(𝑅)) = 𝑁(𝑆)  
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(−𝑒)𝑛 − (−𝑒)𝑚 ∈ 𝑁    که ازآنجايي    𝑒و 

پس   است  𝑒خودتوان  ∈ 𝑁۲    بنابراين𝑘 ∈  ℤ+ 

که   دارد  𝑘(۲𝑒)وجود  = دوجمله   ۰ بسط  به  بنا  و 

 ای نیوتن مي توان نوشت: 
(۲𝑒)𝑘 = (𝑒 + 𝑒)𝑘  
            = [(𝑘۰) + (

𝑘
۱) +∙∙∙ +(

𝑘
𝑘
)]𝑒𝑘  

            = ۲𝑘𝑒𝑘 = ۲𝑘𝑒 = ۰  
 

مي باشد و بنا به    ۲تواني از    𝑒بنابراين مرتبه جمعي  

 عکس نقیض حکم ثابت مي شود. 

𝑥    اگرج(   ∉ 𝐽 ∪ 𝑁  که آنجايي  قوياً   𝑅از  حلقه 

زوج    پس  است  ,𝑚))متناوب  𝑛))    که دارد  وجود 

𝑥𝑛 − 𝑥𝑚 ∈ 𝑁   بنابراين𝑘 ∈ ℤ+   موجود است که 

 

 

 

 

 

 

,𝑛چون   𝑘 ∈ ℤ+     پس 𝑛𝑘 = 𝑞 ∈ ℤ+    در و 

𝑞نتیجه   ∈ ℤ+    و𝑓(𝑡) ∈ ℤ[𝑡]                   وجود دارند که

𝑥𝑞 = 𝑥𝑞+۱𝑓(𝑥)              که اين  فرض  با   .

𝑒 = [𝑥𝑓(𝑥)]𝑞    صورت اين  𝑒۲در  = 𝑒    و

𝑥𝑞 = 𝑥𝑞𝑒 زيرا؛ 
𝑒 = [𝑥𝑓(𝑥)]𝑞 = 𝑥𝑞[𝑓(𝑥)]𝑞  
𝑥𝑒 = 𝑥𝑥𝑞[𝑓(𝑥)]𝑞  
      = 𝑥𝑞+۱[𝑓(𝑥)]𝑞  

 

که   اين  به  توجه  با  𝑥𝑞و  = 𝑥𝑞+۱𝑓(𝑥)   پس 
 

 توان نوشت:  مي

𝑥𝑒 = 𝑥𝑞[𝑓(𝑥)]𝑞−۱  
را   فوق  فرآيند  زير     𝑞اگر  رابطه  به  کنیم  تکرار  بار 

 رسیم: مي

𝑥𝑞𝑒 = 𝑥𝑞  
𝑒۲دهیم که اکنون نشان مي = 𝑒. 

𝑒۲ = [𝑥𝑓(𝑥)]𝑞𝑒 = 𝑥𝑞[𝑓(𝑥)]𝑞𝑒  
= [𝑓(𝑥)]𝑞𝑥𝑞𝑒  

= [𝑓(𝑥)]𝑞𝑥𝑞   
= 𝑥𝑞[𝑓(𝑥)]𝑞 = 𝑒.  
 

يک حلقه قوياً متناوب آبلي   𝑅فرض کنید  .  4-2لم  

𝑁باشد، در اين صورت   ⊆ 𝐽. 

کنید    برهان. 𝑎فرض  ∈ 𝑁    و𝑥 ∈ 𝑅  حالت دو   ،

𝑎𝑥گیريم. حالت اول: فرض کنید:       در نظر مي ∈

(𝐽 ∪ 𝑁)   صورت اين  در   ،𝑎𝑥    راست منظم  شبه 

با فرض   𝑎𝑥است. حالت دوم:  ∉ (𝐽 ∪ 𝑁)،    در اين

𝑒صورت   = [(𝑎𝑥)𝑓(𝑎𝑥)]𝑞  و  خودتوا است  ن 

𝑞 ∈  ℤ+    و يک خودتوان مرکزی𝑒 = 𝑎𝑦    وجود

که    𝑞(𝑎𝑥)دارند  = (𝑎𝑥)𝑞𝑒      که آنجايي  از  و 

𝑒 = 𝑎𝑦    و است  مرکزی  𝑎خودتوان  ∈ 𝑁    پس

𝑘 ∈  ℤ+     وجود دارد که𝑎𝑘 =  و داريم:   ۰

𝑒 = 𝑒۲ = 𝑒𝑎𝑦 = 𝑎۲𝑒𝑦۲ = ⋯ =
𝑎𝑘𝑒𝑦𝑘 = ۰  

 

𝑞(𝑎𝑥)پس   = (𝑎𝑥)𝑞. ۰ = بنابراين    ۰  𝑎𝑥و 

𝑎شبه منظم راست است و در هر دو حالت   ∈ 𝐽. 

 

𝑅حلقه  .  5-2مثال   = 𝑀۲(𝐺𝐹(۲))   ًقويا

صدق   آبلي  شرط  در  که  آنجايي  از  و  است  متناوب 

𝑁کند  نمي ⊈ 𝐽. 

 

کنید  .  ۶-2لم   و    𝑅فرض  متناوب  قوياً  حلقه  يک 

𝐽يکدار باشد، در اين صورت  ⊆ 𝑁  يا𝐽 ⊆ 𝑍 . 

𝑗 فرض کنیدبرهان.   ∈ 𝐽\𝑍  ۱−   در اين صورت +

𝑗 ∉ 𝐽 ∪ 𝑁  ۱ و + 𝑗 ∉ 𝐽 ∪ 𝑁زوج بنابراين  های ، 

((𝑚۱, 𝑛۱))    و((𝑚۲, 𝑛۲))   طوری به  دارند  وجود 

 که 

(۱ + 𝑗)𝑛۱ − (۱+ 𝑗)𝑚۱ = [(𝑛۱
۰ ) + (

𝑛۱
۱ )𝑗 +

(𝑛۱
۲ ) 𝑗

۲ +⋯+ (𝑛۱
𝑛۱
) 𝑗𝑛۱] −  

[(𝑚۱
۰ ) + (

𝑚۱
۱ )𝑗 + (

𝑚۱
۲ )𝑗

۲ +⋯+

(𝑚۱
𝑚۱
) 𝑗𝑚۱] ∈ 𝑁  

 و

(𝑥𝑛 − 𝑥𝑚)𝑘 = ۰ ⇒ (𝑥𝑛)𝑘 =

(𝑘
۱
)(𝑥𝑛)𝑘−۱

𝑥𝑚 − (𝑘
۲
)(𝑥𝑛)𝑘−۲(𝑥𝑚)۲ +

⋯+ (−۱)𝑘+۱(𝑘
𝑘
)(𝑥𝑚)𝑘   
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(−۱ + 𝑗)𝑛۲ − (−۱ + 𝑗)𝑚۲ =

[(𝑛۲
۰ )(−۱)𝑛۲ + (𝑛۲

۱ )(−۱)𝑛۲−۱𝑗 + ⋯+

(𝑛۲
𝑛۲
) (−۱)۰ 𝑗𝑛۲] −  

[(𝑚۲
۰ )(−۱)𝑚۲ + (𝑚۲

۱ )(−۱)𝑚۲−۱𝑗 + ⋯+

(𝑚۲
𝑚۲
) (−۱)۰ 𝑗𝑚۲] ∈ 𝑁  

 

𝑓(𝑡)لذا به ازای برخي   ∈ ℤ[𝑡]  :داريم 
(𝑚۱ − 𝑛۱)𝑗 + 𝑗

۲𝑓(𝑗) ∈ 𝑁           (۲.۲) 
 

 

 شرط اخیر ايجاب مي کند که؛ 
۲𝑗 + 𝑗۲𝑔(𝑗) ∈ 𝑁                               (۲.۴) 

 

روابط   گرفتن  نظر  در  اين    (۲.۴)و    (۲.۲)با  و 

حقیقت که تفاضل عناصر جابه جا شونده پوچ توان  

𝑗   عضوی پوچ توان است، داريم: + 𝑗۲ℎ(𝑡) ∈ 𝑁  

ℎ(𝑡)که   ∈ ℤ[𝑡]    ۳-۲و مشابه استدلال برهان لم  

𝑘)ج(،   ∈ ℤ+  خود ازای  به  که  دارد  توان  وجود 

𝑒 ∈ 𝐽    داريم𝑗𝑘 = 𝑗𝑘𝑒     و از آنجايي که𝐽    شامل

𝑗𝑘پس   خودتوان ناصفر نیست، = ۰. 

𝐽دهیم که اکنون نشان مي ⊆ 𝑁 ∪ 𝑍. 

𝐽اگر   ⊈ 𝑍     و𝑗 ∈ 𝐽\𝑍    بالا اثبات  به  بنا  گاه  آن 

𝑗 ∈ 𝑁    هر ازای  به  𝑐و  ∈ 𝐽 ∩ 𝑍         داريم  ،

𝑗 + 𝑐 ∈ 𝐽\𝑍     و  بنابراين𝑐 = 𝑗 + 𝑐 − 𝑗   يک

جابه عناصر  از  است،  تفاضل  توان  پوچ  شونده  جا 

𝑐بنابراين   ∈ 𝑁   و در نتیجه𝐽 ⊆ 𝑁   يا𝐽 ⊆  𝑍. 

 

کنید  .  ۷-2لم   و    𝑅فرض  متناوب  قوياً  حلقه  يک 

و   :∅آبلي  𝑅 → 𝑆    ،باشد ای  بروريختي حلقه  يک 

𝑁(𝑠)در اين صورت  ⊆ ∅ (𝐽(𝑅)). 

کنید  برهان.   𝑤فرض  ∈ 𝑁(𝑆)\∅(𝐽).   فرض با 

که   𝑤𝑞اين  = ∋ 𝑢و    ۰ ∅−۱  (𝑤)                              داريم

𝑢 ∉ (𝐽(𝑅) ∪ 𝑁(𝑅))  زوج بنابراين   .
((𝑚, 𝑛))     وجود دارد که𝑢𝑛 − 𝑢𝑚 ∈ 𝑁(𝑅) 

𝑞)ج(،     ۳-۲و بنا به لم   ∈  ℤ+    و𝑓(𝑡) ∈ ℤ[𝑡] 

که   دارند  𝑢𝑞وجود  = 𝑢𝑞+۱𝑓(𝑢)                                      هر پس   ،

𝑢 ∈ 𝑅 \(𝐽(𝑅) ∪ 𝑁(𝑅))    شاکرون شرط  در 

𝑘صدق مي کند و متناوب است پس    > وجود     ۱

𝑢دارد که   − 𝑢𝑘 ∈ 𝑁    ۴-۲و بنا به لم   ،𝑁 ⊆ 𝐽 

𝑢𝑛وبنابراين  − 𝑢𝑚 ∈ 𝐽پس𝑢 − 𝑢𝑞(𝑘−۱)+𝑘 ∈ 𝐽 

𝑢يعني   − 𝑢(𝑞+۱)(𝑘−۱)+۱ ∈ 𝐽    که آنجايي  از  و 

 همريختي حلقه هاست ∅

∅(u − 𝑢(𝑞+۱)(𝑘−۱)+۱) = ∅(u) −

[∅(u)](𝑞+۱)(𝑘−۱)+۱ ∈ 𝐽(𝑆)  
 

𝑤در نتیجه    و −𝑤(𝑞+۱)(𝑘−۱)+۱ ∈ ∅(𝐽)    و از

𝑤𝑞آنجايي که   = 𝑤پس   ۰ ∈ ∅(𝐽)   که متناقض

 با فرض است. 

 
 

به    -۳ نزديک  و  جايي  جابه  خاصیت  بررسي 

 متناوب  جابه جايي در حلقه های قوياً

يک حلقه قوياً متناوب و   𝑅. فرض کنید  1-۳قضیه  

جابه جايي است. به    𝑅/𝐽آبلي باشد در اين صورت  

يک ايده آل    𝑁جابه جايي باشد، آنگاه    𝐽علاوه اگر  

 جابه جايي است.  𝑅/𝑁است و  

کنید    برهان. R̅فرض  = R/J  که آنجايي  از   ،𝑅 

𝑁آبلي است    ⊆ 𝐽    ۴-۲بنا به لم    ،𝑁 ⊆ 𝐽    و لذا

((𝑚, 𝑛))                 هر ازای  به  که  دارد  وجود 

�́� ∈ 𝑅 \(𝐽 ∪  𝑁)    داريم𝑥′𝑛 − 𝑥′𝑚 ∈ 𝑁 ⊆ 𝐽   

 بنابراين 

𝑥′𝑛 − 𝑥′𝑚 ∈ 𝐽 ⟹ 𝑥′𝑛 − 𝑥′𝑚 + 𝐽 = 𝐽
⟹ (𝑥′ + 𝐽)𝑛

− (𝑥′ + 𝐽)𝑚 = 𝐽 
 

 لذا است،  R̅صفر حلقه  𝐽واز آنجايي که  

 (𝑥′ + 𝐽)𝑛 = (𝑥′ + 𝐽)𝑚   چون 𝑥و  = 𝑥′ + 𝐽 

𝑥𝑛نتیجه مي شود   = 𝑥𝑚  . حال اگر𝑥′ ∈ 𝐽   آنگاه

𝑥’ + 𝐽 = 𝐽    اينکه به  توجه  با  حلقه    𝐽و   R̅صفر 

پس    ، 𝑥است  ∈ 𝑍 (�̅�)     اگر ’𝑥و  ∈ 𝑁 ⊆  𝐽 

’𝑥آنگاه   + 𝐽 ∈ 𝑁(R̅)    پس𝑥 ∈ 𝑁(R̅)   در و 

۲ + 𝑗𝑔 (𝑗) ∈ 𝑁                            (۲.۳) 
 



 ۶۶                           ۱۴۰۲ شهريورو  مرداد، چهل و سومهم، شماره نهای نوين در رياضي/ سال پژوهش  / و همکاران فرسعید نصیری 
 

 

 

𝑥نتیجه   ∈ 𝑍(�̅�)    بنابراينR̅    اين خاصیت دارای 
هر ازای  به  که  𝑥 است  ∈ �̅�  به گیريم  مي  نتیجه   ،

,𝑚))  ازای برخي  𝑛)) 
𝑥 ∈ 𝑍(�̅�) يا           𝑥𝑛 = 𝑥𝑚               (۳.۱)  

 

R̅ = 𝑅/𝐽    زير ضرب  حاصل  با  و  است  ساده  نیم 

است.   يکريخت  ابتدايي  های  حلقه  از  مستقیمي 

کنید   ابتدايي  𝑆فرض  تصوير   ،R̅   هر ازای  به  باشد 
𝑦 ∈ 𝑆    از آنجايي که𝑓: �̅� → 𝑆  ،بروريختي است ،

𝑥پس   ∈ �̅�    که دارد  𝑓(𝑥)وجود  = 𝑦بنا به  . 

𝑥اگر       (۳.۱)رابطه   ∈ 𝑍(�̅�)    به آساني مي توان

که    گرفت  𝑦نتیجه  ∈ 𝑍(𝑆)    اگر 𝑥𝑛و  = 𝑥𝑚 

رابطه   منتقل    (۳.۱)آنگاه  بروريختي  تصوير  تحت 

و   گردد  𝑦𝑛مي  = 𝑦𝑚    اينکه به  توجه  با   𝑆حال 

چگالي   قضیه  به  بنا  است  ابتدايي  حلقه  يک 

ماتريس که حلقه  آنجايي  از  ۲های  جیکوبسن  × ۲ 

رابطه   در  تقسیم  نمي،  (۳.۱)روی حلقه  کند  صدق 

تقسیم   𝑆پس   تقسیم است.اما يک حلقه  يک حلقه 

رابطه   در  ويژگي    (۳.۱)که  اين  دارای  کند  صدق 

تواني از خود است   يا  است که هر عضو آن مرکزی 

  𝐽جابه جايي است و اگر    R̅،  ۱-۲بنابراين بنا به لم  

لم   به  بنا  باشد  جايي  آل    𝑁،  ۲-۲جابه  ايده  يک 

 جابه جايي است.  R/Nاست و  

 

يک حلقه قوياً متناوب    𝑅فرض کنید  .  2-۳نتیجه  

و تقلیل يافته با راديکال جیکوبسن جابه جايي باشد،  

 جا به جايي است.  𝑅در اين صورت 

که  برهان.   آنجايي  به   𝑅از  است،  يافته  تقلیل 

مي توانسادگي  خود  که  داد  نشان  آن  توان  های 

،  ۱-۳بنا به قضیه    آبلي است،  𝑅مرکزی و در نتیجه  

R/N    از آنجايي که است و  𝑁جابه جايي  = {۰}  

R/Nپس   ≅ R/۰ ≅ R   .جابه جايي است، 

 

يک حلقه قوياً متناوب   𝑅فرض کنید  .  ۳-۳قضیه  

يک ايده آل    𝑁و آبلي و يکدار باشد. در اين صورت  

 جابه جايي است.  R/Nاست و  

لمبرهان.   گیريم    ۶-۲و    ۴-۲های    از  مي  نتیجه 

𝐽 = 𝑁     يا𝐽 ⊆ 𝑍    اگر .𝐽 = 𝑁    در اين حالت به

/R  ، ۱-۳يک ايده آل است و بنا به قضیه  𝑁وضوح 

J = R/N   .است جايي  𝐽اگر    جابه  ⊆ 𝑍  آنگاه  ،𝐽  

يک ايده آل   𝑁،  ۱-۳جابه جايي است و بنا به قضیه 

 جابه جايي است.  R/Nاست و  

يک   که  شود  مي  ثابت  هرشتاين،  معروف  قضیه  در 

𝑁يژگي که  حلقه متناوب با اين و ⊆ 𝑍  جابه جايي ،

 [۳] است. 

برای حلقه نیز قضايای مشابهي  متناوب  ما  قوياً  های 

 کنیم. مطرح مي

يک حلقه قوياً متناوب و   𝑅فرض کنید  . 4-۳قضیه 

𝐽آبلي با   ⊆ 𝑍    باشد، در اين صورت𝑅    جابه جايي

 است. 

لم  برهان.   به  𝑁،۴-۲باتوجه  ⊆ 𝐽     بنابراين

((𝑚 , 𝑛))    وجود دارد که به ازای هر𝑥 ∈ 𝑅\𝐽    ،

𝑥𝑛 − 𝑥𝑚 ∈ 𝑍. 

𝑥حال نشان مي دهیم که به ازای هر   ∈ 𝑅\𝐽  

𝑥(𝑛−𝑚+۱) − 𝑥 ∈ 𝑁 ⊆ 𝑍                 (۳.۲) 
 

که   آنجايي  𝑥𝑛از  − 𝑥𝑚 ∈ 𝑁  پس  ،𝑘 ∈ ℤ+ 

 وجود دارد که

(𝑥𝑛 − 𝑥𝑚)𝑘 = ۰ 
⇒ (𝑘۰ )(𝑥

𝑛)𝑘 +⋯+ (−۱)𝑘(𝑘
𝑘
) (𝑥𝑚)𝑘 = ۰  

 

𝑞پس   ∈ ℤ+    و𝑓(𝑡) ∈ ℤ[𝑡]               که دارند  وجود 

𝑥𝑞 = 𝑥𝑞+1𝑒    هر 𝑥بنابراين  ∈ 𝑅\𝐽    شرط در 

مي صدق  و         شاکرون  است  متناوب  لذا  و  کند 

 صورت زير نوشتتوان بهمي

𝑥𝑛−𝑚+۱ − 𝑥 ∈ 𝑁 ⊆ 𝑍  
𝑥و اگر  ∈ 𝐽   از آنجايي که𝐽 ،بنابه   جابه جايي است

 جابه جايي است.  𝑅قضیه معروف هرشتاين 
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يک حلقه قوياً متناوب   𝑅فرض کنید  .  5-۳نتیجه  

با   يکدار  𝑁و  ⊆ 𝑍    صورت اين  در           𝑅باشد، 

 جابه جايي است. 

که  برهان.   آنجايي  𝑁از  ⊆ 𝑍  مي سادگي  توان به 

نشان داد که خودتوان های آن مرکزی هستند و در  

حلقه قوياً متناوب   𝑅آبلي است. از طرفي    𝑅نتیجه  

لم   به  بنا  لذا  است  يکدار  𝐽،   ۶-۲و  ⊆ 𝑍    به بنا  و 

 جابه جايي است.  𝑅،  ۴-۳قضیه 

 

يک حلقه قوياً متناوب   𝑅فرض کنید    .۶-۳قضیه  

يا   𝑅اين صورت    در  و يکدار باشد. جابه جايي است 

(𝑅,  باشد. متناوب مي 𝑅گروه است و  -۲يک  (+

کنیدبرهان.   اين    𝑅فرض  در  نباشد،  جايي  جابه 

نتیجه   نقیض  عکس  به  بنا  𝑁،  ۵-۳صورت  ⊈ 𝑍 

𝑥پس   ∈ 𝑁\𝑍                     که دارد  وجود 

−۱ + 𝑥 ∉ (𝐽 ∪ 𝑁)    پس((𝑚, 𝑛))    وجود دارد

۱−)که   + 𝑥)𝑛 − (−۱ + 𝑥)𝑚 ∈ 𝑁   و بنا به

با فرض اين که  بسط دوجمله نیوتن و  زوج و   𝑛ای 

𝑚  :فرد باشد، داريم 
۲+ [(𝑛۱)(−۱)𝑛−۱𝑥 −⋯− (𝑚

𝑚
)𝑥𝑚] ∈ 𝑁  

۲بنابراين   +  𝑢 ∈ 𝑁    ازای برخي 𝑢به  ∈ 𝑁.   در

۲اين حالت   = ۲+ 𝑢 − 𝑢    پوچ دو عضو  تفاضل 

توان جابه جا شونده است پس پوچ توان است و لذا  

۲ ∈ 𝑁    و𝑘 ∈  ℤ+    ۲وجود دارد که𝑘 = از   ۰ و 

هر   ازای  به  که  𝑥آنجايي  ∈ 𝑅  نوشت  مي توان 

۲𝑘𝑥 =  ۲اول  تواني از عدد    پس مرتبه هر عضو،  ۰

بنابراين   و  ,𝑅)است   و   -۲يک    (+ است  گروه 

𝑥 ∈ 𝑅 \(𝐽 ∪ 𝑁)   صدق شاکرون  شرط   در 

است پس زير حلقه  مي لذا متناوب  >کند و  𝑥 > 

𝐽،    ۶-۲متناهي است و بنا به لم   ⊆ 𝑁    يا𝐽 ⊆ 𝑍 

 گیريم. پس دوحالت در نظر مي

اگر   اول:  𝐽حالت  ⊆ 𝑁  هر ازای  به  آنگاه   ،𝑥 ∈ 𝐽  

𝑥𝑛داريم   − 𝑥𝑚 ∈ 𝐽 ⊆ 𝑁    و بنابراين𝑥    متناوب

 است. 

اگر   دوم:  𝐽حالت  ⊆ 𝑍 هر ازای  به  آنگاه   ،𝑥 ∈ 𝐽  

۱  داريم ∈ 𝑅\(𝐽 ∪ 𝑁)    ۱−و + 𝑥 ∈

𝑅\(𝐽 ∪ 𝑁)    و در نتیجه𝑥 = (−۱ + 𝑥) + ۱ 

است   شونده  جا  جابه  متناوب  عناصر  جمع  حاصل 

 𝑅متناوب است. بنابراين نشان داديم که اگر    𝑥پس  

نباشد آنگاه   ,𝑅)جابه جايي  گروه است  -۲ک  ي  (+

 متناوب مي باشد.  𝑅و 

 

، يک حلقه قوياً متناوب 𝑅فرض کنید  .  ۷-۳قضیه  

با   يافته  تقلیل  𝐽و  ≠ 𝑅    صورت اين  در   𝑅باشد، 

 جابه جايي است. 

لم  برهان.   به  𝑁،    ۴-۲بنا  ⊆ 𝐽   سادگي  به 

هر  مي که  دهیم  نشان  𝑥توانیم  ∈ 𝑅\𝐽   از تواني 

کنید   فرض  است.  خود  𝑎خود  از  تواني  عضو  يک   ،

𝑎𝑛ناصفر باشد که   = 𝑎    و𝑛 > . در اين صورت  ۱

𝑒 = 𝑎𝑛−۱    که آنجايي  از  و  𝑅و  آبلي   ،𝑎 ≠ ۰  

  ۳-۲بنا به لم    خودتوان مرکزی ناصفر است.  𝑒پس  

است،   𝑒قوياً متناوب با عضو هماني   𝑒𝑅)آ(، ايده آل  

لم   آنجايي   ۶-۲بنابه  از  يافته است   𝑅که    و  ،  تقلیل 

𝐽(𝑒𝑅)  داريم ⊆ 𝑍(𝑒𝑅)     يا𝐽(𝑒𝑅) = ۰ 

𝐽(𝑒𝑅)بنابراين   ⊆ 𝑍(𝑒𝑅)     به قضیه بنا  ،  ۴-۳و 

𝑒𝑅   جابه جايي است و به ازای هر𝑥 ∈ 𝑅   :داريم 

[𝑒𝑎, 𝑒𝑥] = ۰ ⟹ [𝑒𝑎, 𝑥] = [𝑎, 𝑥]  
 

اين امر نشان مي دهد که تمام عناصر تواني از خود  

𝑅\𝐽هستند مرکزی  𝐽.اگر  ،  ⊈ 𝑍    پس𝑥 ∈ 𝐽\𝑍 

، خودتوان مرکزی ناصفری باشد، 𝑒 وجود دارد و اگر

𝑥 + 𝑒 ∉ 𝐽    و از آنجايي که هر عضو𝑅\𝐽    تواني از

نتیجه   در  است  مرکزی  𝑥خود  + 𝑒 ∈ 𝑍    لذا و 

عناصر   بنابراين    𝑅تمام  و  جايي    𝑅مرکزی  جابه 

 است. 

 

، يک حلقه قوياْ متناوب 𝑅فرض کنید  .  8-۳قضیه  

و   اول  نیم  با    -۲و  تاب  𝑅بي  ≠ 𝐽   اين در  باشد، 

 جابه جايي است.  𝑅صورت 
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بي تاب است. بنا به    -𝑅  ،۲باتوجه به اينکه  برهان.  

𝑒)ب(،    ۶-۲لم ∈ 𝑍    و𝑅      لم به  بنا  و  است  آبلي 

۴-۲    ،𝑁 ⊆ 𝐽    حال اگر ثابت کنیم𝑅    تقلیل يافته

قضیه   به  بنا  فرض جاب  𝑅،  ۷-۳است  است.  ه جايي 

يک    𝑅کنید   در  که  آنجايي  نباشد،از  يافته  تقلیل 

𝑁حلقه نیم اول   ∩ 𝑍 = 𝑁پس {۰} ⊈ 𝑍 بافرض .

𝑢 اينکه   ∈ 𝑁\𝑍  و𝑒    ناصفری مرکزی  خودتوان 

صورت   اين  در  –باشد  𝑒 + 𝑢 ∈ 𝑅\(𝐽 ∪ 𝑁)    و

,𝑚)) زوج 𝑛)) که   دارد وجود 

(−𝑒 + 𝑢)𝑛 − (−𝑒 + 𝑢)𝑚 ∈ 𝑁  
۲𝑒نتیجه    در  و + 𝑣 ∈ 𝑁  که  𝑣 ∈ 𝑁  لذا                         و

۲𝑒 = ۲𝑒 + 𝑣 − 𝑣    پوچ عناصر  جمع  حاصل 

است، شونده  جا  جابه  ۲𝑒پس    توان  ∈ 𝑁         و

𝑘 ∈  ℤ+    که دارد  ۲𝑘𝑒وجود  = در    ۰ اين  و 

 𝑅  است. بنابراين  𝑅تاب بودن  بي -۲تناقض با فرض 

ندارد ناصفر  𝑥و اگر    خودتوان  ∉ 𝐽 ∪ 𝑁    لم به  بنا 

𝑥𝑞)ج(،داريم ۳-۲ = 𝑥𝑞𝑒    و از آنجايي که𝑒 = ۰ 

𝑥𝑞پس   = 𝑥𝑞 . ۰ = 𝑥 در نتیجه    و    ۰ ∈ 𝑁 ⊆ 𝐽 

𝑅و نشان داديم که   = 𝐽    و در تناقض با فرض قضیه

𝑁است،پس فرض خلف باطل و    ⊆ 𝑍    لذا بنا به ،

 جابه جايي است.  𝑅،  ۷-۳قضیه 

 

متناوب    𝑅فرض کنید  .  ۹-۳قضیه   قوياً  يک حلقه 

𝑅با   ≠ 𝐽    باشد، اگر𝑅    و𝑅/𝐽  ،۲-    بي تاب باشند

 جابه جايي است.  𝑅آنگاه 

تاب است پس    -𝑅  ،۲از آنجايي که  برهان.    𝑅بي 

لم   به  وبنا  𝑁،   ۴-۲آبلي  ⊆ 𝐽  اگر حال   .𝐽 ⊆ 𝑍  

 جابه جايي است. فرض کنید  𝑅،   ۴-۳بنا به قضیه  

𝐽 ⊈ 𝑍    و𝑗 ∈ 𝐽\𝑍    و𝑒    ناصفر خودتوان مرکزی 

صورت   دراين  𝑒−باشد،  + 𝑗 ∉ 𝐽 ∪ 𝑁   و

((𝑚, 𝑛))    که دارد  𝑒−)وجود  + 𝑗)𝑛 −

(−𝑒 + 𝑗)𝑚 ∈ 𝑁    نتیجه در  ۲𝑒و  + 𝑢 ∈ 𝑁   به

برخي   𝑢ازای  ∈ 𝐽  بنابراين  .𝑘 ∈  ℤ+    و𝑣 ∈ 𝐽 

بطوريکه   دارد  ۲𝑘𝑒وجود  + 𝑣 = اينکه   .۰ فرض  با 

𝑒̅    تصوير𝑒    در𝑅/𝐽    ۲داريم𝑘�̅� = آنجايي    ۰ از  و 

است.بي  -𝑅/𝐽    ،۲که   𝑒̅پس    تاب  = 𝑒و    ۰ +

𝐽 = 𝐽   در نتیجه𝑒 ∈ 𝐽   و با توجه به اينکه𝐽   شامل

𝑒خودتوان ناصفر نیست پس   =   ۳-۲و بنا به لم   ۰

𝑥𝑞داريم    )ج(، = 𝑥𝑞. ۰ = داريم     ۰ 𝑥و  ∈

𝑁 ⊆ 𝐽    و نشان داديم𝑅 = 𝐽     تناقض مي به  که 

پس   𝐽رسیم.  ⊆ 𝑍    قضیه به  بنا  جابه   𝑅،  ۴-۳و 

 جايي است. 

، يک حلقه قوياً متناوب 𝑅فرض کنید .  10-۳قضیه  

 کند؛ يکدار باشد که در دو شرط زير صدق مي

هر  آ(   ازای  𝑎به  ∈ 𝑁    و𝑥 ∈ 𝑅  ،𝑘 ∈  ℤ+  ی

,𝑎]وجود دارد بطوريکه   𝑥]𝑘 = ۰ 

 جابه جايي باشد  𝑁ب( 

 جابه جايي است.  𝑅در اين صورت، 

خودتوانبرهان.   )آ(  به  زيرا  بنا  هستند.  مرکزی  ها 

𝑒اگر   ∈ 𝑅    خود توان باشد، از آنجايي که(𝑒𝑥 −

𝑒𝑥𝑒)۲ = 𝑒𝑥پس    ۰ − 𝑒𝑥𝑒 ∈ 𝑁    نتیجه در 

𝑒𝑥]شرط   − 𝑒𝑥𝑒, 𝑒]𝑘 = گزاره    ۰ معادل 

𝑒𝑥 − 𝑒𝑥𝑒 = مشابه شرط    ۰ باشد و به طور  مي 

[𝑥𝑒 − 𝑒𝑥𝑒, 𝑒]𝑘 = گزاره    ۰ با  𝑥𝑒معادل  −

𝑒𝑥𝑒 = بنابراين  مي  ۰ 𝑒𝑥باشد،  = 𝑥𝑒   يعني

آبلي است.بنا به قضیه   𝑅خودتوان ها مرکزی و لذا  

۳-۳  ،𝑁    و است  آل  ايده  جايي    𝑅/𝑁يک  جابه 

هر   ازای  به  و  ,𝑥است  𝑦 ∈ 𝑅    داريم[𝑥, 𝑦]  ∈

 𝑁.    اگر𝑅    قضیه به  بنا  نباشد  جايي  به  ،   ۶-۳جا 

(𝑅, 𝑥گروه است و برای هر   -۲يک  (+ ∈ 𝑅  زير ،

𝑅𝑥حلقه   =< 𝑥 حلقه    < لذا  و  است   متناهي 
𝑅𝑥

𝑁(𝑅𝑥)
حاصل   يک  و  است  يافته  تقلیل  و  متناهي 

با مشخصه   از میدان های متناهي    ۲جمع مستقیم 

𝑠بنابراين    است. ∈ ℤ+    ازای به  که  دارد  وجود 

𝑡 هر ∈ ℤ+ 

𝑥۲𝑆𝑡 − 𝑥 ∈ 𝑁                                 (۳.۳) 

 

𝑎از آنجايي که به ازای هر   ∈ 𝑅  ،۲𝑎 = 𝑎 + 𝑎 ∈

𝑅    طرفي از  پس    -۲يک    (+,𝑅)و  است  گروه 



 ۶۹                                                                                                           های قوياً متناوبجايي روی حلقهخاصیت جابه
 

   

۲𝑡(𝑎 + 𝑎) = که    و  ۰ آنجايي  ۲𝑡+۱𝑎از  = ۰ 

𝑎)داريم   + 𝑎)𝑡+۱ = (۲𝑎)𝑡+۱ = يعني    ۰

۲𝑅 ⊆ 𝑁    ،)ب( به  بنا  است، پس    𝑁و  جابه جايي 

𝑎نتیجه مي گیريم که به ازای هر   ∈ 𝑁    و𝑥 ∈ 𝑅  

,𝑎]۲داريم   𝑥] = [𝑎, ۲𝑥] = کنید  ۰ فرض   .𝑎 ∈

𝑁    و𝑥    که  چنان باشد[𝑎, 𝑥]𝑘 = ۰  ،𝑘 > و در   ۱

صورت   ,𝑎]]اين  𝑥], 𝑥 ]
𝑘−۱

= 𝑤حال    ۰ ∈ ℤ+ 

𝑘گیريم که  را طوری در نظر مي − ۱ ≤ ۲𝑤    داريم

[[𝑎, 𝑥], 𝑥 ]
۲𝑤
= که    ۰ اين  و  تعريف  به  بنا  اما 

۲[𝑎, 𝑥] = نوشت  مي  ۰ ,𝑎]]توان  𝑥], 𝑥 ]
۲𝑤
=

[[𝑎, 𝑥], 𝑥۲𝑤]    بنابراين[[𝑎, 𝑥], 𝑥۲𝑤] = پس    ۰

𝑥۲𝑆𝑤 = (𝑥۲𝑤)
۲𝑆𝑤−𝑤

,𝑎]با     𝑥]  شود  مي  جا به جا

𝑥۲𝑆𝑤،،    (۳.۳)  و بنا به رابطه − 𝑥 ∈ 𝑁    که𝑠 ∈

 ℤ+    و از آنجايي که[𝑎, 𝑥] ∈ 𝑁    ،)و بنا به )ب𝑁  

 جابه جايي است پس 

[[𝑎, 𝑥], 𝑥۲𝑆𝑤 − 𝑥] = ۰  ⇒                     

[[𝑎, 𝑥], 𝑥۲𝑆𝑤 − 𝑥] =    

[[𝑎, 𝑥], 𝑥۲𝑆𝑤] − [[𝑎, 𝑥], 𝑥] = ۰  

 

مي نتیجه  شده  بیان  مطالب  به  که  باتوجه  گیريم 

[[𝑎, 𝑥], 𝑥] = ,𝑎]بنابراين    ۰ 𝑥۲𝑆] =

۲𝑆𝑥۲𝑆−۱[𝑎, 𝑥] = 𝑎 و از آنجايي که    ۰ ∈ 𝑁    و بنا

,𝑎]جابه جايي است    𝑁به )ب(،   𝑥۲𝑠 − 𝑥] = و    ۰

 ما داريم: 

۰ = [𝑎, 𝑥۲𝑠 − 𝑥] = [𝑎, 𝑥۲𝑠] − [𝑎, 𝑥] 
 

اينکه   به  ,𝑎]باتوجه  𝑥۲𝑠] = مي  ۰ نوشت پس  توان 

[𝑎, 𝑥] = بنابراين    ۰  ،𝑎    عضو هر   جا جابه  𝑅با 

𝑁دهد  شود. اين نشان ميمي ⊆ 𝑍    و بنا به نتیجه

۳-۵  ،𝑅  .جابه جايي است 

 

، يک حلقه قوياً متناوب 𝑅فرض کنید  .  11-۳قضیه  

 کند؛ باشد که در شرايط زير صدق مي

هر  آ(   ازای  𝑎به  ∈ 𝑁    و𝑥 ∈ 𝑅  ،𝑘 ∈  ℤ+  ی

,𝑎]وجود دارد بطوريکه   𝑥]𝑘 = ۰ 

 جابه جايي باشد  𝐽ب( 

 جايي است. جابه 𝑅در اين صورت، 

توان  ، مي۱۰-۳بنا به )آ(، مشابه اثبات قضیه  برهان. 

، ۳-۱آبلي است. بنا به قضیه    𝑅نشان داد که حلقه  

𝑅/𝐽    ،)جابه جايي است و از آنجايي که طبق )ب𝐽 

 𝑅/𝑁يک ايده آل است و    𝑁جابه جايي است پس  

بنابراي است.  جايي  لم   جابه  اثبات  مشابه  ،  ۲-۲ن 

هر  مي ازای  به  داد  نشان  ,𝑥توان  𝑦 ∈  𝑅    داريم

[𝑥, 𝑦] ∈ 𝑁  هر ازای  به  𝑦. حال  ∈ 𝑅  ،)آ( به  بنا   ،

𝑘 ∈  ℤ+    که دارد  ,𝑥]]وجود  𝑦], 𝑦]𝑘 = به   ۰

𝑘ازای   = رابطه  ۲ به  بنا  داريم:    (۱.۱)، 

 [𝑎, 𝑥]۲ = [[𝑎, 𝑥], 𝑥]   و به ازای𝑘 =  ،داريم:  ۳
= ∅(𝑒). ∅(𝑟) 

 

 

 

 بنا به استقرا مي توان نشان دادکه 

[𝑥, 𝑦]𝑘+۱ = [[𝑥, 𝑦], 𝑦]𝑘  
 

,𝑥]پس   𝑦]𝑘+۱ = به    ۰  ، )آ(  بنا به شرط  .بنابراين 

,𝑥ازای هر   𝑦 ∈ 𝑅  ،𝑘 ∈ ℤ+ وجود دارد که 

[𝑥, 𝑦]𝑘 = ۰                                   (۳.۴) 
 

زير   طور  به  تصوير  که  دهیم  نشان  کافیست  اکنون 

 جابه جايي است.  𝑅مستقیم تحويل ناپذير  

کنید   تحويل    𝑆فرض  مستقیم  زير  طور  به  تصوير 

:∅باشد و    𝑅ناپذير   𝑅 → 𝑆    .باشد بروريختي  يک 

، خود توان مرکزی  ناصفر نداشته باشد، بنا به  𝑆اگر  

ا  𝑆)آ(،     ۳-۲لم   به  و  متناوب  قوياً  هر حلقه  زای 

𝑥 ∉ 𝐽 ∪ 𝑁    ،∅(𝑥) ∉ (∅(𝐽) ∪ ∅ (𝑁))   بنا و 

لم   (،    ۳-۲به  ج   (𝑞 ∈ ℤ+    و𝑔(𝑡) ∈ 𝑡 ℤ[𝑡]   

که   دارند  (𝑒)∅وجود  = 𝑔(𝑥)    و است  توان  خود 

[∅(𝑥)]𝑞 = [∅(𝑥)]𝑞∅(𝑒)    که∅(𝑒)    در𝑆  
 

[𝑎, 𝑥]۳ = [ [𝑎, 𝑥]۲, 𝑥]  
= [[[𝑎, 𝑥], 𝑥], 𝑥] = [[𝑎, 𝑥], 𝑥]

۲
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است  مرکزی  که    خودتوان  آنجايي  از   ∅زيرا 

 بروريختي است، داريم:    
[∅(𝑒)]۲ = ∅(𝑒). ∅(𝑒) = ∅(𝑒۲) = ∅(𝑒)  
 

 ∅(𝑟). ∅(𝑒) = ∅(𝑟𝑒) = ∅(𝑒𝑟) و از آنجايي که

𝑆    ،ندارد ناصفر  مرکزی  (𝑒)∅خودتوان  =   و   0

𝑞[(𝑒)∅]بنابراين   = [∅(𝑒)]𝑞 . ۰ = نتیجه    در  و۰

∅(𝑒) ∈ 𝑁(𝑆)    پس∅(𝑅\(𝐽 ∪ 𝑁)) ⊆ 𝑁(𝑆) 

که   آنجايي  از  و   𝑅و  آبلي  و  متناوب  قوياً  حلقه 

∅: 𝑅 → 𝑆   بنا بروريختي است در اين صورت  يک 

𝑁(𝑆)،  ۷-۲به لم   ⊆ ∅(𝐽)     بنابراين𝑆 ⊆ ∅(𝐽)   و

𝑆  لذا = ∅(𝐽)    و باتوجه به اينکه∅(𝐽)   جابه جايي

 جابه جايي است. حال فرض کنید  𝑆است، پس  

 𝑆، خودتوان مرکزی ناصفر دارد.از آنجايي که  𝑆که  

پس   است  ناپذير  تحويل  مستقیم  زير  طور  به 

آن  خودتوا مرکزی  و    ۱ن  از    𝑆است  است.  يکدار 

,𝑥] آنجايي که   𝑦] ∈ 𝑁(𝑅)        و∅([𝑥, 𝑦]) ∈

∅(𝑁(𝑅)) ⊆ 𝑁 (𝑆)    بنابراين[∅(𝑥), ∅(𝑦)] ∈

𝑁(𝑆)    (۳.۴)و بنا به رابطه  ،𝑘 ∈ ℤ+    وجود دارد

,(𝑥)∅]که   ∅(𝑦)]𝑘 = را    𝑆بنابراين    ۰ )آ(  ويژگي 

𝑁(𝑆)،  ۲-۷به ارث مي برد و بنا به لم   ⊆ ∅ (𝐽)   و

که   آنجايي  است پس    (𝐽) ∅از   𝑁(𝑆)جابه جايي 

است. جايي  که    جابه  آنجايي  از  حلقه   𝑆حال  يک 

قضیه   در شرايط  که  است  يکدار  و  متناوب  -۳قوياً 

جابه جايي است و بنا به   𝑆، صدق مي کند پس  ۱۰

حلقه   هر  بیرخف،  زير  قضیه  ضرب  حاصل  با 

مستقیمي از يک خانواده به طور زير مستقیم تحويل  

، جابه جايي  𝑅ناپذير از حلقه ها يکريخت است پس  

 [۴]است. 
 

 مثال ها -4

های قوياً متناوب  هايي از حلقهدر اين بخش ما مثال

ارائه مي بیان  و يکدار غیر جابه جايي  از  قبل  دهیم. 

مطلب   اين  به  ابتدا  ميمثالي  اگر  اشاره  که  کنیم 

قضیه   شرايط  در  اين  ۶-۳حلقه  در  کند  صدق   ،

اگر     𝐽صورت    زيرا  است،  پوچ  𝑥حلقه  ∈ 𝐽     عضو

که   آنجايي  از  باشد  پس    𝑅دلخواهي  است  متناوب 

,𝑚))  زوج 𝑛))             وجود دارد بطوريکه𝑥𝑛 =

𝑥𝑚  با𝑛 > 𝑚  که 
𝑥𝑚 − 𝑥𝑛 = ۰ ⇒ 𝑥𝑚(۱− 𝑥𝑛−𝑚) = ۰ (۴.۱)  

 

𝑥يکدار است و    𝑅از آنجايي که   ∈ 𝐽                          پس  داريم ،

۱ − 𝑥𝑛−𝑚−۱. 𝑥 = ۱− 𝑥𝑛−𝑚    پذير وارون 

رابطه   طرفین  اگر  حال  سمت    (۴.۱)است.  از  را 

عبارت در  −۱)راست  𝑥𝑛−𝑚)−۱   کنیم ضرب 

𝑥𝑚داريم   =  پوچ است.  𝐽يعني  ۰

 

𝑅حلقه  .  1-4مثال   = 𝑀۲(𝐺𝐹(۲))    يعني حلقه ،

۲های  ماتريس × ، را  ۲روی میدان گالوا از مرتبه    ۲

 در نظر بگیريد. 
𝑅 =

{
  
 

  
 [

۰ ۰
۰ ۰] , [

۱ ۰
۰ ۰

] , [
۰ ۱
۰ ۰

] , [
۰ ۰
۱ ۰]

[
۰ ۰
۰ ۱] , [

۱ ۱
۰ ۰

] , [
۰ ۰
۱ ۱] , [

۱ ۰
۱ ۰]

[
۰ ۱
۰ ۱] , [

۱ ۰
۰ ۱] , [

۰ ۱
۱ ۰] , [

۱ ۱
۱ ۰]

[
۱ ۱
۰ ۱] , [

۰ ۱
۱ ۱] , [

۱ ۰
۱ ۱] , [

۱ ۱
۱ ۱]}

  
 

  
 

  

𝑁(𝑅) = {[
۰ ۰
۰ ۰] , [

۰ ۱
۰ ۰] , [

۰ ۰
۱ ۰] , [

۱ ۱
۱ ۱]}  

𝐽(𝑅) = {[
۰ ۰
۰ ۰]}  

𝑍(𝑅) = {[
۰ ۰
۰ ۰] , [

۱ ۰
۰ ۱]}  

 

,𝑚))به وضوح زوج   𝑛))     وجود دارد که به ازای هر

𝑥 ∈ 𝑅 \(𝐽 ∪ 𝑁)    داريم  ،𝑥𝑛 − 𝑥𝑚 ∈ 𝑁. 

اگر   مثال  𝑥بعنوان  = [
۱ ۰
۰ ۰

] ∈ 𝑅   که آنجايي  از 

[
۱ ۰
۰ ۰

]
۲
= [

۱ ۰
۰ ۰

 داريم     [

[
۱ ۰
۰ ۰

]
۲
− [

۱ ۰
۰ ۰

] = [
۰ ۰
۰ ۰] ∈ 𝑁  

 

يک حلقه قوياً متناوب و يکدار است که    𝑅بنابراين  

لم   به  𝐽،  ۶-۲بنا  ⊆ 𝑁      يا𝐽 ⊆ 𝑍    .((𝑚, 𝑛)) 

هر   ازای  به  که  دارد  𝑥وجود  ∈ 𝑅    داريم𝑥𝑛 −



 ۷۱                                                                                                           های قوياً متناوبجايي روی حلقهخاصیت جابه
 

   

𝑥𝑚 ∈ 𝑁    ۲و𝑥 = به قضیه    ۰ ,𝑅)،  ۳-۶بنا  +) 

 ، متناوب است. 𝑅گروه است و   -۲يک 

، حلقه ماتريس های بالا 𝑅فرض کنید    .2-4مثال  

۲مثلثي   ×  باشد.  ۲روی میدان گالوا از مرتبه ۲

𝑅 = {
[
۰ ۰
۰ ۰] , [

۰ ۱
۰ ۰] , [

۱ ۰
۰ ۰] , [

۰ ۰
۰ ۱]

[
۱ ۱
۰ ۰

] , [
۱ ۰
۰ ۱] , [

۰ ۱
۰ ۱] , [

۱ ۱
۰ ۱]

}  

𝐽 = 𝑁 = {[
۰ ۰
۰ ۰] , [

۰ ۱
۰ ۰

]}  

𝑍 = {[
۰ ۰
۰ ۰] , [

۱ ۰
۰ ۱]}  

 

هر   ازای  𝑥به  ∈ 𝑅  ،((𝑚, 𝑛))    که دارد  وجود 

𝑥𝑛 − 𝑥𝑚 ∈ 𝑁    بنابراين  ،𝑅    متناوب حلقه  يک 

 گروه است.   -۲يک  (+,𝑅)است و  
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بیان       ارتباط  اين  در  پیشنهادات  برخي  ادامه  در 

 مي گردد.

های شبه های بولي تعمیم يافته و حلقهآيا حلقه  )آ(

توان تحت شرايطي خاص به حلقه را مي  های بولي 

 قوياً متناوب تبديل کرد؟

ا مشخصه  های بتوان ارتباطي بین حلقهآيا مي  )ب(

ازای هر    𝑝اول   به  𝑥بطوريکه  ∈ 𝑅    و𝑥𝑝 = 𝑥   با

 های قوياً متناوب برقرار کرد؟ حلقه
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