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ندو و لی و  آ   باشد.  Hرت مختلط  ی کراندار برفضاهاي هیلبجبري از همه عملگرهاي خط -*B(H)  ،Cفرض کنید  
  عملگر معین مثبت را تعریف کردند.  nاي از ، میانگین هندسی تعمیم یافتهماسیا

عملگر تعریف شده به    nاز   اي که توسط آندو و لی و ماسیایک نامساوي وارون براي میانگین هندسی تعمیم یافته
  آوریم: قرار زیر بدست می

,ଵܣ  کنیدض فر …  (ܣ)ݎو   B(H)نگاشت خطی مثبت یکانی بر    و باشند B(H) ن مثبت دریمع يعملگرها ௡ܣ,
از   طیفی  آنگاه  ܣشعاع  ,ଵܣ)ܩ)∅  باشد،  … ((௡ܣ, ≥ ቀ ଶ௛

ଵା௛మ
ቁ
௡ିଵ

,(ଵܣ)∅)ܩ …   که   ((௡ܣ)∅,
ܴ൫ܣ௜ ௝൯ܣ, = max {ݎ൫ܣ௜ିଵܣ௝൯, ℎ و {(௜ܣ௝ିଵܣ)ݎ = min

௜,௝
௜ܣ)ܴ   است.  (௝ܣ,
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  مقدمه -1
کنید   ازمجموعه  B(H)فرض  عملگرهاي همه    اي 

مختلط   هیلبرت  فضاي  بر  کراندار  باشد.    Hخطی 
A   عملگر ∈ B(H)     معین (نیمه  مثبت  معین  را 

اگر نامند  ⟨ݔ,ݔܣ⟩  مثبت)  > ترتیب   همین (به  0
⟨ݔ,ݔܣ⟩  ≥ هر)  0 ݔ  براي  ∈ برقرار   ܪ صفر  غیر 

  باشد.
ܣنیمه معین مثبت باشد آن را با    Aاگر   ≥ نمایش    0
کنید  می فرض  ,Pدهیم.  PSB(H)    ترتیب به 

و  مجموعه مثبت  معین  نیمه  عملگرهاي  همه  از  اي 
  عملگرهاي معین مثبت باشند. 

نامساوي آوردن  بدست  علمگرهاي  براي  براي  ها 
ویژگی   از  ما  هیلبرت،  فضاي  بر  کراندار  خودالحاق 

تابع براي  زیر  عملگري  عملگري یکنواختی  هاي 
  استفاده خواهیم کرد:

Xاگر   ∈ B(H)    یف  ط خودالحاق و باSp(X)   باشد و
f,g   شامل  تابع بازه  بر  مقدار  حقیقی  پیوسته  هاي 

 Sp(X)  باشند، آنگاه  
)1.1 (  .f(t) ≥ g(t), t ∈ Sp(X)f(X) ≥ g(X)  
  

براي جزئیات بیشتر در مورد این ویژگی، پژوهشگر به  
  شود. می  ] ارجاع داده1[

,Aبراي   B ∈ P   میانگین هندسی  A ⋕ B  از  A,B  با  
  A ⋕ B = A

భ
మ(A

షభ
మ BA

షభ
మ )

భ
మA

భ
మشود.تعریف می  

عملگر    nهاي همساز (هارمونیک) و حسابی از  میانگین
توان تعریف کرد. اما در مورد میانگین  را به آسانی می

هندسی مشکلات زیادي وجود دارد زیرا حاصلضرب 
میانگین است. جابجایی غیر عملگرها هاي بنابراین 

از   مختلفی  ت  nهندسی  که    است  عریف شدهعملگر 
به عنوان مثال یکنواختی و    هاي مهمبرخی از ویژگی

  پایایی نسبت به جایگشت را نداشتند.        
میانگین   تعمیم  به  علاقمند  ریاضیدانان  از  تعدادي 

A  یهندس ⋕ B    از دو عملگر بهn    عملگر بودند. آندوء
و لی و ماسیا یک تعریف مناسب از میانگین هندسی  

هاي نیمه معین مثبت توسعه  ماتریس  براي تعدادي از

از   تعریف شد و برخی  با یک روش متقارن  دادندکه 
  ] 2هاي مناسب را داشت.[ویژگی

ماتریس باید    mآنها ده ویژگی که میانگین هندسی از  
کردن فهرست  را  باشد  که  داشته  دادند  نشان  و  د 

  میانگین آنها همه ده ویژگی را دارا است. 
م  که میانگین هندسی تعمی لاوسن و لیم نشان دادند

  ] 3همه ده ویژگی را دارد.[ G یافته
ها ویژگی هاي دیگري از میانگین هندسی با همهایده

  ]4,5,6پیشنهاد داده شد.[
سی  یامازاکی تعریف آندو و لی و ماسیا از میانگین هند

  ]7را بر عملگرهاي فضاي هیلبرت توسعه داد.[
,Aبراي   B ∈ P فرض کنید  

(ܤ,ܣ)ܴ = max {ݎ(ିܣଵܤ),   {(ܣଵିܤ)ݎ
 

  است و  ܣشعاع طیفی   (ܣ)ݎکه 
(ܣଵିܤ)ݎ = inf{ > 0 ∶ ܣ ≤ ܤ} =
ܤ

షభ
మ ܤܣ

షభ
మ   

  
,R(A که   B) هاي است و برخی از ویژگی   تعریف شده

 R(A, B) ].8در زیر نشان داده شده است [ 
,R(A  (نامساوي مثلثی) C) ≤ R(A, B)R(B, C) )i 

(ܤ,ܣ)ܴ ≥ (ܤ,ܣ)ܴ   , 1 = 1  ܣ =   ii( ܤ
           A − B ≤   (R(A, B) − 1)A )iii  

  
تامسون   محدب  d(A,B) متر  مخروط  از    بر 

  : شود باعملگرهاي معین مثبت تعریف می 
d(A, B) = log R(A, B) =
max{log r(AିଵB) , log r(BିଵA)}.  

  
  نسبت به این متریک   دانیم  می  ]8,9,10[  ببینید.

ست و توپولوژي متناظر با این  فضاي متریک کامل ا
  با توپولوژي نرم نسبی سازگار است.   متریک بر 

به عنوان یک نامساوي اساسی در رابطه با این متریک،  
وزن هندسی  میانگین  براي  زیر  دو  نامساوي  از  دار 

  ]8,9عملگر برقرار است.[
ଵܣ)݀ ⋕ణ ଶܣ ଵܤ, ⋕ణ (ଶܤ ≤  
(1 − (ଵܤ,ଵܣ)݀(ߴ +   .(ଶܤ,ଶܣ)݀ߴ
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,Aଶ و Aଵبراي   Bଵ, Bଶ ∈  ߴو ∈ (0,1). 
,G(Aଵمیانگین هندسی   … , A୬)  از  n    عملگر معین

८    مثبت = (Aଵ, … , A୬) ∈ ܲ௡ تعریف با استقرا 
  شود. می
(i G(Aଵ, Aଶ)= ܣଵ ⋕  ଶܣ

(ii    فرض کنید میانگین هندسی براي(n-1)    عملگري
  تعریف شده باشد و 

ܩ ቀ൫ܣ௝൯௝ஷ௜ቁ =
,Aଵ)ܩ Aଶ, … , A୧ିଵ, A୧ାଵ, … , A୬).  

  
൛८௜(௥)ൟ௥ୀଵدنباله   و

ஶ    گیریم. نظر میت زیر درصوربهرا 
८௜(ଵ) = ௜ܣ , ८௜(௥ାଵ) =
ܩ ቀ൫८௝(௥)൯

௝ஷ௜
ቁ.  

 
lim اگر حد  

௥→ஶ
८௜(௥)  وجود داشته باشد و بهi    وابسته

شود  عملگر تعریف می  nنباشد، میانگین هندسی از  
  با:

lim
௥→ஶ

८௜(௥) = ൫(८)൯ܩ = G(ܣଵ, … ) ௡) )1.2ܣ,  
  

݅براي   = 1,2, … ,݊  
آندو و همکاران وجود این حد و همگرایی یکنواخت  

 وه برايبعلانشان دادند.  ]2) رادر [1.2(
८ = (Aଵ, … , A୬),९ = (Bଵ, … , B୬) ∈ ܲ௡  

  
 مهم زیر برقرار است نامساوي

ܴ൫ܩ(८),ܩ(९)൯ ≤ (∏ ௜ܣ)ܴ ௜)௡ܤ,
௜ୀଵ )

భ
೙ )1.3 (  

  
  بویژه 

ܴ൫८௜
(ଶ),८௞

(ଶ)൯ =

ܴ ቆܩ ቀ൫ܣ௝൯௝ஷ௜ቁ ܩ, ቀ൫ܣ௝൯௝ஷ௞ቁቇ  

≤ ܴ(A௜ , A௞)
భ

೙షభ                   )1.4(                       
  

هندسی   میانگین  نامساوي  از  وارونی    -یامازاکی 
] بدست  7عملگر با ثابت کانترویچ رادر [  nحسابی از  

  آورد.

نامساوي وارون قوي تري بلافاصله فوجی و همکاران 
به واسطه  هاي هندسی و حسابی وزناز میانگین دار 

گر با نامساوي کانترویچ در  ملع   nبراي  لاوسن و لیم  
  ] ثابت کردند. 11[

وارون نامساوي  از  برخی  ما  مقاله  این  براي  در  را  ها 
و  نگاشت هندسی  میانگین  بر  مثبت  خطی  هاي 

وزن توانی  براي  میانگین  با    nدار  مثبت  عملگرمعین 
  آوریم. ثابت کانترویچ بدست می

 
  نتایج -١
هندسی   نامساوي - ١-٢ میانگین  براي  مکمل 

  داروزن
  B(H)  بر  نگاشت خطی مثبت یکانی ض کنید  رف

] در  آندو  نگاشت خطی  12باشد.  از  را  زیر  ویژگی   [
با میانگین هندسی عملگري نشان   ارتباط  مثبت در 

  داد: 
(ܣ ⋕ (ܤ ≤ (A) ⋕ (ܤ).                  )2.1 (  

  
آندو2.1( نامساوي   قضیه  در  میانگین  -)،  به  کوبو 

  در زیرگسترش داده شد:  ߪ  عملگري
(ܤߪܣ) ≤ (A)ߪ(ܤ).   

  
  دار داریم: نبویژه براي میانگین هندسی وز

(ܣ ⋕ణ (ܤ ≤ (A) ⋕ణ (ܤ) )2.2   (                
  

  است.  [0,1)عدد حقیقی در   ߴکه 
) نامساوي  براي  مکمل  نامساوي  نامساوي  2.2یک   ،(

  ]: 13مهم زیر است[
کنید   فضاي   A,Bفرض  بر  مثبت  معین  عملگر  دو 

  که  باشند طوري Hهیلبرت 
0 < mଶI ≤ B ≤ MଶI ,0 < mଵI ≤ A ≤ MଵI  
 

0 باشند  < ߴ ≤   ، آنگاه1
(A)(ߴ,ℎ)ܭ ⋕ణ (ܤ) ≤ (ܣ ⋕ణ (ܤ  )2.3(    
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ℎکه   = ெభெమ
௠భ௠మ

تعمیم    (ߴ,ℎ)ܭو     کانترویچ  ثابت 
  شود:یافته است که به صورت زیر تعریف می

(ߴ,ℎ)ܭ = ௛ഛି௛
(ణିଵ)(௛ିଵ)

((ణିଵ)(௛ഛିଵ)
ణ(௛ഛି௛)

)ణ.  
  

هاي زیر  ویژگی K(h,ϑ) ثابت کانترویچ تعمیم یافته  
  را دارد: 

K(h,ϑ) = K(h, 1− ϑ)    ,0 < K(h,ϑ) ≤ 1  
 

K(h,ϑ)   براي ϑ ≤ ଵ
ଶ
ϑو براي (نزولی)کاهشی   > ଵ

ଶ
  

است.  افزایشی همه بنابر (صعودي)  براي    این 
0 < ϑ ≤ 1 ،  

K(h) = K ቀh, ଵ
ଶ
ቁ = ଶ௛

భ
ర

ଵା௛
భ
మ
≤ K(h,ϑ).  

 
نامساوي   به  2.3( ابتدا  نسبت  را   ( R(A, B)     بیان  

  کنیم. می
  

دو عملگر معین مثبت در   A,Bفرض کنید  :1قضیه 
P   :باشند. در این صورت  

,R(A)ܭ B)ସ,ߴ) (A) ⋕ణ (ܤ) ≤
(ܣ ⋕ణ )2.4(                                                      .(ܤ  

  
  دانیم کهمی اثبات:

ଵ
ୖ(୅,୆)ܣ ≤ ܤ ≤ R(A, B)2.5(  .ܣ       (                       

  
  به صورت زیر تعریف کنید: Hبر نگاشت خطی 

(ܺ) = (A)
షభ
మ ((A

భ
మܺA

భ
మ)(A)

షభ
మ .  

  
(    آنگاه از  است.  )  2.5نگاشت خطی مثبت یکانی 

  داریم: 
mଵ = ଵ

ୖ(୅,୆) ≤ A
షభ
మ BA

షభ
మ ≤ R(A, B)  

= Mଵ.                                                                   )2.6 (  
  

  بوضوح 
mଶ = ଵ

ୖ(୅,୆) ≤ I ≤ R(A, B) = Mଶ.       )2.7(  

) بدست  2.7( ) و 2.6( و   ) براي  2.3( با استفاده از  
  آوریم: می

(I)(ߴ,ℎ)ܭ ⋕ణ (X) ≤ (I ⋕ణ X) )2.8(      
  

Xکه  = A
షభ
మ BA

షభ
మ  وh = ୑భ୑మ

୫భ୫మ
= Rସ(A, B) .  

  ) داریم 2.8از نامساوي (
K(h,ϑ)(X)஬ ≤ ൫X஬൯   

  یا
(A)))(h,ϑ)ܭ

షభ
మ (B)(A)

షభ
మ )஬ ≤

(A)
షభ
మ (A

భ
మ(A

షభ
మ BA

షభ
మ )஬A

భ
మ)(A)

షభ
మ   

(A)(ߴ,ℎ)ܭ
భ
మ ቀ((A)

షభ
మ (B)(A)

షభ
మ ቁ

ణ
  

(A)
భ
మ ≤ (ܣ

భ
మ(ܣ

షభ
మ ܣܤ

షభ
మ )ణܣ

భ
మ).   

  
  شود. حاصل می ) 2.4درنتیجه نامساوي موردنظر (

) نامساوي  از  با  2.3بنابراین  ߴ، )  = ଵ
ଶ

زیر   نتیجه 
  آید. بدست می

  
 Pدو عملگر معین مثبت در    A,Bفرض کنید    :1فرع  

  باشند، در این صورت: 
ଶோ(஺,஻)
ଵାோ(஺,஻)మ

(A) ⋕ (ܤ) ≤ (ܣ ⋕ (ܤ )2.9(  .  

  
  ] نشان داده شده است که اگر13در [

0 < mଶI ≤ B ≤ MଶI ,0 < mଵI ≤ A ≤ MଵI  
  

  آنگاه 
ଶ ඥ୫భ୫మ୑భ୑మ
ర

√୫భ୫మାඥ୑భ୑మ
(A) ⋕ (ܤ)  

≤ (ܣ ⋕ ) 2.10(                                          .(ܤ  
  

) و 2.9هاي زیر ارتباط بین ضرایب نامعادله (در مثال
دهیم که گاهی کنیم و نشان می) را بررسی می2.10(

تر از ضریب  مناسب)  2.10ضریب موجود در نامعادله (
س. بنابراین بطور کلی ) است و برعک 2.9ر (موجود د
برتري خاصی  ) نسبت به هم  2.10) و (2.9نامعادله (

  ندارند.
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,Aଵ  هايماتریس:  1مثال   Aଶ   را به صورت زیر در نظر
    .گیریممی

Aଵ = ቈ
2 0
0 ଵ

ଷ
቉ , Aଶ = ቈ

4 0
0 ଵ

ଶ
቉   

 
  شود کهبه آسانی مشاهده می

ଵ
ଷ

I ≤ ଵܣ ≤ 2I    , ଵ
ଶ

I ≤ ଶܣ ≤ 4I.  
  

  همچنین خواهیم داشت 

Aଵ
ି૚ = ቈ

ଵ
ଶ

0
0 3

቉ , Aଶ
ି૚ = ቈ

ଵ
ସ

0
0 2

቉  

Aଵ
ି૚ܣଶ = ቈ

ଵ
ଶ

0
0 3

቉ ቈ
4 0
0 ଵ

ଶ
቉ = ቈ

2 0
0 ଷ

ଶ
቉  .  

  
 شود به سادگی نتیجه می

൫Aଵݎ
ି૚ܣଶ൯ = 2  

  
Aଶبراي   و

ି૚ܣଵ  نیز داریم :  

Aଶ
ି૚ܣଵ = ቈ

ଵ
ସ

0
0 2

቉ ቈ
2 0
0 ଵ

ଷ
቉ = ቎

ଵ
ଶ

0

0 ଶ
ଷ

቏    

⇒ ൫Aଶݎ
ି૚ܣଵ൯ = ଶ

ଷ
  

  
 بنابراین 

(ଶܣ,ଵܣ)ܴ =
max൛ݎ൫Aଵ

ି૚ܣଶ൯, ൫Aଶݎ
ି૚ܣଵ൯ൟ = 2  

 و
ସ(ଶܣ,ଵܣ)ܴ = 16 ≤ ℎ = ୑భ୑మ

୫భ୫మ
  

= ଶ×ସ
భ
య×భ

మ
= 48  

⇒ ܭ ቀܴ(ܣଵ ,ଶ)ସܣ, ଵ
ଶ
ቁ = ଶ √ଵ଺ర

ଵା√ଵ଺
= ସ

ହ
  

  
 طرفی از

ܭ ቀℎ , ଵ
ଶ
ቁ = ,48)ܭ ଵ

ଶ
) = ଶ √ସ଼ర

ଵା√ସ଼
  

  
 : نتیجه نامساوي زیر برقرار است در

ܭ ቀܴ(ܣଵ,ܣଶ)ସ, ଵ
ଶ
ቁ ≥ ܭ ቀℎ , ଵ

ଶ
ቁ  

,Aଵهايماتریس: 2مثال Aଶ   را به صورت زیر در نظر
    .گیریممی

Aଵ = ቂ2 1
1 1ቃ , Aଶ = ቂ1 0

0 2ቃ   
  

  شود که به آسانی مشاهده می
1I ≤ ଶܣ ≤ 2I    , ଷି√ହ

ଶ
I ≤ ଵܣ ≤

ଷା√ହ
ଶ

I.  
  

  همچنین خواهیم داشت  

Aଵ
ି૚ = ቂ 1 −1

−1 2 ቃ , Aଶ
ି૚ = ቈ

1 0
0 ଵ

ଶ
቉   

Aଵ
ି૚ܣଶ = ቂ 1 −1

−1 2 ቃ ቂ1 0
0 2ቃ =

ቂ 1 −2
−1 4 ቃ  

Aଶ
ି૚ܣଵ = ቈ

1 0
0 ଵ

ଶ
቉ ቂ2 1

1 1ቃ = ቈ
2 1
ଵ
ଶ

ଵ
ଶ
቉  

  
Aଵمقادیر ویژه 

ି૚ܣଶ  عبارت است از  
 = ହ± √ଵ଻

ଶ
    

  
Aଶ مقادیر ویژه  و

ି૚ܣଵ عبارت است از  
 =  ହ±√ଵ଻

ସ
    

  
 شود به سادگی نتیجه می

(ଶܣ,ଵܣ)ܴ = ହା√ଵ଻
ଶ

  
  ازطرفی

ℎ = ୑భ୑మ
୫భ୫మ

= ଷା√ହ
యష√ఱ
మ

= 2 × ଷା√ହ
ଷି√ହ

= (ଷା√ହ)మ

ଶ
  

  
 بنابراین  

ସ(ଶܣ,ଵܣ)ܴ = (ହା√ଵ଻
ଶ

)ସ ≥ (ଷା√ହ)మ

ଶ
  

ସ(ଶܣ,ଵܣ)ܴ ≥ ୑భ୑మ
୫భ୫మ

= ℎ   
  

 : در نتیجه نامساوي زیر برقرار است
ܭ ቀܴ(ܣଵ,ܣଶ)ସ, ଵ

ଶ
ቁ ≤ ܭ ቀℎ , ଵ

ଶ
ቁ  
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هند  -2-2 آندومیانگین  به  مربوط  و  سی  لی   ،
  ماسیا 

کنید ,ଵܣ)=فرض  … ∋(௡ܣ, P௡     ८    و    نگاشت
بر   یکانی  مثبت  آنگاه   B(H)خطی    باشد. 

(ܣଵ), … ,(ܣ௡)،n     در مثبت  معین    Pعملگر 
هندسی   میانگین  ما  نظر    ( (८))ܩهستند.    در 

(A)گیریم که  می = ((ܣଵ), … ,(ܣ௡))  ، به
    i=1,…,nبراي یر است:شرح ز

 (ଵ)(८௜) = (८௜).  
  

ݎو براي   ≥ 1, ݅ = 1, … ,݊  
(௥ାଵ)(८௜) = ܩ ൬ቀ(௥)(८௜)ቁ

௝ஷ௜
൰ =

ܩ ቀ(௥)(८ଵ), … ,(௥)(८௜ିଵ),(௥)(८௜ାଵ), … ,(௥)(८௡)ቁ.
  

  در نتیجه  
( (८))ܩ = ܩ ቀ൫(ܣଵ), … ,(ܣ௡)൯ቁ =
lim
௥→ஶ

(௥)(८௜)  

  
݊فرض کنید   :2قضیه ≥ عدد صحیح مثبت باشد    2

,ଵܣ)و   … ∋(௡ܣ, P௡ h   و    = min
୧,୨

R(A୧, A୨) 

  در این صورت: باشند. 
(ܩ (८)) ≥ ቀ ଶ௛భ

ଵା௛భమ
ቁ
௡ିଵ

൫ (८)൯ܩ )2.10(     

  
براي    اثبات: ݎابتدا  ≥ h୰ما    1 =

min
୧,୨

R(A୧
(୰), A୨

(୰))    وK୰ = K(h୰)   قرار  
  ) داریم: 1.4دهیم. با رابطه (می

1 ≤ ℎ௥ ≤ ℎ௥ିଵ
భ

೙షభ ≤ ⋯ ≤ ℎଵ
ቀ భ
೙షభቁ

ೝ

.  
 

(t)݂چون تابع   = t஑    0براي < ߙ ≤ مقعر است   1
  کند که برقرار می

ଵା௧మഀ

ଶ
≤ ቀଵା௧

మ

ଶ
ቁ
ఈ

.  
  یا

ଶ௧ഀ

ଵା௧మഀ
≥ ቀ ݐ2

ଵା௧మ
ቁ
ఈ

.  
  

(t)ܭچون تابع   = ଶ୲
ଵା୲మ

، تابع کاهشی (نزولی) است. 
  بنابراین، 

௥ܭ = ଶ௛ೝ
ଵା௛ೝమ

≥ ଶ௛భ
ቀ భ
೙షభቁ

ೝ

ଵା௛భ
మቀ భ
೙షభቁ

ೝ  

≥ ቀ ଶ௛భ
ଵା௛భమ

ቁ
ቀ భ
೙షభቁ

ೝ

= Kଵ
ቀ భ
೙షభቁ

ೝ

.              ).112(  
  

) نامساوي  با استقرا روي  2.10اکنون ما  را   ( n ثابت
=n  کنیم. براي حالت می   داریم:   1با استفاده از فرع    2

(Aଵ ⋕ Aଶ) ≥ Kଵ൫(Aଵ) ⋕ (Aଶ)൯.     
  

݊براي حالت   = دهد یک محاسبه ساده نشان می  3
 که 

(ܣ)ܩଵ ⋕ ଵܣ,ଷܣ ⋕   ((ଶܣ
= ((ܣଵ ⋕ (ଷܣ ⋕ ଵܣ) ⋕   ((ଶܣ
 ≥ Kଶ[(ܣଵ ⋕ (ଷܣ ⋕ (ܣଵ ⋕   [(ଶܣ
≥  KଶൣKଵ൫(ܣଵ) ⋕ (ܣଷ)൯ ⋕
Kଵ൫(ܣଵ) ⋕ (ܣଶ)൯൧    
= KଶKଵ ൣ൫(ܣଵ) ⋕ (ܣଷ)൯ ⋕ ൫(ܣଵ) ⋕
(ܣଶ)൯൧  
= KଶKଵܩ൫(ܣଵ) ⋕ (ܣଷ),(ܣଵ) ⋕
(ܣଶ)൯.       

  پس
൫ܣଵ(ଷ)൯ ≥ KଶKଵ

(ଷ)(ܣଵ).  
  

    بنابراین
൫ܣ௜(௥)൯ ≥ (K୰ିଵK୰ିଶ … Kଵ)(௥)(ܣ௜).  

  
  . i=1,2,3 براي

  nبرقرار باشد ما حالت    n-1براي    2فرض کنید قضیه
 کنیم. از فرض استقرا داریم: را اثبات می

൫ܣ௜
(௥)൯ = ቆܩ ቀ൫ܣ௝

(௥ିଵ)൯
௝ஷ௜
ቁቇ

=  ቀܩ ൫ܣଵ
(௥ିଵ),ܣଶ

(௥ିଵ), … ௜ାଵܣ,
(௥ିଵ), … ௡ܣ,

(௥ିଵ)൯ቁ

≥ ଵܣቀ൫ܩ௥ିଵ௡ିଶܭ
(௥ିଵ)൯, … ,൫ܣ௜ାଵ

(௥ିଵ)൯, … ,൫ܣ௡
(௥ିଵ)൯ቁ 

≥

ቆܩ௥ିଵ௡ିଶܭ
ଵܣ௥ିଶ௡ିଶ൫ܭ

(௥ିଵ)൯, … ௜ାଵܣ௥ିଶ௡ିଶ൫ܭ,
(௥ିଵ)൯, … ,

௡ܣ௥ିଶ௡ିଶ൫ܭ
(௥ିଵ)൯

ቇ ≥
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ቆܩ௥ିଶ௡ିଶܭ௥ିଵ௡ିଶܭ
൫ܣଵ

(௥ିଵ)൯, … ,൫ܣ௜ାଵ
(௥ିଵ)൯, … ,

൫ܣ௡
(௥ିଵ)൯

ቇ =

ଵܣ)ܩቀ൫ܩ௥ିଶ௡ିଶܭ௥ିଵ௡ିଶܭ
(௥ିଶ)൯ቁ , … , ቀܩ൫ܣ௜ାଵ

(௥ିଶ)൯ቁ , …,  
 ቀܩ൫ܣ௡

(௥ିଶ)൯ቁ)  
⋮ 
≥

(K୰ିଵK୰ିଶ … Kଵ)௡ିଶܩ ൬
,(ଵܣ) … ,(ܣ௜ାଵ),

… ,(ܣ௡) ൰ =

(K୰ିଵK୰ିଶ … Kଵ)௡ିଶܩ ቀ൫ܣ௝൯௝ஷ௜ቁ.   
  

  داریم:   i=1,…,nمثبت  بنابراین براي عدد صحیح 
൫ܣ௜

(௥)൯ ≥
(K୰ିଵK୰ିଶ … Kଵ)௡ିଶܩ ቀ൫ܣ௝൯௝ஷ௜ቁ  )2.12(          

  
  ) داریم:  2.11ز رابطه (با استفاده ا

K୰ିଵK୰ିଶ … Kଵ ≥ KଵKଵ
భ

೙షభ … Kଵ
ቀ భ
೙షభቁ

ೝషభ

  

= Kଵ
ଵା భ

೙షభା⋯ାቀ
భ

೙షభቁ
ೝషభ

.  
  

  در نتیجه 
lim
௥→ஶ

inf K୰ିଵK୰ିଶ … Kଵ ≥Kଵ
೙షభ
೙షమ   )2.13(         

  

که   آنجا  Kଵاز 
ଵା భ

೙షభା⋯ାቀ
భ

೙షభቁ
ೝషభ

→ Kଵ
೙షభ
೙షమ .  

  دانیم می
lim
௥→ஶ

൫ܣ௜
(௥)൯ =  ቀ lim

௥→ஶ
௜ܣ 

(௥)ቁ =
(ܣ)ܩଵ,ܣଶ, …                  )௡)).                 )2.14ܣ,

  و
lim
௥→ஶ

(௥)( ܣ௜) =

,(ଶܣ),(ଵܣ)൫ܩ … ,(ܣ௡)൯ )2.15              (    
  

)،  2.15( ) و2.14) و(2.13( ) و2.12هاي (از نامساوي
     آید.) بدست می2.10نامساوي (

  
݊فرض کنید    .2فرع ≥   عدد صحیح مثبت باشد   2

,ଵܣ)و   … ∋(௡ܣ, P௡    .کنیباشد فرض   دهمچنین 
0 < mI ≤ ௜ܣ  ≤ MI   برايi=1,…,n آنگاه  ،  

0 < m < M   و   

∏௡ିଵ൫ܭ ൻܣ௝௡
௝ୀଵ ,ݔ ൯⟨ݔ

భ
೙ ≤

ଵܣ)ܩ⟩ ,ଶܣ, … ,ݔ(௡ܣ, ⟨ݔ ≤  

൫∏ ൻܣ௝௡
௝ୀଵ ,ݔ ൯⟨ݔ

భ
೙ )2.16(                                          

  
ܭکه  = ଶ√௠ெ

௠ାெ
.  

کنید  اثبات: ,ଵܣ)فرض  … ∋(௡ܣ, P௡ با    .باشد   
توان  برهان مشابه در حالت دو متغیره، به آسانی می

  شان داد که نامساوي زیر برقرار است ن
(ܣ)ܩଵ,ܣଶ, … ((௡ܣ, ≤
,(ଶܣ),(ଵܣ))ܩ … ,(ܣ௡))     )2.17(              

  
) براي تابعک 2.17) و ( 2.10هاي (با بکار بردن رابطه

(ܣ)خطی مثبت  = ,ݔܣ⟩ بردار واحد در   xکه   ⟨ݔ
H آید.  ) بدست می2.16( باشد، نامساوي  

نامساوي (از  براي  2.10هاي   ((ܣ) = ,ݔܣ⟩ و   ⟨ݔ
 همچنین عملگرهاي خطی مثبت 

∥ ܣ ∥= ,ݔܣ⟩}݌ݑݏ ⟨ݔ : ∥ ݔ ∥≤ 1 }   
  

  آید: بدست مینتیجه زیر 
  

݊فرض کنید    .3فرع ≥ عدد صحیح مثبت باشد    2
,ଵܣ)و … ∋(௡ܣ, P௡ کنید   باشد    فرض    و 

0 < mI ≤ ௜ܣ  ≤ MI  براي  i=1,…,n این در   ،
0 صورت < m < M  و  

∏௡ିଵܭ ∥ ௝௡ܣ
௝ୀଵ ∥

భ
೙≤∥ ,ଶܣ,ଵܣ)ܩ … (௡ܣ, ∥  

≤
∏ ∥௡
௝ୀଵ ௝ܣ ∥

భ
೙ )2.18   (                                                 

ܭکه  = ଶ√௠ெ
௠ାெ

.  
  

  یهاي توانهاي کارچر و میانگینمیانگین -3-2
شود،  میانگین کارچرکه میانگین ریمان هم نامیده می

مورد  مدت دیفرانسیل  هندسه  زمینه  در  که  هاست 
  توجه قرار گرفته است.

اخیرا از آن در موارد متنوعی استفاده شده است مانند:  
راداري،   و  پزشکی  تصویربرداري  در  تانسوري  انتشار 
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هستهماتریس آمار،  در  کوواریانس  در  هاي  هایی 
  پذیري. ن یادگیري و انعطافماشی

ماتریس و  عملگرها  براي  توانی  معین  میانگین  هاي 
اند. میانگین کارچر و  معرفی شده]  15,14[مثبت در  

شده،   فهرست  ویژگی  ده  تمامی  در  توانی  میانگین 
میصد که ]  2,3,16[در    کنند.ق  شد  داده  نشان 

کارچر اخیرا ابزار مهمی    هاي توانی و میانگین میانگین
اي مطالعه عملگرهاي معین مثبت و موضوع جالب  بر

هستند. عملگرها  نظریه  و  ماتریسی  آنالیز   براي 
به  بیشتر  اطلاعات  براي  را    پژوهشگر 

  دهیم.  ارجاع می] 3,14,15,17,18,19,20[
را  میانگین عملگر  دو  براي  هندسی  و  توانی    هاي 

هاي با حل معادله  ،توان براي بیشتر از سه عملگرمی
  زیر توسعه داد. عملگري

اي از همه  مجموعه  ௡∆طبیعی و    عدد  nفرض کنید  
  عبارتیبردارهاي احتمال باشد به

∆௡= ݓ} = ଵݓ) , … (௡ݓ, ∈ (0,1)௡ ∶
∑ ௜௡ݓ
௜ୀଵ = 1} .  

  
८   کنیدفرض   = ,ଵܣ) … (௡ܣ, ∈ P௡  و  w =

 (wଵ, … , w୬) ∈ ∆୬   باشد. در این صورت میانگین
وز از    (८;ݓ)Ʌ، دار  نکارچر  یکتا  مثبت  باجواب 

  شود: معادله عملگري زیر است، تعریف می
∑ ௜௡ݓ
௜ୀଵ ܺ)݃݋݈

షభ
మ ௜ܺܣ

షభ
మ ) = 0 .  

 
کنید t  فرض  ∈ وزن[1,1−] توانی  میانگین    دار ، 
P୲(w;८)    با جواب مثبت یکتا از معادله عملگري زیر
  شود:تعریف می

∑ ௜௡ݓ
௜ୀଵ (ܺ

షభ
మ ௜ܺܣ

షభ
మ )௧ = I.  

  
هاي  دار و میانگینهاي کارچر وزنرابطه بین میانگین

وزن (८;ݓ)Ʌ   دار، توانی  = lim
௧→଴ ௧ܲ(ݓ;८) با

 . شودیادآوري می ] 14[قوي در  -توپولوژي عملگري
  B(H)نگاشت خطی مثبت یکانی بر    فرض کنید  

ݐ] ثابت شد اگر 15[  باشد در ∈ باشد در این   [0,1)
  صورت 

( ௧ܲ(ݓ;८)) ≤ ௧ܲ(ݓ;(८)) )2.19   (               
 

  آوریم. در قضیه زیر وارون این نامساوي را بدست می 
  

نگاشت خطی مثبت یکانی بر    فرض کنید    .3قضیه
B(H)  باشد و   ݊ ≥ عدد صحیح مثبت باشد. اگر    2

0 < t ≤ ,ଵܣ)و   1 … ∋(௡ܣ, P௡    این در  باشد، 
 صورت 

൫P୲(w;८)൯ ≥ K଴
భ
౪P୲൫w;(८)൯   )2.20(       

  
h଴ که = min

ଵஸ୧ஸ୬
R(P୲(w;८), A୧).  

tفرض کنید   اثبات: ∈ ௧ܺو    [0,1) = ௧ܲ(ݓ;८)  
 باشد، در این صورت

ܺ௧ = ∑ ௜௡ݓ
௜ୀଵ (ܺ௧ ⋕௧   .(௜ܣ

  
f(X)  صورترا به f تابع = ∑ w୧

୬
୧ୀଵ (X ⋕୲ (A୧)) 

صورت این  در  کنید.  limf୬(X)  تعریف 
୬→ஶ

=

P୲(w;८) براي  X > 0.  
  B(H)نگاشت خطی مثبت یکانی بر    فرض کنید  

  باشد. در این صورت
(ܺ௧) = ∑ ௜௡ݓ

௜ୀଵ (ܺ௧ ⋕௧ (௜ܣ ≥
∑ ௜௡ݓ
௜ୀଵ K(ℎ଴, t)൫( ௧ܺ) ⋕௧ (ܣ௜)൯ =

K(ℎ଴, t)݂((X௧)).  
  

دهید ߴ.  قرار  = 1− افزایشی    fچون     ݐ تابع 
  است،  (صعودي) 

݂൫K(h଴, t)ିଵ(X୲)൯ =
∑ w୧
୬
୧ୀଵ ൫K(h଴, t)ିଵ(X୲) ⋕୲ (A୧)൯ =

K(h଴, t)ି஬ ∑ w୧
୬
୧ୀଵ ൫(X୲) ⋕୲ (A୧)൯ =

K(h଴, t)ି஬f൫(X୲)൯ ≥ f ଶ൫(X୲)൯.  
  

  راین  بناب
(X୲) ≥  K(h଴ , t)f൫(X୲)൯ ≥
K(h଴, t)ଵା஬f ଶ൫(X୲)൯.  

  
  در نتیجه  
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(X୲) ≥  K(h଴ , t)f൫(X୲)൯ ≥
K(h଴, t)ଵା஬ା஬మା⋯ା஬౤షభf୬൫(X୲)൯.  

  
    .کنداین برقرار می

൫ ௧ܲ(ݓ;८)൯ = (ܺ௧) ≥

଴ܭ
భ

భషഛ lim
௡→ஶ

݂௡൫(ܺ௧)൯ ଴ܭ=
భ
೟ ௧ܲ൫ݓ;(८)൯.  

  
    .دهیمباز زیر پایان می در پایان مقاله را با مساله

رابطه («آیا  (2.19هاي  و  میانگین2.20)  براي  هاي  ) 
  دار برقرارند؟» کارچر وزن

  
  گیري نتیجه -4-2

نامساوي (نامساويوارون  از  ها  مکمل)    هاي 
توجه  هاي کلاسیک و معروف همواره مونامساوي رد 

  اند.بوده
به عنوان مثال یک وارون از نامساوي معروف میانگین  

  هندسی عملگري زیر: -حسابی

 A ⋕ B = A
భ
మ ቀA

షభ
మ BA

షభ
మ ቁ

భ
మ

A
భ
మ  ≤  ୅ା୆

ଶ
=

 A∇B.  
  

  نامساوي زیر است: 
ଶ√௠ெ
௠ାெ

  ୅ା୆
ଶ

≤ A ⋕ B.   
  

شده    اثبات  ]21که با استفاده از ثابت کانترویچ در [
  به طوري  B وA است و براي هر عملگر معین مثبت 

0که  < ݉I ≤ A, B ≤ MI   .برقرار است  
یامازاکی این نتیجه را تعمیم داده و یک وارون  ]  7در [

عملگر    nهندسی براي    –از نامساوي میانگین حسابی  
  آورد. معین مثبت بدست می

معروف نامساوي  از  وارون  نامساوي  یک   همچنین 
 (ܣ ⋕ (ܤ ≤ (A) ⋕ (ܤ)نامساوي به صورت 

  زیر است:  
ଶ ඥ୫భ୫మ୑భ୑మ
ర

√୫భ୫మାඥ୑భ୑మ
(A) ⋕ (ܤ) ≤ (ܣ ⋕  (1) .(ܤ

  

  که طوريبه A,Bکه براي هر عملگر معین و مثبت 
 0 < mଶI ≤ B ≤ MଶI , 0 < mଵI ≤ A ≤ MଵI  

  
]  13برقرار است و در [  و هر نگاشت خطی و مثبت  

  شده است.  نشان داده
) را براي میانگین هندسی  1در این مقاله ما نامساوي ( 

عملگر n معرفی شده توسط آندو و لی و ماسیا شامل 
 ایم: ایم و نشان دادهمعین مثبت تعمیم دادهخطی 

ቀ ଶ௛
ଵା௛మ

ቁ
௡ିଵ

,(ଵܣ))ܩ … ,(ܣ௡) ≤
(ܣ)ܩଵ, …                                        )   ௡)).     )2ܣ,

  
 که 

R(ܣ௜ ,௝൯ܣ௜ିଵܣ൫ݎ }௝)=maxܣ,   {(௜ܣ௝ିଵܣ)ݎ
h=݉݅݊௜,௝ܴ(ܣ௜      (௝ܣ,

  
  ) و 1هاي (هایی ضرایب نامساويارائه مثال  با  و  است.

ایم. همچنین یک  با هم مقایسه کرده   n=2برايرا    )2(
توانی میانگین  براي  را  وارون  از  وزن-نامساوي    nدار 

نگاشت شامل  مثبت  معین  مثبت  عملگر  خطی  هاي 
  . ایمیکانی بدست آورده
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