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 معادلات  این  از   خاصی  نوع   مقاله،  این  در.  باشد  می  ماتریسی  معادلات  علمی،   های   شاخه  از   برخی  در  پرکاربرد  معادلات  از  یکی

𝑨[𝑿]   فرم  به  اییبازه   ماتریسی  معادلات  بنام = [𝑩]  دو .  است  گرفته  قرار  مطالعه  مورد(  غیرمربعی  و  مربعی)  کلی  حالت  در  

  ماتریسی   ی  معادله  یک  ایی،بازه  حساب  براساس  اول،  روش  در.  است  شده  ارائه  معادلات  گونه  این  جبری  حل  برای  ساده  روش

 توجه  با  و دوم  روش  براساس  همچنین.  شود  می  بزرگتر  اییاندازه  با(  اییغیربازه)  قطعی  ماتریسی  ی  معادله   یک   به  تبدیل  اییبازه 

 شده اندازه  و  ابعاد  همان  با (  اییغیربازه)   قطعی  ماتریسی  ی  معادله  دو   به  تبدیل  اییبازه  ماتریسی  ی   معادله  یک  مفاهیم،  بعضی  به

  کارایی   و  توانایی  دادن  نشان  برای ضمناً.  است  شده  ارائه  خاص حالتی  در یکتا،  جبری جواب  وجود  برای  کافی  و لازم  شرایط.  است
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 مقدمه 1

پدیده بندی  مدل  عدم  در  نوع  دو  با  فیزیکی  مختلف  های 

 قطعیت مواجه هستیم: 

و ابزار  نوع اول    : عدم قطعیتی که ناشی از ضعف دانش 

پیچیدگی شناخت  در  پدیده  بشری  یک  به  میهای  باشد. 

اندازه گیری دمای یک شهر در چندین   برای  عنوان مثال 

ها   آن  از  نهایت  در  و  برده  بکار  را  دماسنج  شهر  از  نقطه 

دست آمده با دمای    شود. مسلماً دمای بهمیانگین گرفته می

واقعی آن شهر تفاوت دارد، زیرا اولاً تنها چند نقطه از آن  

خطای   ثانیاً  است،  شده  داده  دخالت  محاسبات  در  شهر 

دستگاه همچنین  و  گیر  اندازه  عدم  شخص  ایجاد  باعث  ها 

 قطعیت در میزان دمای اعلام شده می گردد. 

: مربوط به عدم صراحت و عدم شفافیت مربوط    نوع دوم 

باشد. یک پدیده ممکن  یا ویژگی خاص مییک پدیده  به  

است ذاتاً غیرصریح و وابسته به قضاوت افراد باشد. به عنوان  

مثال ویژگی گرم بودن هوا از نظر افراد مختلف متفاوت است  

یک  و هیچ تعریف واحدی برای آن وجود ندارد به طوری که  

 درجه را.    40درجه را گرم بداند و فرد دیگری    30نفر دمای  

می   گرایانه،  واقع  مدل  یک  آوردن  به دست  برای  بنابراین 

بگیریم.   نظر  در  مدل  در  را  قطعیت  عدم  از  بایستی  یکی 

های موجود برای تأثیر عدم قطعیت ذاتی، استفاده از  روش

اخیر،می  اییبازه ریاضیات   سال  چند  در  نوع    باشد.  این 

الگوریتم در  قطعیت عددی  عدم  بررسی  در  و  ریاضیات  ها 

ی شگرفی داشته است. از طرف دیگر،  مسائل عددی توسعه

کاربرد فراوانی در علوم مهندسی دارند. این    ایبازه مسائل  

توانند  آیند که اطلاعات مسأله نمیمسائل زمانی به وجود می

اندازه  به گیری شوند، اما میبه صورت دقیق  توانند متعلق 

  [.2 ,1]ی مشخصی از اعداد باشند دامنه

بازه مسائل  از  و  یکی  محققان  توجه  مورد  اخیراً  که  ایی 

ایی می  پژوهشگران قرار گرفته است، معادلات ماتریسی بازه 

باشد. این معادلات، کاربردهای فراوانی در بعضی شاخه های  

علوم مهندسی مانند پراکندگی الکترومغناطیسی، مکانیک  

. در ادامه به بعضی از فعالیت [3]سازه و نظریه کنترل دارند  

های پژوهشی صورت گرفته در چند سال گذشته بصورت 

 مختصر اشاره می نماییم.  

معادله ی ماتریسی      ]4[، سیف و همکاران  1994در سال  

𝑨𝑿ایی به فرم   بازه  + 𝑿𝑩 = 𝑪    را در نظر گرفتند و یک

شرط لازم و کافی، برای وجود جواب معادله ی فوق را ارائه 

مجموعه جواب    ]5[، هاشمی و دهقان  2011در سال  دادند.  

𝑨𝑿های مختلفی برای معادله ی ماتریسی   = 𝑩  که در ،

دو ماتریس   𝑿و    𝑩ایی  و  یک ماتریس مربعی بازه   𝑨آن  

بازه دادند.  غیرمربعی  قرار  مطالعه  مورد  را  هستند  ایی 

، روشی کارا جهت تخمین  ]6[  2012همچنین آنها در سال  

بازه  ماتریسی  معادلات  فرم  خارجی مجموعه جواب  به  ایی 

𝑨𝑿 + 𝑿𝑨𝑇 = 𝑭    .ریواز و  2014در سال  ارائه دادند  ،

ایی را که  دستگاهی از معادلات ماتریسی بازه  ]3[همکاران  

شامل دو معادله و دو مجهول بود را مورد مطالعه قرار دادند  

و برای آن یک مجموعه جواب تعریف نموده و شرایطی را  

مطرح نمودند که تحت آن این مجموعه جواب کراندار باشد.  

سپس روشهای مستقیم و تکراری را برای حل این دستگاه  

   ]7[مدیسه  ارائه دادند. همچنین در همین سال، دهقانی  

 ایی به فرم  معادلات ماتریسی سیلوستر تعمیم یافته ی بازه

∑ 𝑨𝑖𝑿𝑖
𝑝
𝑖=1 +∑ 𝒀𝑗𝑩𝑗

𝑞
𝑗=1 = 𝑪,  

از   دسته  این  برای  و  داده  قرار  مطالعه  مورد  معادلات،  را 

در  نمودند.   مطرح  را  یافته  تعمیم  مفهوم مجموعه جواب 

با در نظر گرفتن معادله ی    ]8[  ، زنگوئی زاده2015سال  

𝑨𝑿𝑩مربعی به فرم     اییماتریسی بازه  = 𝑪  شرایطی را ،

ی   معادله  این  جواب  مجموعه  آنها  تحت  که  داد  ارائه 

   ]9[، هلنا میسکووا  2016در سال  ماتریسی کراندار باشد.  

بازه ماتریسی  معادلات  پذیری  در جبر مکسحل  را  -ایی 

پلاس مورد مطالعه و بررسی قرار داد. خاطر نشان می گردد  

ماکس جبر  در  به  -که  ضرب  و  جمع  های  عملگر  پلاس، 

 صورت زیر تعریف می شوند: 

𝑎 ⊕ 𝑏 = max{𝑎, 𝑏} ,           𝑎⨂𝑏 = 𝑎 + 𝑏. 

با در نظر گرفتن    ]10[، درازنسکا و میسکووا  2017در سال  

𝑨𝑿𝑪ایی به فرم  معادلات ماتریسی بازه  = 𝑩 چهار روش ،
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را برای حل پذیری این گونه معادلات ارائه دادند. در سال  

ایی به  معادلات ماتریسی بازه   ]11[، دهقانی مدیسه  2018

𝑨𝑿𝑩فرم   + 𝑪𝑿𝑫 = 𝑭    و داده  قرار  بررسی  مورد  را 

یافتن تخمین های خارجی مجموعه   را جهت  روش هایی 

نمودند.   مطرح  معادلات  گونه  این  سال، جواب  همین  در 

معادلات ماتریسی پارامتری    ]12[پوپووا در مقاله ی خود  

𝑨(𝒑) 𝑿به فرم   = 𝑩(𝒑)  را که در آن پارامتر𝑝  متعلق

به بازه هایی مشخص و معین می باشد، را مورد مطالعه قرار 

داد. همچنین، میسکووا در ادامه ی کارهای پژوهشی قبلی 

معادلات    ]14  ,13[خود   پذیری  حل  برای  روش  سه 

𝑨𝑿𝑪ایی به فرم  بازه ماتریسی   = 𝑩     ارائه داد. همچنین

شرایط لازم و کافی جدیدی برای وجود    ]15[اخیراً، وانگ  

 جواب یکتای معادله ماتریسی به فرم 

𝑨𝑿𝑩 + 𝑪|𝑿|𝑫 = 𝑬, 

هدف از این مقاله، حل جبری معادلات ماتریسی  ارائه دادند.

 ایی به فرم  بازه 

𝑨[𝑿] = [𝑩],  (1                              )  

 

𝑨 است، که در آن   = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛  یک ماتریس حقیقی

 مقدار و

[𝑿] = ([𝑥𝑖𝑗])𝑛×𝑝,     
[𝑩] = ([𝑏𝑖𝑗])𝑚×𝑝, 

 

های   مقداربازهماتریس  دو    ایی  هدف،  این  برای  هستند. 

روش مطرح شده است. در روش پیشنهادی اول، براساس  

( را به یک معادله ی 1ایی، معادله ی ماتریسی )حساب بازه 

ایی( منتها با ابعاد بزرگتر از مسأله ماتریسی قطعی )غیربازه 

ی اولیه، تبدیل می نماییم و سپس به کمک روش حذفی  

گأوس، جواب جبری مسأله را در صورت وجود می یابیم.  

  مفاهیم همچنین در روش پیشنهادی دوم، براساس بعضی  

( را به دو 1مطرح شده در این مقاله، معادله ی ماتریسی )

ایی( با همان ابعاد و اندازه  معادله ی ماتریسی قطعی )غیربازه

ی مسأله ی اولیه، تبدیل می نماییم و سپس مشابه روش  

ول،  به وسیله ی روش حذفی گأوس، جواب جبری مسأله  ا

یابیم.    می  وجود  در صورت  زیر را  به صورت  تحقیق  این 

 سازماندهی گردیده است:

بخش   بازه 2در  ریاضیات  مقدمات  و  مفاهیم  مطرح  ،  ایی 

، روش های پیشنهادی  4و    3گردیده است. در بخش های  

(، به همراه  1ایی )برای حل جبری معادله ی ماتریسی بازه

حل مثال های عددی، ارائه شده است. بحث و نتیجه گیری  

های   پژوهش  انجام  برای  موضوعاتی  ی  ارائه  همچنین  و 

 آورده شده است.  5آینده، در بخش  

 . مفاهیم اولیه 2

و   تعاریف  بعضی  بخش،  این  ریاضیات    مفاهیم در  ای  پایه 

گردد، بازه  می  استفاده  ها  آن  از  مقاله  در سرتاسر  که  ایی 

 ارائه می شود. 

نشان   [𝑥]را با نماد    اییبازهیک عدد    ]16[  .1-2تعريف  

 می دهیم و به صورت زیر تعریف می کنیم: 

[𝑥] = { 𝑡 ∈ ℝ  ∶   𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 } ∶= [ 𝑥, 𝑥], 

آن   در  می  ℝ که  حقیقی  اعداد  مجموعه  وبیانگر    باشد 

𝑥, 𝑥 ∈ ℝ    و𝑥 ≤ 𝑥 . 

را کران بالای عدد    𝑥را کران پایین و    𝑥در تعریف فوق،  

ی تمام اعداد  نامیم. در این مقاله، مجموعهمی  [𝑥]  اییبازه 

دهیم. همچنین واضح است که نشان می  𝕀ℝرا با    اییبازه 

ℝ ⊂ 𝕀ℝ   زیرا ، 

ℝ = { [𝑥] ∈ 𝕀ℝ   ∶     𝑥 = 𝑥 }. 
 

[𝑥]  ایبازهعدد    ]16[.  2-2  تعريف = [ 𝑥, 𝑥]    را عدد

𝑥نامیم هرگاه  محض می  اییبازه  < 𝑥  در این صورت می .

[𝑥]نویسیم   ∈ 𝕀ℝ\ℝ. 

 

   [𝑦]و    [𝑥]دلخواه   ایی بازهبرای اعداد   ]16[.  3-2  تعريف

 داریم: 

[𝑥] = [𝑦]   ⟺  𝑥 = 𝑦    &    𝑥 =𝑦. 

  اییبازهدو عدد     [𝑦]و     [𝑥]هرگاه    ]16[.  4-2  تعريف

 دلخواه باشند، آنگاه 

[𝑥] ≤ [𝑦]         ⟺         𝑥 ≤ 𝑦. 
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 توان نتیجه گرفت که: از تعریف فوق می

[𝑥] ≤ [0] ≔ [0,0]         ⟺         𝑥 ≤ 0, 

[𝑥] ≥ [0] ≔ [0,0]         ⟺         𝑥 ≥ 0. 

 

[𝑥]  اییبازه عدد    ]16[.  5-2  تعريف = [ 𝑥, 𝑥]    را

هرگاه:     گوییم   متقارن 

𝑥 + 𝑥 = 0. 
 

 

نماد   [𝑥]  اییبازهمرکز عدد    ]17[  .6-2  تعريف با    𝑥𝑐را 

 دهیم و برابر است با: نشان می

𝑥𝑐 =
𝑥 + 𝑥

2
. 

 

توان نتیجه گرفت که  برای عدد  با توجه به تعاریف فوق می

𝑥𝐶داریم:     [𝑥]متقارن   اییبازه  = 0. 

 

 𝑥𝑤را با نماد   [𝑥] اییبازهعدد  پهنای  ]17[. 7- 2 تعريف

 دهیم و برابر است با: نشان می

𝑥𝑤   = 𝑥 − 𝑥.           

 

 𝑥𝑟را با نماد    [𝑥]  اییبازهشعاع عدد    ]17[.  8-2  تعريف

 دهیم و برابر است با: نشان می

𝑥𝑟   =
1
2
𝑥𝑤   =

𝑥 − 𝑥

2
.             

 

از مفاهیم فوق، می را  با استفاده  زیر  ارائه  توانیم قضیه ی 

 دهیم. 

 

 داریم:    [𝑦]و   [𝑥]دلخواه   اییبازهبرای اعداد . 1-2قضیه 

[𝑦]⋂[𝑥]الف(   ≠  اگر و تنها اگر  ∅
|𝑥𝑐 − 𝑦𝑐| ≤ 𝑥𝑟 + 𝑦𝑟 , 

 

[𝑦]ب(  ⊆ [𝑥]  اگر و تنها اگر 

|𝑥𝑐 − 𝑦𝑐| ≤ 𝑥𝑟 − 𝑦𝑟 . 
 

 

[𝑥]کنیم که  ابتدا فرض می  رفت:  اثبات الف(.   ∩ [𝑦] ≠

𝑎و همچنین   ∅ ∈ [𝑥] ∩ [𝑦]:در این صورت . 
𝑎 ∈ [𝑥] ⟹ |𝑥𝑐 − 𝑎| ≤ 𝑥𝑟 , 

 

 و به صورت مشابه 
𝑎 ∈ [𝑦] ⟹ |𝑦𝑐 − 𝑎| ≤ 𝑦𝑟 , 

 

 لذا

 |𝑥𝑐 − 𝑎| + |𝑦𝑐 − 𝑎| ≤ 𝑥𝑟 + 𝑦𝑟 .                 
 

 ست که: واضح ا از طرفی
|𝑥𝑐 − 𝑦𝑐| ≤ |𝑥𝑐 − 𝑎| + |𝑦𝑐 − 𝑎|, 

 

 بنابراین 
|𝑥𝑐 − 𝑦𝑐| ≤ 𝑥𝑟 + 𝑦𝑟 , 

 

 بنابراین قسمت لزوم بخش الف، ثابت شد.

 کنیم که نامساوی ذیل برقرار باشد  حال فرض می برگشت:
|𝑥𝑐 − 𝑦𝑐| ≤ 𝑥𝑟 + 𝑦𝑟 . 

 

[𝑦]⋂[𝑥]براساس برهان خلف، اگر   = . در این صورت   ∅

 دارای دو حالت می باشیم: 

[𝑥]حالت اول: هرگاه   < [𝑦]    در این حالت واضح است .

 که:

|𝑥𝑐 − 𝑦𝑐| = |𝑥𝑐 − 𝑥| + |𝑥 − 𝑦| + |𝑦 − 𝑦𝑐|                                

= 𝑥𝑟 + |𝑥 − 𝑦| + 𝑦𝑟 > 𝑥𝑟 + 𝑦𝑟 .             
 

 

 که این، یک تناقض آشکار است. 

هرگاه   دوم:  [𝑦]حالت  < [𝑥] کاملا حالت،  این  اثبات   .

 مشابه حالت اول است. بنابراین اثبات بخش الف، تمام است. 

[𝑦] کنیم که:   ابتدا فرض می   رفت:  اثبات ب(. ⊆ [𝑥] .

 در این صورت اگر

𝑦𝑐 = 𝑥𝑐 , 
 

حالت   دو  دارای  صورت،  این  غیر  در  است.  بدیهی  اثبات 

 هستیم: 
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هرگاه   اول:  𝑦𝑐حالت  ∈ [𝑥, 𝑥𝑐]  این در  واضح  طور  به   .

 قسمت خواهیم داشت: 

𝑥𝑟 = |𝑥 − 𝑦| + |𝑦 − 𝑦𝑐| + |𝑦𝑐 − 𝑥𝑐|                              

= |𝑥 − 𝑦| + 𝑦𝑟 + |𝑥𝑐 − 𝑦𝑐|,                              
 

 
 بنابراین، نتیجه می گیریم: 

𝑥𝑟 − 𝑦𝑟 = |𝑥 − 𝑦| + |𝑥𝑐 − 𝑦𝑐|, 

 

 و در نتیجه
|𝑥𝑐 − 𝑦𝑐| ≤ 𝑥𝑟 − 𝑦𝑟 . 

 

𝑦𝑐حالت دوم: هرگاه   ∈ [𝑥𝑐 , 𝑥] ًاثبات این حالت کاملا .

بنابراین قسمت ب بخش رفت، مشابه اثبات حالت اول است.  

 ثابت شد.
 حال فرض کنید که نامساوی ذیل برقرار باشد :برگشت

|𝑥𝑐 − 𝑦𝑐| ≤ 𝑥𝑟 − 𝑦𝑟 . 
 

[𝑦]براساس برهان خلف، اگر    ⊈ [𝑥]  توان ، آن گاه می 

عضو   گرفت  ∗𝑦نتیجه  ∈ [𝑦]   که طوری  به  دارد  وجود 

𝑦∗ ∉ [𝑥].  :در این صورت نتیجه می گیریم 
|𝑥𝑐 − 𝑦∗| > 𝑥𝑟 , 

 

 و همچنین 
|𝑦∗ − 𝑦𝑐| ≤ 𝑦𝑟 , 

 

 بنابراین 
|𝑥𝑐 − 𝑦∗| − |𝑦∗ − 𝑦𝑐| > 𝑥𝑟 − 𝑦𝑟 . 

 
 از طرفی واضح است که:  

|𝑥𝑐 − 𝑦𝑐| ≥ |𝑥𝑐 − 𝑦∗| − |𝑦∗ − 𝑦𝑐|. 
 

   بنابراین
|𝑥𝑐 − 𝑦𝑐| > 𝑥𝑟 − 𝑦𝑟 , 

 

اثبات بخش ب   که این، یک تناقض آشکار است. بنابراین، 

 ∎تمام است. 

 

از  اییبازهبا توجه به تعریف شعاع یک عدد    .1-2نتیجه    ،

 توان نتیجه گرفت که:می 1-2قضیه 

[𝑦]⋂[𝑥]الف(   ≠  اگر و تنها اگر  ∅
2|𝑥𝑐 − 𝑦𝑐| ≤ 𝑥𝑤 + 𝑦𝑤 , 

 

[𝑦]ب(  ⊆ [𝑥]  اگر و تنها اگر 

2|𝑥𝑐 − 𝑦𝑐| ≤ 𝑥𝑤 − 𝑦𝑤 . 
   

𝑑: 𝕀ℝتابع    ]18[.  9-2تعريف   × 𝕀ℝ ⟶  ℝ    با

 ی  ضابطه

𝑑([𝑥], [𝑦]) = max  { |𝑥 − 𝑦|, |𝑥 − 𝑦|} , 

 

 نامیم. می 𝕀ℝ  یمجموعهیا متر روی را تابع فاصله 
 

 را بیان می کنیم.  اییبازهدر ادامه، اعمال حسابی رو اعداد 
 

عدد    [𝑦]و    [𝑥]هرگاه    ]16[  .10-2تعريف     اییبازه دو 

دلخواه باشند، در این صورت اعمال حسابی جمع، تفریق،  

 ضرب و تقسیم به صورت زیر تعریف می شوند: 
[𝑥] + [𝑦] = {𝑥 + 𝑦 ∶   𝑥 ∈ [𝑥], 𝑦 ∈ [𝑦]}, 

 
[𝑥] − [𝑦] = {𝑥 − 𝑦 ∶   𝑥 ∈ [𝑥], 𝑦 ∈ [𝑦]}, 

 
[𝑥] ∙ [𝑦] = {𝑥 ∙ 𝑦 ∶   𝑥 ∈ [𝑥], 𝑦 ∈ [𝑦]}, 

 
[𝑥]

[𝑦]
= {

𝑥

𝑦
∶   𝑥 ∈ [𝑥], 𝑦 ∈ [𝑦]} ;    0 ∉ [𝑦]. 

 

[𝑥]هرگاه    .1-2نکته   = [𝑥, 𝑥]    و[𝑦] = [𝑦, 𝑦]   دو

∋∗دلخواه باشند و   اییبازهعدد   [𝑥]آنگاه   {⧵,∙,−,+} ∗

[𝑦]  به صورت زیر است:  اییبازهنیز یک عدد 

[𝑥] ∗ [𝑦] = [ min {𝑥 ∗ 𝑦, 𝑥 ∗ 𝑦, 𝑥 ∗ 𝑦, 𝑥

∗ 𝑦}            

                            , max  {𝑥 ∗ 𝑦, 𝑥 ∗ 𝑦, 𝑥 ∗

𝑦, 𝑥 ∗ 𝑦} ],   

 

0البته در حالت تقسیم، می بایستی:    ∉ [𝑦]. 

 

 توان نتیجه گرفت: ی فوق میبا توجه به نکته
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[𝑥] + [𝑦] = [𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦], 

 

[𝑥] − [𝑦] = [𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑦], 

 

 و برای عمل ضرب داریم 

[𝑥] ∙ [𝑦] = [min {𝑥 ∙ 𝑦, 𝑥 ∙ 𝑦, 𝑥 ∙ 𝑦, 𝑥

∙ 𝑦},                  

                                    max {𝑥 ∙ 𝑦, 𝑥 ∙ 𝑦, 𝑥

∙ 𝑦, 𝑥 ∙ 𝑦} ], 

 

 و برای عمل تقسیم 
[𝑥]

[𝑦]
= [min {

 𝑥 

 𝑦 
,
 𝑥 

 𝑦 
,
 𝑥 

 𝑦 
,
 𝑥 

 𝑦 
},max {

 𝑥 

 𝑦 
,
 𝑥 

 𝑦 
,
 𝑥 

 𝑦 
,
 𝑥 

 𝑦 
}], 

 

0که در آن   ∉ [𝑦]. 

 

[𝑥]، هرگاه  1-2با توجه به نکته    . 2-2نکته   ∈ 𝕀ℝ    وλ ∈

ℝ  توان به صورت زیر تعریف کنیم: آنگاه ضرب اسکالر را می 
λ ∙ [𝑥] = {𝜆𝑥 ∶   𝑥 ∈ [𝑥]} 

= {
[𝜆𝑥, 𝜆𝑥],         اگر 𝜆 ≥ 0,

[𝜆𝑥, 𝜆𝑥],        اگر 𝜆 < 0.
                   

 

نتیجه می گیریم که     10-2با توجه به تعریف    .3-2نکته  

با    است  برابر  جمعی  خنثی  [0]عضو  = عضو   [0,0] و 

[1]خنثی ضربی برابر است با    = [1,1]. 

 

,𝕀ℝ)های   دستگاه  .4-2نکته   تشکیل    (∙,𝕀ℝ)و    (+

عدد   هر  زیرا  دهند،  نمی  عضو    ایبازه گروه  دارای  دلخواه 

معکوس نسبت به اعمال جمع و ضرب نیست. همچنین این  

نیز  دستگاه را  میدان  و  برداری  فضای  یک  تشکیل  ها 

 دهند. نمی

 

نتیجه    10-2و    8-2،  6-2با استفاده از تعاریف  .5-2نکته  

 می گیریم که:
[𝑥] = 𝑥𝑐 + 𝑥𝑟 ∙ [−1, 1]

= [𝑥𝑐 − 𝑥𝑟 , 𝑥𝑐 + 𝑥𝑟]. 
 

معطوف می    اییبازه در ادامه توجه خود را به ماتریس های  

 کنیم. 

 

[𝑿]ماتریس  .  11-2تعريف   = ([𝑥𝑖𝑗])𝑚×𝑛    یک را 

(  اییبازه  )یا به طور مختصر، ماتریس  اییبازهماتریس عدد  

هر   می ازای  به  هرگاه  𝑖نامیم  = 1, 2, … ,𝑚    و𝑗 =

1, 2, … , 𝑛درایه ی ،  [𝑥𝑖𝑗]  باشد، یعنی   اییبازهیک عدد 

  [𝑥𝑖𝑗] = [𝑥𝑖𝑗 , 𝑥𝑖𝑗] ∈ 𝕀ℝ. 

 

[𝑿]هرگاه   = ([𝑥𝑖𝑗])𝑚×𝑛    باشد،    اییبازه یک ماتریس

فرم   به  را  توان به صورت خلاصه آن  [𝑿]آن گاه می  =

[𝑿,𝑿] نوشت که در آن 

𝑿 = (𝑥𝑖𝑗)𝑚×𝑛 ,       𝑿 = (𝑥𝑖𝑗)𝑚×𝑛
. 

 

 توان نوشت: همچنین می

[𝑿] = {𝑿 ∈ ℝ𝑚×𝑛  ∶   𝑿 ≤ 𝑿 ≤ 𝑿}. 
 

𝑚ی  از اندازه اییبازههای ی ماتریسهمه یمجموعه × 𝑛 

دهیم. همانند قبل، واضح است  نشان می  𝕀ℝ𝑚×𝑛را با نماد  

 که 

ℝ𝑚×𝑛 ⊂ 𝕀ℝm×n, 
 

 زیرا

ℝ𝑚×𝑛 = {[𝑿] ∈ 𝕀ℝ𝑚×𝑛 ∶   𝑿 = 𝑿}. 

 
، می  اییبازهمشابه تعاریف مرکز، پهنا و شعاع برای یک عدد  

برای یک   را  تعاریف  بازهتوان همین  ارائه  ماتریس  نیز  ایی 

 داد. 

 

 اییبازه مرکز ماتریس  .12-2 تعريف

[𝑿] = [𝑿,𝑿] = ([𝑥𝑖𝑗])𝑚×𝑛
, 

 

𝑿𝑐دهیم و برابر است با   نشان می  𝑿𝑐را با نماد =
𝑿+𝑿

2
 ،

𝑿𝒄یا به عبارتی دیگر   = (𝑥𝑖𝑗
𝑐)
𝑚×𝑛

. 
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 ایی بازهپهنای ماتریس  .13-2 تعريف

[𝑿] = [𝑿,𝑿] = ([𝑥𝑖𝑗])𝑚×𝑛 , 

 

𝑿𝑤دهیم و برابر است با   نشان می   𝑿𝑤نماد را با   = 𝑿−

𝑿  یا به عبارتی دیگر ،𝑿𝑤 = (𝑥𝑖𝑗
𝑤)

𝑚×𝑛
. 

 

 اییبازه شعاع ماتریس . 14-2 تعريف

[𝑿] = [𝑿,𝑿] = ([𝑥𝑖𝑗])𝑚×𝑛 , 

 

نماد  با  می   𝑿𝑟را  با    نشان  است  برابر  و  𝑿𝑟دهیم    =

1

2
𝑿𝑤   =

𝑿−𝑿

2
دیگر   عبارتی  به  یا   ،𝑿𝑟 =

(𝑥𝑖𝑗
𝑟)
𝑚×𝑛

. 

 

ایی که مورد هدف  در ذیل، فرمی از معادلات ماتریسی بازه

 این تحقیق است را تعریف می نماییم.  

 

 معادله ی. 15-2تعريف 

𝑨[𝑿] = [𝑩],  (2                              )  

 

𝑨 که در آن   = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛 یک ماتریس حقیقی مقدار و 

[𝑿] = ([𝑥𝑖𝑗])𝑛×𝑝,     
[𝑩] = ([𝑏𝑖𝑗])𝑚×𝑝, 

 

های   ماتریسی    اییبازه ماتریس  ی  معادله  یک  را  هستند 

 می نامند.  اییبازه 

 

[𝑿]  اییبازه ماتریس  .  16-2تعريف   = ([𝑥𝑖𝑗])𝑛×𝑝   را

ماتریسی   ی  معادله  برای  جبری  جواب  (  2)  اییبازهیک 

نامیم هرگاه با توجه به اعمال حسابی  ارائه شده در نکات می

𝑖، دقیقاً در آن صدق کند. یعنی برای هر  2-2و    2-1 =

1, 2, … ,𝑚  و𝑗 = 1, 2, … , 𝑝  داشته باشیم 

∑𝑎𝑖𝑘 ∙ [𝑥𝑘𝑗]

𝑛

𝑘=1

= [𝑏𝑖𝑗]. 

 

ماتریسی    .6-2نکته   ی  معادله  در  (،  2)  اییبازه هرگاه 

ماتریس ضرایب مربعی و معکوس پذیر باشد، در این صورت 

 ایی ماتریس بازه 
[𝑿] = 𝑨−1[𝑩], 

 

لزوماً یک جواب جبری نخواهد بود. این موضوع را می توان  

 به کمک یک مثال عددی ساده نشان داد. 

 

روش   دو  ارائه ی  مقاله  این  از  دیدگاه های هدف  با  ساده 

برای به دست آوردن جواب جبری )یا همان حل  متفاوت،  

( است، که در بخش  2)  اییبازه جبری( معادله ی ماتریسی  

   بعدی مطرح خواهد شد.

 . ارائه ی روش اول 3

با هم برابرند هرگاه کران های بالا    ایی بازهمی دانیم دو عدد  

و   واقعیت  این  براساس  باشند.  برابر  هم  با  آنها  پایین  و 

می توان معادله ی   اییبازههمچنین با تکیه بر حساب اعداد  

( را به یک معادله ی ماتریسی قطعی  2)  اییبازه ماتریسی  

( تبدیل نمود. برای این کار می دانیم که برای  اییبازه  )غیر

𝑖هر   = 1, 2, … ,𝑚   و𝑗 = 1, 2, … , 𝑝  معادله ی ،𝑖𝑗 -

 زیر می باشد ( به صورت 2م رابطه ی )ا

∑ 𝑎𝑖𝑘 ∙ [𝑥𝑘𝑗]
𝑛
𝑘=1 = [𝑏𝑖𝑗]. 

(3                              )  

 

𝑖ابتدا برای هر    = 1, 2, … ,𝑚  دو مجموعه اندیس زیر ،

 را تعریف می کنیم: 

Ω𝑖
+ = {𝑘 ∶  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑎𝑖𝑘 ≥

0},                   (4  )  

 

Ω𝑖
− = {𝑘 ∶  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑎𝑖𝑘 <

0}.                   (5  )  

 

-2ارائه شده در نکات    اییبازهحال با توجه به اعمال حساب  

، و همچنین برابر قرار دادن کران های بالا و پایین  2-2و    1

( ی  برای  3معادله  𝑖هر  (،  = 1, 2, … ,𝑚    و𝑗 =

1, 2, … , 𝑝،  نتیجه خواهیم گرفت 



                                                   1401   بهمن و اسفند، چهلم ، شماره هفتمهای نوین در ریاضی/ سال  پژوهش /همکارانو  راهله نورایی
 

 

 

 

∑ 𝑎𝑖𝑘 𝑥𝑘𝑗
𝑘∈Ω𝑖

+

+ ∑ 𝑎𝑖𝑘  𝑥𝑘𝑗
𝑘∈Ω𝑖

−

= 𝑏𝑖𝑗 , 

 

∑ 𝑎𝑖𝑘 𝑥𝑘𝑗
𝑘∈Ω𝑖

−

+ ∑ 𝑎𝑖𝑘  𝑥𝑘𝑗
𝑘∈Ω𝑖

+

= 𝑏𝑖𝑗 . 

 

فرم ماتریسی دو معادله ی فوق را می توان به صورت زیر  

 ارائه داد 

𝑨+ 𝑿 + 𝑨− 𝑿 = 𝑩,                   (6 )  

 

𝑨− 𝑿 + 𝑨+ 𝑿 = 𝑩.                   (7  )  

 

، ماتریسی است که فقط +𝑨که در آن منظور از ماتریس  

مثبت   های  درایه  از    𝑨شامل  منظور  و  شود  ،  −𝑨می 

می شود.    𝑨ماتریسی است که فقط شامل درایه های منفی 

 یا به عبارتی دیگر

(𝑨+)𝑖𝑗 = {
𝑎𝑖𝑗 , 𝑖𝑓 𝑎𝑖𝑗 ≥ 0,
0, 𝑖𝑓 𝑎𝑖𝑗 < 0, 

 

(𝑨−)𝑖𝑗 = {
0, 𝑖𝑓 𝑎𝑖𝑗 ≥ 0,
𝑎𝑖𝑗 , 𝑖𝑓 𝑎𝑖𝑗 < 0, 

 

 ( خواهیم داشت 7( و )6با ارئه ی بلوکی معادلات )

(𝑨
+ 𝑨−

𝑨− 𝑨+
)

2𝑚×2𝑛
(
𝑿

𝑿
)

2𝑛×2𝑝
= (

𝑩

𝑩
)

2𝑚×2𝑝
, 

  (8  )  

 

(  اییبازه  معادله ی فوق، یک معادله ی ماتریسی قطعی )غیر

(  2)  اییبازهبا اندازه ی دو برابر اندازه ی معادله ی ماتریسی  

است و می توان آن را با استفاده از روش های موجود حل  

نمود. در این مقاله با استفاده از روش حذفی گأوس اقدام  

  𝑿( می کنیم و ماتریس های  8به حل معادله ی ماتریسی )

معادله ی    𝑿و   جواب  نهایت  در  و  آوریم  می  به دست  را 

به صورت  2)  اییبازه ماتریسی   را   )[𝑿] = [𝑿,𝑿]   ارائه

می دهیم. در این حالت برای آنکه جواب به دست آمده قابل  

 قبول باشد حتما می بایستی 

𝑿 ≤ 𝑿,  (9                              )  

 

 و یا به عبارتی دیگر 

𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑥𝑖𝑗 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝. 

 

( فاقد جواب باشد و یا برای جواب معادله  8هرگاه معادله ی )

( )8ی  شرط  ی  9(،  معادله  گوییم  می  نباشد،  برقرار   )

 ( فاقد جواب جبری هست. 2) اییبازه ماتریسی 

روش   از  شهودی  درک  برای  عددی  مثال  چند  ادامه  در 

 پیشنهادی، ارائه می دهیم. 
 

ماتریسی    .1-3  مثال ی  نظر    اییبازه معادله  در  را  زیر 

 بگیرید:

(

−1 2
0 3
1 4
1 1

) (
[𝑥11] [𝑥12]

[𝑥21] [𝑥22]
)

= (

[−2, 9] [−9, 0]
[0, 12] [−9, 3]
[−1, 18] [−10, 7]
[−1, 6] [−1, 4]

), 

 

(،  8براساس روش پیشنهادی فوق و با توجه به معادله ی )

فوق را به صورت معادله   اییبازه می توان معادله ی ماتریسی  

 ( ذیل بازنویسی کرد: اییبازهی ماتریسی قطعی )غیر

(

 
 
 
 

0
0
1
1
−1

2
3
4
1
0

0 0

−1
0
0
0
0

0
0
0
0
2

0 3
 0   0
 0  0

1 4
1 1 )

 
 
 
 

(

 

𝑥11 𝑥12

𝑥21 𝑥22

𝑥11 𝑥12

𝑥21 𝑥22)

 

=

(

 
 
 
 

−2
0
−1
−1
9
12
18

−9
−9
−10
−1
0
3
7

6 4 )

 
 
 
 

. 

 

قطعی   ماتریسی  ی  معادله  حل  برای  ادامه  در  حال 

( فوق، از روش حذفی گأوس استفاده می کنیم.  اییبازه)غیر

را تشکیل   زیر  افزوده ی  ابتدا ماتریس  براساس این روش، 

 می دهیم: 
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(𝑨
+ 𝑨+

𝑨+ 𝑨+
|
𝑩

𝑩
)

=

(

 
 
 
 
 

0 2 −1 0
0 3 0 0
1 4 0 0
1 1 0 0
−1 0 0 2
0 0 0 3
0 0 1 4
0 0 1 4

|

|

−2 −9
0 −9
−1 −10
−1 −1
9 0
12 3
18 7
6 4 )

 
 
 
 
 

, 

 

می   نتیجه  مقدماتی،  سطری  عملیات  از  استفاده  با  حال 

 گیریم

(

 
 
 
 

1
0
0
0
0

4
3
0
0
0

0 0

0
0
−1
0
0

0
0
0
2
3

0 4
 0 0
 0 0

  0   1
  0   0

|

|

−1
0
−2
8
12
16
4

−10
−9
−3
2
3
4
1

0 0 )

 
 
 
 

. 

 

افزوده ی فوق مشاهده می شود،   از ماتریس  همانطور که 

جواب   دارای  معادله  و  هستند  سازگار  هم  با  معادلات 

استفاده از عملیات پسرو، برای ستون اول  یکتاست. حال با  

 ماتریس مجهولات داریم: 

{
 

 
1(𝑥21) = 4
4(𝑥21) = 16
3(𝑥21) = 12
2(𝑥21) = 8

⟹ 𝑥21 = 4 , 

 

(−1)(𝑥11) + 0(𝑥21) = −2 ⟹   𝑥11 = 2 , 
 

3 (𝑥21) + 0(𝑥11) + 0(𝑥21) = 0 

⟹  𝑥21 = 0 , 

 

1 (𝑥11) + 4 (𝑥21) + 0(𝑥11) + 0(𝑥21) = −1  

⟹ 𝑥11 = −1 . 

 

 همچنین برای ستون دوم ماتریس مجهولات داریم: 

{
 

 
1(𝑥22) = 1
4(𝑥22) = 4
3(𝑥22) = 3
2(𝑥22) = 2

⟹ 𝑥22 = 1 , 

 

(−1)(𝑥12) + 0(𝑥22) = −3 ⟹   𝑥12 = 3 , 
 

3 (𝑥22) + 0(𝑥12) + 0(𝑥22) = −9

⟹ 𝑥22 = −3 , 

 

1 (𝑥12) + 4 (𝑥22) + 0(𝑥12) + 0(𝑥22)

= −10  
⟹ 𝑥11 = 2 . 

 

بنابراین می توان ماتریس مجهولات را به صورت زیر ارائه  

 داد: 

[𝑿] = (
[𝑥11] [𝑥12]

[𝑥21] [𝑥22]
)

= (
[−1, 2] [2, 3]
[0, 4] [−3, 1]

), 

 

( برای جواب به دست آمده  9همانطور که واضح است شرط ) 

ی فوق برقرار است و لذا ماتریس جواب به دست آمده قابل  

قبول می باشد. ضمناً می توان براحتی نشان داد که جواب 

ماتریسی   ی  معادله  در  فوق  ی  آمده  دست    اییبازه به 

 موردنظر صدق می کند. 

 

ماتریسی    .2-3  مثال ی  نظر    اییبازهمعادله  در  را  زیر 

 بگیرید:

(
2 1 −1
3 1 2 )

(

[𝑥11] [𝑥12]

[𝑥21] [𝑥22]

[𝑥31] [𝑥32]
)

= (
[−4, 6] [−2, 6]
[−1, 14] [11, 23]), 

 

(،  8براساس روش پیشنهادی فوق و با توجه به معادله ی )

فوق را به صورت معادله   اییبازه می توان معادله ی ماتریسی  

 ( ذیل بازنویسی کرد: اییبازهی ماتریسی قطعی )غیر
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(

2 1 0 0 0 −1
3 1 2 0 0 0
0 0 −1 2 1 0
0 0 0 3 1 2

)

(

 
 
 
 

𝑥11 𝑥12

𝑥21 𝑥22

𝑥31 𝑥32

𝑥11 𝑥12

𝑥21 𝑥22

𝑥31 𝑥32)

 
 
 
 

= (

−4 −2
−1 11
6 6

14 23

). 

 

قطعی   ماتریسی  ی  معادله  حل  برای  ادامه  در  حال 

( فوق، از روش حذفی گأوس استفاده می کنیم.  اییبازه)غیر

را تشکیل   زیر  افزوده ی  ابتدا ماتریس  براساس این روش، 

 می دهیم: 

(𝑨
+ 𝑨+

𝑨+ 𝑨+
|
𝑩

𝑩
)

= (

2 1 0 0 0 −1
3 1 2 0 0 0
0 0 −1 2 1 0
0 0 0 3 1 2

|

−4 −2
−1 11
6 6

14 23

), 

 

می   نتیجه  مقدماتی،  سطری  عملیات  از  استفاده  با  حال 

 گیریم

(

2 1 0 0 0 −1
0 −0.5 2 0 0 1.5
0 0 −1 2 1 0
0 0 0 3 1 2

|

−4 −2
5 14
6 6

14 23

), 

 

افزوده ی فوق مشاهده می شود،   از ماتریس  همانطور که 

معادله دارای بی شمار جواب جبری است. حال با استفاده  

با   و  ماتریس مجهولات  اول  برای ستون  پسرو،  عملیات  از 

 فرض آن که 

𝑥31 = 𝛼, 
 

𝑥21 = 𝛽, 
 

 خواهیم داشت: 

𝑥11 =
14 − 2𝛼 − 𝛽

3
, 

 

𝑥31 =
10 − 4𝛼 + 𝛽

3
, 

 

𝑥21 =
10 − 7𝛼 + 4𝛽

3
, 

 

𝑥11 =
−11 + 5𝛼 − 2𝛽

3
. 

 

همچنین برای ستون دوم ماتریس مجهولات و با فرض آن  

 که 
𝑥32 = 𝛾, 

 

𝑥22 = 𝛿, 
 

 خواهیم داشت: 

𝑥12 =
23 − 𝛿 − 2𝛾

3
, 

 

𝑥32 =
28 + 𝛿 − 4𝛾

3
, 

 

𝑥22 =
28 + 4𝛿 − 7𝛾

3
, 

 

𝑥12 =
−17 − 2𝛿 + 5𝛾

3
. 

 

(، برای آن که جواب های به دست  9حال براساس شرط )

آمده ی فوق، قابل قبول باشند یا به عبارتی دیگر تشکیل  

را به گونه ایی    𝛿و   𝛼  ،𝛽 ،𝛾بازه دهند، آن است که مقادیر 

 انتخاب نماییم که  
10 ≤ 7𝛼 − 𝛽 ≤ 25, 

 

 و همچنین 

28 ≤ 7𝛾 − 𝛿 ≤ 40. 
 

و به    𝛿و    𝛼  ،𝛽  ،𝛾این یعنی آن که به ازای هر مقذار از  

شرط آن که نامساوی های فوق برقرار باشند، برای معادله  

، یک جواب جبری به دست  2-3ایی مثال  بازه ی ماتریسی  

 می آوریم. به عنوان مثال هرگاه قرار دهیم:

α = 2,         𝛽 = 1,         𝛾 = 5,         𝛿 = 1, 
 

 آنگاه خواهیم داشت: 
10 ≤ 7𝛼 − 𝛽 = 13 ≤ 25, 
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28 ≤ 7𝛾 − 𝛿 = 34 ≤ 40. 
 

لذا شرایط قابل قبول بودن جواب برقرار است و می توان  

ارائه  زیر  را به صورت  نهایت جواب جبری  از این بی  یکی 

 داد: 

[𝑿] = (

[𝑥11] [𝑥12]

[𝑥21] [𝑥22]

[𝑥31] [𝑥32]
)

= (

[−1, 3] [2, 4]
[0, 1] [−1, 1]
[1, 2] [3, 5]

). 

 

در ادامه، روش ساده ی دیگری را برای حل یک معادله ی  

 ارائه می دهیم.  اییبازه ماتریسی 

 

 . ارائه ی روش دوم 4

قبل از مطرح نمودن روش دوم، لازم است مقدماتی را در 

ارائه ی  با  را  کار  قسمت  این  در  دهیم.  ارائه  این خصوص 

که پایه و اساس روش  قضیه ی مهم زیر شروع می کنیم   

 پیشنهادی است. 

 

اعداد حقیقی دلخواه    𝑎1 ،𝑎2 ، …  ،𝑎𝑛هرگاه     .1-4قضیه  

دلخواه باشند و    اییبازه،  اعداد  [𝑥𝑛]،  … ،  [𝑥2]،  [𝑥1]و  

 همچنین 

[𝑏] =∑𝑎𝑖 ∙ [𝑥𝑖],

𝑛

𝑖=1

 

 

 آنگاه: 

1) 𝑏𝑤 = ∑ |𝑎𝑖| ∙ 𝑥𝑖
𝑤 ,𝑛

𝑖=1  

2) 𝑏𝑐 = ∑ 𝑎𝑖 ∙ 𝑥𝑖
𝑐 ,𝑛

𝑖=1  

3) 𝑏𝑟 = ∑ |𝑎𝑖| ∙ 𝑥𝑖
𝑟 .𝑛

𝑖=1  
 : کنیم تعریف میاثبات. 

Ω+ = {𝑖 ∶   𝑎𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛}, 
Ω− = {𝑖 ∶   𝑎𝑖 < 0, 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛}. 

 ، نتیجه می گیریم: 2- 2و    1-2در این صورت براساس نکات  

[𝑏] =∑𝑎𝑖 ∙ [𝑥𝑖]

𝑛

𝑖=1

=  

[∑ 𝑎𝑖  𝑥𝑖
𝑖∈Ω+

+ ∑ 𝑎𝑖  𝑥𝑖
𝑖∈Ω−

, ∑ 𝑎𝑖 𝑥𝑖
𝑖∈Ω+

+ ∑ 𝑎𝑖 𝑥𝑖
𝑖∈Ω−

]. 

 : بنابراین
                                   

 𝑏𝑤 = (∑ 𝑎𝑖 𝑥𝑖𝑖∈Ω+ + ∑ 𝑎𝑖  𝑥𝑖𝑖∈Ω− )

                   − (∑ 𝑎𝑖  𝑥𝑖𝑖∈Ω+ +∑ 𝑎𝑖 𝑥𝑖𝑖∈Ω− )
                                

          

= ∑ 𝑎𝑖  (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖) −𝑖∈Ω+ ∑ 𝑎𝑖  (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖)𝑖∈Ω−         

= ∑ |𝑎𝑖| 
𝑛
𝑖=1 (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖)                                                

= ∑ |𝑎𝑖| ∙ 𝑥𝑖
𝑤 .𝑛

𝑖=1                                                         

 

 

 

نیز کاملا   ( 2)تمام است. قسمت  (1) بنابراین اثبات قسمت 

  8-2مشابه فوق ثابت می شود. همچنین با توجه به تعریف 

قسمت )  (3)  اثبات  قسمت  از  استفاده  با  واضح  1نیز   )

 ∎است. 

 

را می توان به این صورت بیان    1-4قضیه ی    .1-4نکته  

 کرد که: 

از   (1 ترکیب خطی  با    هابازهپهنای یک  است  برابر 

 ترکیب خطی پهناها، با قدرمطلق ضرایب.

از   (2 خطی  ترکیب  یک  با   هابازه مرکز  است  برابر 

 ترکیب خطی مرکزها، با همان ضرایب.

از   (3 خطی  ترکیب  یک  با  ها  بازهشعاع  است  برابر 

 ترکیب خطی شعاع ها، با قدرمطلق ضرایب.

 

  1-4حال قضیه ی زیر، که در حقیقت تعمیمی از قضیه ی 

 است، را ارائه می دهیم. 

 

𝑨هرگاه     .2-4قضیه   = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛   ماتریس یک 

و   مقدار  [𝑿]حقیقی  = ([𝑥𝑖𝑗])𝑛×𝑝   ماتریس یک 

 باشد و   اییبازه 
[𝑩] = 𝑨 ∙ [𝑿], 

 آنگاه خواهیم داشت:  

1) 𝑩𝑤 = |𝑨| ∙ 𝑿𝑤 ,  

2) 𝑩𝑐 = 𝑨 ∙ 𝑿𝑐 ,  
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3) 𝑩𝑟 = |𝑨| ∙ 𝑿𝑟 .  
 

به    [𝑩]ایی  بازهام ماتریس  -𝑖𝑗می دانیم درایه ی  اثبات.  

 صورت زیر به دست می آید: 

[𝑏𝑖𝑗] = ∑𝑎𝑖𝑘 ∙ [𝑥𝑘𝑗]

𝑛

𝑘=1

,    

 

آن   در  𝑖که  = 1, 2, … ,𝑚    و𝑗 = 1, 2, … , 𝑝  .  حال

 نتیجه خواهیم گرفت:  1-4براساس قضیه ی  

𝑏𝑖𝑗
𝑤 =∑|𝑎𝑖𝑘| ∙ 𝑥𝑘𝑖

𝑤 ,

𝑛

𝑖=1

 

 

𝑏𝑖𝑗
𝑐 =∑𝑎𝑖𝑘 ∙ 𝑥𝑘𝑖

𝑐 ,

𝑛

𝑖=1

 

 

𝑏𝑖𝑗
𝑟 =∑|𝑎𝑖𝑘| ∙ 𝑥𝑘𝑖

𝑟 ,

𝑛

𝑖=1

 

 

قضیه براحتی ثابت    14-2الی    12-2اکنون براساس تعاریف  

 ∎می شود.  
 

بیان کردیم روش پیشنهادی   به مطالبی که  توجه  با  حال 

با هم    اییبازهدوم را مطرح می نماییم. می دانیم دو عدد  

برابرند هرگاه مرکز و شعاع آن ها با هم برابر باشند. براساس  

این حقیقت و با استفاده از مفهوم مرکز و شعاع یک ماتریس 

( را تبدیل  2)  اییبازه ، می توان معادله ی ماتریسی  اییبازه 

)غیر قطعی  ماتریسی  ی  معادله  دو  با  اییبازه به  مجزا   )

(  2)  اییبازه ماتریسی    یمعادله   یاندازهمشابه    اییاندازه

-4نمود. پایه و اساس روش پیشنهادی، استفاده از قضیه ی  

( ارائه شده در این قضیه 3( و )2است. با توجه به روابط ) 2

توان معادله ی ماتریسی   را به صورت دو  2)   اییازهبمی   )

 ( زیر تبدیل نمود: اییبازه معادله ی ماتریسی قطعی )غیر

𝑨 𝑿𝑐 = 𝑩𝑐 ,                   (10  )  

 

|𝑨| 𝑿𝑟 = 𝑩𝑟 .                   (11  )  

 

ی  معادله  دو  فوق،  معادلات  است،  واضح  که  همانطور 

)غیر قطعی  مجزا  اییبازه   ماتریسی  مشابه    اییاندازهبا  ( 

( هستند که می توان  2) اییبازه ماتریسی  یمعادله یاندازه

نمود.   موجود حل  های  روش  از  استفاده  با  را  این آنها  در 

حذفی   روش  از  استفاده  با  قبل  قسمت  مشابه  نیز  قسمت 

( ماتریسی  معادلات  به حل  اقدام  )10گأوس  و  می  11(   )

را به دست می آوریم و در   𝑿𝑟و  𝑿𝑐کنیم و ماتریس های  

 ( را به صورت2) اییبازهنهایت جواب معادله ی ماتریسی 
[𝑿] = [𝑿𝑐 − 𝑿𝑟 , 𝑿𝑐 +𝑿𝑟],  (12            )   

 

ارائه می دهیم. در این حالت برای آنکه جواب به دست آمده  

 قابل قبول باشد حتما می بایستی 

𝑿𝑐 −𝑿𝑟 ≤ 𝑿𝑐 +𝑿𝑟 , 
 

 و یا بعبارتی دیگر 

𝑿𝑟 ≥ 𝟎.                   (13  )  

 

𝑛، ماتریس صفر از اندازه ی  𝟎که در آن منظور از   × 𝑝   

 است. 

( ماتریسی  معادلات  از  یکی  حداقل  هرگاه  و  10بنابراین   )

برای جواب معادله ی )11) یا  باشند و  فاقد جواب   )11  ،)

 ( ماتریسی  13شرط  ی  معادله  گوییم  می  نباشد،  برقرار   )

 ( فاقد جواب جبری هست.2)  اییبازه 

برای وجود جواب   را  قضیه ی زیر یک شرط لازم و کافی 

( ی  معادله  برای  یکتا  ماتریس  2جبری  که  حالتی  در   )

 ضرایب مربعی باشد، ارائه می دهد.

 

فرض کنید ماتریس ضرایب معادله ی ماتریسی  .  3-4قضیه

( مربعی است. در این صورت، معادله ی ماتریسی مربعی 2)

ماتریس  2) اگر  تنها  و  اگر  یکتاست  دارای جواب جبری   )

 نامنفرد باشند و  |𝑨|و   𝑨های 

|𝑨|−𝟏𝑩𝒓 ≥ 𝟎.  
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بدیهی  اثبات.   اثبات  فوق،  ذکر شده ی  نکات  به  توجه  با 

 ∎ است. 

 

برای وجود جواب جبری   را  نیز، یک شرط کافی  در ادامه 

)یکتا   ی  معادله  ضرایب 2برای  ماتریس  که  حالتی  در   )

 مربعی باشد، ارائه می دهیم. 

 

فرض کنید ماتریس ضرایب معادله ی ماتریسی .  4-4قضیه

و   𝑨( مربعی است. در این صورت، هرگاه ماتریس های  2)

|𝑨|    و باشند  𝑨|−𝟏|نامنفرد  ≥ ی   𝟎 معادله  گاه  آن 

 خواهد بود. ( دارای جواب جبری یکتا 2ماتریسی )

 

𝑩𝑟با توجه به این که همواره داریم  اثبات.   ≥ ، لذا با  ,𝟎

 ∎ اثبات بدیهی است.   ،3-4توجه به قضیه ی 

 

روش   از  شهودی  درک  برای  عددی  مثال  چند  ادامه  در 

 پیشنهادی، ارائه می دهیم. 

 

مطرح شده در مثال    اییبازه معادله ی ماتریسی    .1-4  مثال

 را در نظر بگیرید:  3-1

(

−1 2
0 3
1 4
1 1

) (
[𝑥11] [𝑥12]

[𝑥21] [𝑥22]
)

= (

[−2, 9] [−9, 0]
[0, 12] [−9, 3]
[−1, 18] [−10, 7]
[−1, 6] [−1, 4]

). 

 

(  10براساس روش پیشنهادی فوق و با توجه به معادلات )

( )غیر11و  قطعی  ماتریسی  معادلات  توان  می  (  اییبازه (،  

 ذیل را ارائه داد: 

𝑨 𝑿𝑐 = 𝑩𝑐 , 

⟹(

−1 2
0 3
1 4
1 1

)(
𝑥11

𝑐 𝑥12
𝑐

𝑥21
𝑐 𝑥22

𝑐)

= (

3.5 −4.5
6 −3

8.5 −1.5
2.5 1.5

), 

 
|𝑨|𝑿𝑟 = 𝑩𝑟 , 

⟹ (

1 2
0 3
1 4
1 1

)(
𝑥11

𝑟 𝑥12
𝑟

𝑥21
𝑟 𝑥22

𝑟) = (

5.5 4.5
6 6

9.5 8.5
3.5 2.5

), 

 

قطعی  ماتریسی  معادلات  حل  برای  ادامه  در  حال 

( فوق، از روش حذفی گأوس استفاده می کنیم.  اییبازه)غیر

ابتدا ماتریسهای افزوده ی زیر را تشکیل  براساس این روش،  

 می دهیم: 

(𝑨|𝑩𝑐) = (

−1 2
0 3
1 4
1 1

|

3.5 −4.5
6 −3

8.5 −1.5
2.5 1.5

), 

 

(|𝑨| |𝑩𝑟) = (

1 2
0 3
1 4
1 1

|

5.5 4.5
6 6

9.5 8.5
3.5 2.5

), 

 

می   نتیجه  مقدماتی،  سطری  عملیات  از  استفاده  با  حال 

 گیریم

⟹ (

−1 2
0 3
0 6
0 3

|

3.5 −4.5
6 −3
12 −6
6 −3

), 

 

 و نیز 

⟹ (

1 2
0 3

0 2
0 −1

|

5.5 4.5
6 6
4 4
−2 −2

), 

 

فوق،   ی  معادله  دو  هر  در  معادلات  سازگاری  به  توجه  با 

به   زیر  توان به صورت  را می  این معادله ها  جواب یکتای 

 دست آورد: 

(

−1 2
0 3
0 6
0 3

|

3.5 −4.5
6 −3
12 −6
6 −3

)⟹ {

𝑥21
𝑐 = 2,

𝑥11
𝑐 = 0.5,

𝑥22
𝑐 = −1,

𝑥12
𝑐 = 2.5,

 

 

 و همچنین 
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(

1 2
0 3

0 2
0 −1

|

5.5 4.5
6 6
4 4
−2 −2

)⟹ {

𝑥21
𝑟 = 2,

𝑥11
𝑟 = 1.5,

𝑥22
𝑟 = 2,

𝑥12
𝑟 = 0.5,

 

 

( برقرار است و لذا  13اولاً همان طور که واضح است شرط )

به   را  مربوطه  ماتریسی  ی  معادله  جبری  جواب  توان  می 

 ( ارائه داد: 12صورت زیر و با استفاده از رابطه ی ) 

[𝑿] = (
[𝑥11] [𝑥12]

[𝑥21] [𝑥22]
) 

= (
[𝑥11

𝑐 − 𝑥11
𝑟 , 𝑥11

𝑐 + 𝑥11
𝑟] [𝑥12

𝑐 − 𝑥12
𝑟 , 𝑥12

𝑐 + 𝑥12
𝑟]

[𝑥21
𝑐 − 𝑥21

𝑟 , 𝑥21
𝑐 + 𝑥21

𝑟] [𝑥22
𝑐 − 𝑥22

𝑟 , 𝑥22
𝑐 + 𝑥22

𝑟]
) 

= (
[−1, 2] [2, 3]
[0, 4] [−3, 1]

). 

 

اول   روش  از  استفاده  با  که  است  جوابی  همان  دقیقاً  که 

 پیشنهادی به دست آمده بود.

 

مطرح شده در مثال    اییبازه معادله ی ماتریسی    .2-4  مثال

 را در نظر بگیرید:  3-2

(
2 1 −1
3 1 2 )

(

[𝑥11] [𝑥12]

[𝑥21] [𝑥22]

[𝑥31] [𝑥32]
)

= (
[−4, 6] [−2, 6]
[−1, 14] [11, 23]), 

 

( و  10براساس روش پیشنهادی دوم و با توجه به معادلات )

( ذیل  اییبازه(،  می توان معادلات ماتریسی قطعی )غیر11)

 را ارائه داد: 

𝑨 𝑿𝑐 = 𝑩𝑐 , 

⟹ (
2 1 −1
3 1 2 )

(

𝑥11
𝑐 𝑥12

𝑐

𝑥21
𝑐 𝑥22

𝑐

𝑥31
𝑐 𝑥32

𝑐

)

= (
1 2

6.5 17), 

 
|𝑨|𝑿𝑟 = 𝑩𝑟 , 

⟹ (
2 1 1
3 1 2)

(

𝑥11
𝑟 𝑥12

𝑟

𝑥21
𝑟 𝑥22

𝑟

𝑥31
𝑟 𝑥32

𝑟

) = (
5 4

7.5 6), 

 

قطعی  ماتریسی  معادلات  حل  برای  ادامه  در  حال 

( فوق، از روش حذفی گأوس استفاده می کنیم.  اییبازه)غیر

براساس این روش، ابتدا ماتریسهای افزوده ی زیر را تشکیل  

 می دهیم: 

(𝑨|𝑩𝑐) = (
2 1 −1
3 1 2

|
1 2

6.5 17), 

 

(|𝑨| |𝑩𝑟) = (
2 1 1
3 1 2

|
5 4

7.5 6), 

 

عملیات   از  استفاده  با  می  حال  نتیجه  مقدماتی،  سطری 

 گیریم

⟹ (
2 1 −1
0 −0.5 3.5

|
1 2
5 14), 

 

 و نیز 

⟹ (
2 1 1
0 −0.5 0.5

|
5 4
0 0

), 

 

ماتریس از  که  می   همانطور  مشاهده  فوق  افزوده ی  های 

شود، هر دو معادله دارای بی شمار جواب جبری است. حال  

با استفاده از عملیات پسرو، برای ماتریس افزوده ی اول و با  

 فرض آن که 

𝑥31
𝑐 = 𝛼, 

 

𝑥32
𝑐 = 𝛽, 
 

 به دست خواهیم آورد: 

𝑥21
𝑐 = 7𝛼 − 10, 

𝑥11
𝑐 =

11
2
− 3𝛼, 

𝑥22
𝑐 = 7𝛽 − 28, 

𝑥12
𝑐 = 15 − 3𝛽. 

 

 همچنین برای ماتریس افزوده ی دوم و با فرض آن که 

𝑥31
𝑟 = 𝛾, 

 

𝑥32
𝑟 = 𝛿, 
 

 به دست خواهیم آورد: 

𝑥21
𝑟 = 𝛾, 

 

𝑥11
𝑟 =

5
2
− 𝛾, 
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𝑥22
𝑟 = 𝛿, 

 

𝑥12
𝑟 = 2 − 𝛿. 

 

(، برای آن که جواب های به دست  13حال براساس شرط )

آمده ی فوق، قابل قبول باشند یا به عبارتی دیگر تشکیل  

را به گونه ایی انتخاب   𝛿و    𝛾بازه دهند، آن است که مقادیر  

 نماییم که  

0 ≤ 𝛾 ≤
5
2
, 

 

 و همچنین 

0 ≤ 𝛿 ≤ 2. 
 

انتخاب   برای  نداریم    𝛽و   𝛼در حقیقت  محدودیت خاصی 

برای   رعایت    𝛿و    𝛾ولی  فوق  های  نامساوی  بایستی  می 

( می توان فرم کلی  14گردد. حال با استفاده از معادله ی )

 جواب جبری را به صورت زیر ارائه داد: 

[𝑿] = (

[𝑥11] [𝑥12]

[𝑥21] [𝑥22]

[𝑥31] [𝑥32]
) 

= (

[𝑥11
𝑐 − 𝑥11

𝑟 , 𝑥11
𝑐 + 𝑥11

𝑟] [𝑥12
𝑐 − 𝑥12

𝑟 , 𝑥12
𝑐 + 𝑥12

𝑟]

[𝑥21
𝑐 − 𝑥21

𝑟 , 𝑥21
𝑐 + 𝑥21

𝑟] [𝑥22
𝑐 − 𝑥22

𝑟 , 𝑥22
𝑐 + 𝑥22

𝑟]

[𝑥31
𝑐 − 𝑥31

𝑟 , 𝑥31
𝑐 + 𝑥31

𝑟] [𝑥32
𝑐 − 𝑥32

𝑟 , 𝑥32
𝑐 + 𝑥32

𝑟]
) 

= (
[3− 3𝛼 + 𝛾,

1
2
− 3𝛼 − 𝛾] [13− 3𝛽 + 𝛿, 17− 3𝛽 − 𝛿]

[−10+ 7𝛼 − 𝛾,−10+ 𝛼 + 𝛾] [−28+ 7𝛽 − 𝛿,−28+ 7𝛽 + 𝛿]
[𝛼 − 𝛾, 𝛼 + 𝛾] [𝛽 − 𝛿, 𝛽 + 𝛿]

), 

 

0اعداد دلخواهی هستند و همچنین     𝛽و  𝛼که در آن   ≤

𝛾 ≤
5

2
0و     ≤ 𝛿 ≤ از  2 ازای هر مقذار  ، 𝛼. بنابراین به 

𝛽  ،𝛾    و𝛿  یک  2-4ایی مثال  بازه ، برای معادله ی ماتریسی ،

جواب جبری به دست می آوریم. به عنوان مثال هرگاه قرار 

 دهیم: 

α =
3
2
,         𝛽 = 4,         𝛾 =

1
2
,         𝛿 = 1, 

 

به   را  جواب جبری  نهایت  بی  این  از  یکی  توان  می  آنگاه 

 صورت زیر ارائه داد: 

[𝑿] = (

[𝑥11] [𝑥12]

[𝑥21] [𝑥22]

[𝑥31] [𝑥32]
)

= (

[−1, 3] [2, 4]
[0, 1] [−1, 1]
[1, 2] [3, 5]

). 

 

       

 . نتیجه گیری6

ایی در حالت  در این مقاله، حل جبری معادلات ماتریسی بازه

کلی )مربعی و غیرمربعی( مورد مطالعه قرار گرفته است. دو  

روش مختلف که دارای دو دیدگاه متفاوت بودند، برای به  

ایی )در  دست آوردن جواب جبری یک معادله ماتریسی  بازه

صورت وجود(  مطرح گردیدند. روش پیشنهادی اول مبتنی  

بازه  پایه ی بر حساب  بر  دوم  روش  که  در حال  بوده،  ایی 

ایی مطرح  مفاهیمی چون مرکز، پهنا و شعاع یک عدد بازه

گردید. همان طور که از نتایج پیداست، حجم محاسبات در  

روش اول، به دلیل آن که اندازه ی معادله دو برابر می شود  

معادله  بالاتر از حجم محاسبات روش دوم است که در آن  

ی اصلی تبدیل به دو معادله ی مجزا ولی با همان ابعاد و  

 اندازه می شود.  

برای انجام پژوهش های آینده برآنیم که روش های فوق را  

بازه ماتریسی  معادلات  مختلف  انواع  )معادلات  برای  ایی 

بازه ماتریسی دوگان  لیاپانوف(، معادلات  ایی و  سیلوستر و 

 همچنین معادلات ماتریسی فازی گسترش دهیم.  
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