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 چکیده 

پایه روش تفاضررلام ماهاهی پیشررهناد نمودی  که در این مقاله، یک تقریب عددی برای حل نوعی از معادله کابل کسررری بر     

شابریزیو اسر.. با -توان به آسرانی به دیگر معادلام کابل کسرری تعمی  داد. مشراس کسرری به کار گرشاه ارده از نوو کاپوممی

کمک شرمول تفاضریی پیشررو مشراس کسرری را تقریب زده و سراد معادله کسرری را همراه تقریب هکر ارده و ضری تفاضریی،  

سرازی کردی . به مهوور بررسری پایداری و همگرایی روش پیشرهنادی، یارایایی ارامه نمودی . در پایان با اسرافاده از دو  گسرسراه

مثال عددی از معادله ی کابل با ارررایم مرزی و اولیه مافاوم، کارآیی و دی. روش به کار گرشاه اررده را مورد بررسرری یرار 

های دییس معادله مقایسره نمودی . نمودارهای ارامه ارده در هر دو مثال گویای سرازگاری  دادی . ناایج به دسر. آمده را با ووا 

ها ه  نمایشرگر طاای کوکک بین دو  ارود. همنهین ودولهای تحیییی اسر. که به وضروی دیده میهای عددی و ووا ووا 

 دهد روش پیشهنادی ما از دی. بالایی برطوردار اس..ووا  عددی و تحیییی اس. که نشان می
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 مقدمه     -1
ی کسری ذاتی هستند. به همین دلیل حساب کسری به دلیل کارآیی آن در  های فیزیکی دارای انواع مرتبهدر طبیعت ، بسیاری از ویژگی   

های  های دنیای واقعی، به ابزار مهمی تبدیل شده است. حساب کسری یک ابزار قدرتمند برای کنترل حافظه و ویژگیپدیدهتر توضیح دقیق

. از حساب ]1  [آید  های بزرگ حساب کسری به شمار میارثی چندین ماده و فرآیند است که در مقایسه با حساب معمولی یکی از اهمیت
شناسی، اقتصاد به ویژه نظریه کنترل و پردازش سازی فرآیندهای علمی و مهندسی مانند مکانیک، برق، شیمی، زیستکسری برای مدل

ی کسری،  شود که به بهترین وجه توسط معادلات دیفرانسیل توصیف شده است. معادلات دیفرانسیل مرتبهسیگنال و تصویر استفاده می
های بسیاری از زمینه  باشند و اغلب درکسری میشامل مشتق کسری یا انتگرال    . این معادلات،  معادلات دیفرانسیل سنتی هستندتعمیم یافته  

 شوند.  می های کنترل ظاهرشناسی، سیستممکانیک سیالات، داروخانه، ویسکوالاستیک، زیست
های خطی، معادلات برگر کسری، های غیرخطی، سیستمپلانک، معادلات کسری موج، سیستم -مشتقات کسری در حل معادلات کسری فوکر

، دسترسی بیشتر دف اصلی مقاله ه .] 8-2[ شودها استفاده میمعادلات کسری و سیستم ی توزیعی و بسیاری از دیگرانتقالی مرتبه-واکنشی
عادله  محل عددی  نیکلسون و بکارگیری آنها در  -همراه روش تفاضل متناهی کرانکبه  فابریزیو از مرتبه کسری  -به کارایی مشتق کاپوت

مواد  هایی از جمله قابلیت توصیف ناهمگونی باشد و شامل ویژگیاین مشتق کسری بدون هسته منفرد میبه دلیل اینکه،  است. کابل کسری
 رود. های مختلف علوم به کار میسازی در زمینه است که برای مدل

در  شود. شرح داده می 3در بخش  سازی مسلهلدهیم. مدمی ئهارارا  ، پیشینه تحقیق2خش سازماندهی بقیه مقاله به شرح زیر است: در ب    
گیری را بیان  نتیجه  . سرانجام در بخش آخر،آوریمبه دست میافزار متلب  ناهی و نرمطرح تفاضل مت  نتایج عددی را با استفاده از،  4بخش

 . نماییممی
 

 پیشینه تحقیق  -2
پدیدار   17مفهوم مشتق و انتگرال کسری در اواخر قرن    شود.ی کسری تحت عنوان حسابان کسری معرفی میمشتق و انتگرال مرتبه     

-لیوویل، گرانوالد-مشتقات کسری ریمانشده است و همچنان ادامه دارد که از آن جمله،    ئهتعاریف متعددی برای مشتق کسری اراشد.  

مشتقات ذکر  اما . ]  16 -9 [اند ل استفاده کردهئاند. محققان بسیاری از این مشتقات در حل مسالتنیکو و کاپوت با هسته منفرد طراحی شده
ل  ئد زیرا شامل هسته منفرد هستند و این ضعف، بر مسانتوانند به طور کامل، کل اثر حافظه یک سیستم خاص را به تصویر بکششده نمی
شده است که به   ئهگذارد. برای رفع این کمبود هسته با ماهیت منفرد، یک تعریف جدید از مشتق کسری توسط کاپوت و فابریزیو اراتاثیر می

های  ی عملگر مشتق کاپوت سنتی است. مشتق جدید ویژگیدنباله  "یماشود و این مشتق مستقجای هسته منفرد از هسته غیرمنفرد استفاده می
توان آنها را  های مختلف است که نمیها و ساختارها با مقیاسبیشتری نسبت به نسخه قدیمی دارد. مشتق نامبرده قادر به توصیف ناهمگونی

نسبت به تعریف دیگر مشتقات فابریزیو  -، تعریف کاپوتداد. از اینرو با هسته منفرد نشان  های کسری  به خوبی با مشتقات محلی سنتی با مدل
 تر است. با هسته غیرمنفرد مناسبکسری 

با    دیفرانسیل کسری رامعادلات  توان  ادلات دیفرانسیل کسری وجود دارد اما به طور پیوسته نمیهای تحلیلی زیادی برای حل معروش   

حل تحلیلی  در بسیاری ، یافتن راه این معادلات دارای شرایط اولیه و مرزی و عبارات منبع هستند  چون.    ]18-17[نمودل  های تحلیلی حروش
 نیکلسون و غیره-روش تفاضل متناهی، روش تکرار فشرده، روش کرانکمانند  های عددی  . بنابراین، محققان از روشاز موارد دشوار است

 .نماینداستفاده می برای حل این نوع معادلات]  21-19و 2 [
شود.  استفاده می  زییاست که برای حل عددی معادلات دیفرانسیل با مشتقات جنیکلسون  -روش کرانک  ،تفاضل متناهی  هایروش  ی ازیک   

توسط کرانک و    ی عددی آن اشاره نمود. روش نامبردهپایداربودن در زمان و همچنین    ضمنیتوان به  های این روش میاز جمله مشخصه
استفاده    هاپژوهش  در بسیاری ازبرای حل عددی معادلات دیفرانسیل    اضلی مذکورتوسعه یافت. روش تف  20فیلیپس نیکلسون در اواسط قرن  

 . ] 29-22  [ شده است
معادله کابل به عنوان یک محور اصلی در نظریه کابل عصبی مورد نظر است.  .  شودپرداخته میبه حل معادله دیفرانسیل کابل    این مقاله   در   

ها و خارهای دندریتیک بر نظریه کابل عصبی توسط ویلفرد رال توسعه یافت. این نظریه چارچوبی برای تجزیه و تحلیل کمی اثرات دندریت
ای استفاده کرد. معادله کابل  های شاخهها با هندسهها و دندریت. بعدها رال معادله را برای آنالیز ولتاژ در کابل ادد  ئهاراروند ادغام سیناپسی  
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محققان   های گذشته،در دهه ها نقش محوری دارد.سازی پویایی نورونهای الکتروفیزیولوژی و نوروفیزیولوژی و در مدلدر بسیاری از زمینه

   .  ]32-30 [دادند ئهارا بسیاری را تحقیقات
پذیر الکتریکی است که اطلاعات را تجزیه اند. نورون یک سلول تحریکمدارهای عصبی از نورون ساخته شدهدر توضیح باید اشاره کرد که     

شود. می  )پیام(    رسد و در آنجا منجر به تولید یا عدم تولید پتانسیل عملی نورون میها به بدنهکند. این پیام از طریق دندریتو تحلیل می
 ها نفوذپذیر است، بنابراین  اختلافبرای برخی از یونشوند. از آنجا که غشا  ها منتقل میهای الکتریکی در سیستم عصبی توسط یونهمه پیام

 .  [33]شود که به آن پتانسیل غشا نامند بین داخل و خارج غشا ایجاد میغلظت یون 
 
 پردازیم.  ی کابل کسری عصبی میریاضشرح مختصری از مدل به ، سازیمدل بخش از آغاز پیش   

)غشیا   ولوژی، معادله کابل پتانسییل  در نوروفیزی    , )U x t با فاصیلهبه شیکل یک قطعه اسیتوانه( ای  𝑥  ) نورون(  از یک در طول اسیتوانه(

) اسیت که شیاملیک مدار الکتریکی    سیازی غشیا به صیورتسیلول عصیبی اسیت. مدل )ir    ،مقاومت داخلی محوری( )mc   ،خازن غشیایی

( )mr کند. اتصال بخش داخلی به خارجی را توصیف می مقاومت غشایی به صورت موازی که 

که این معادله تقریب ماکروسیکوپیک از حرکت   ها گرفته شیده اسیتبرای حرکت الکتروپاشینده یون 4پلانک-معادله کابل از معادله نرنسیت   
. معادله دیفرانسییل حاصیل به شیکل یک معادله انتشیار اسیتاندارد با یک عبارت  باشیدهای عصیبی میدر سیلولها میکروسیکوپی پیچیده از یون

 شود :اضافی برای پتانسیل فراغشایی است که باعث از بین رفتن سیگنال الکتریکی می
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هایی که سازی عبارات ریاضی جهت یافتن جواب مفید باشد. برای موقعیتهای خاص و در سادهسازی دستکاریتواند در سادهاین معادله می
 گیریم:  تری را در نظر میهای غشای فعال وجود دارد، معادله کابل کلیهای الکتریکی کاربردی، تحریک سیناپسی یا ویژگیدر میدان
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𝐺  .0اگریک تابع استG ی  ( وجود دارد. هنگامی که جریان یا ولتاژ فقط در چند نقطه 2)  ییبا مشتقات جزی دیفرانسیل  باشد، معادله  =

0Gشود، برای طول کابلی که بین این نقاط قرار دارد  گسسته در امتداد یک کابل فعال اعمال می هنگامی که یک الکترود  شود.  می=

آوریم و اگر  به دست می  Xبه عنوان یک تابعی از   G( را همراه با 3شود، معادله )پیچیده در طول کابل اعمال میگسترده یا آرایه الکترود  

T,را به عنوان تابعی از   Gاین میدان اعمال شده با زمان متغیر باشد ،  X   داریم. اما، وقتی اختلال ورودی یک تغییر رسانایی سیناپسی

همچنین  و  Uیک تابع از  Gزمانی ورودی سیناپسی بستگی دارد. در این حالت، -و همچنین توزیع مکانی Uاست، جریان سیناپسی به 

,T X  تواند تاریخچه حالت را در تمام فواصل است. مدل معادله کابل کسری بهتر از معادله کابل صحیح است، چون مشتق کسری می
(0,1)( با یک مشتق کسری از مرتبه 2توصیف کند. ما مشتق زمان مرتبه اول را در معادله )  کنیم:  جایگزین می 
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 کسری عصبی است. دل یک تعمیم ساده برای مدل کابل از دیدگاه ریاضی، این م
 

 
 

 1Nernst-Planck equation 
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 سازی مسلهمدل-3
 ای و یک نکته تعاریف پایه(  3-1
 کنیم.فابریزیو را بیان می-در این بخش، نخست دو تعریف ضروری و لازم از حساب کسری، تعریف مشتق کسری کاپوت و کاپوت    

 گیریم و داریم: را در نظر می 𝛼ی  مشتق زمان کسری کاپوت رایج از مرتبه. 1تعریف 
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، کاپوت و فابریزیو   ( )
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] . با تغییر هسته به تابع   , ), 1a t n n − −     

 تعریف جدیدی از مشتق زمان کسری را پیشنهاد دادند.

,.)1.  2تعریف   ) ( , )u t H a b    وb a    (0,1)و   فابریزیو به صورت زیر  -را در نظر بگیرید. سپس مشتق کسری کاپوت

 شود:تعریف می
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)که   )M   نرمال تابع  به طوریکه  یک  است  (0)سازی  (1) 1M M= تابع .    = اگر  )1به   u  اما  , )H a b   و باشد  نداشته    تعلق 
1( , )u L b − شود:مشتق به صورت زیر تعریف می "باشد، مجددا 
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)1نکته:   , )H a b :فضای سوبولف است که از ورژن عمومی آن ارائه شده است 

 2( , ) : , ',..., ( , ) .n n

tH a b u u u D u L a b=   

 گیریم: در این مقاله، ما مدل کابل کسری زیر را با شرایط اولیه و شرایط مرزی در نظر می
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,0)  با شرایط مرزی ) 0, ( , ) 0,0u t u L t t T= =   و شرایط اولیه    ( ,0) ( ),0u x r x x X=  . 

 بندی و آنالیز طرح عددیفرمول ( 3-2

h/سازی مسله را با فرض  گسسته  .( تقریب عددی مشتق کسری  1-2-3 X M=   و/T N سایزگرید  M کنیم کهشروع می  =

ix کنیمسایزگرید در زمان است و همچنین فرض می  Nمکان و  در ih=0,1و,...,i M=0]  در بازه, ]X     وnt n=  در بازه 

[0, ]T 0,1و,...,n N=   ، 

0

0

( , )( )
( , )

1

nt

CF i
t i n

u xM
D u x t 

 
=

−  ( ) .
1

nexp t d


 


− 
 − 

− 
                                                              (8)  

) با استفاده از فرمول تفاضلی پیشرو، ما مشتق کسری را در , )i nx t زنیم : تقریب می 

0

0

( , )( )
( , )

1

nt

CF i
t i n

u xM
D u x t 

 


=

−   
( )

( )
1 1

n

M
exp t d

 
 

 

− 
 − = 

− − 
 

1
1

( , )
( )

1

j

j

t
n

i
n

j t

u x
exp t d

 
 

 
−

=

− 
  − 

 − 
 

1

1

( )
( )

1

j jn
i i

j

u uM
O t

t





−

=

 −
 +  

−  
  

1

( )
1

j

j

t

n

t

exp t d


 


−

− 
 − 

− 
                                                                       (9) 

 ، داریمییگیری جز بعد از حل انتگرال
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1

1
( )

1

j

j

t

n

t

exp t d
 

 
 

−

− −   
− =   

−   
 1( ) ( )

1 1
n j n jexp t t exp t t

 

 
−

    
 − − − − −    

− −    
               (10) 

 
 : شود می( 9بنابراین معادله )

( 1

0

1

( )
( , ) ( )

(1 )

n
CF j j

t i n i i

j

M
D u x t u u

t

 



−

=

= −
− 

 )
1

( ) ( )
1

n jO t exp t t
 

 

−    
+   − −   

−   

 

1( )
1

n jexp t t



−

 
− − − 

− 
                                                  (11) 

 آوریم از موارد فوق به دست می

1

0

1

( )
( , ) ( )

n
CF j j

t i n i i

j

M
D u x t u u

t

 



−

=

= −

   ( ) ( 1)

1 1
exp t n j exp t n j

 

 

    
 −  − − −  − +    

− −    
 

1

( )
( ) ( )

1

n

j

M
O t exp t n j

t

 

 =

  
+  −  − 

 − 
 ( 1) .

1
exp t n j





 
− −  − + 

− 
                               (12)  

 فابریزیو را به عنوان یک قضیه بیان کنیم و آن را اثبات نماییم. - اکنون اجازه دهید تقریب مشتق کسری کاپوت

) فرض کنیم. 1قضییه   , )u x t 2 یک تابع در ([ , ] [0, ])C a b T 0 ی مشیتق کسیری هماسیت و مرتبه 1    باشید. سیپس

) فابریزیو در نقطه-تقریب مرتبه اول مشتق کاپوت , )i nx t: 

1

0 ,

1

( )
( , ) ( )

n
CF j j

t i n i i j n

j

M
D u x t u u d 



−

=

= −  ( , , )R j +  

)که  )t =   و 

, ( ) ( 1)
1 1

j nd exp t n j exp t n j
 

 

   
= −  − − −  − +   

− −   
 

)و   , , )R j N    . 

 

 بنابر معادله بالا  برهان.

1

0

1

( )
( , ) ( )

n
CF j j

t i n i i

j

M
D u x t u u 


−

=

= − 

( ) ( 1)
1 1

exp n j exp n j
 

 
 

    
 − − − − − +    

− −     1

( )
( ) ( )

1

n

j

M
O exp n j

 
 

 =

  
+ − − 

− 
  

( 1) .
1

exp n j





 
− − − + 

− 
 

 : دهیمقرار می

1

( )
( , , ) ( ) ( )

1

n

j

M
R j O exp n j

 
   

 =

  
= − − 

− 
 ( 1) .

1
exp n j






 
− − − + 

− 
 

آوریم: کنون از هر دو طرف نرم می گیریم و به دست میا  

1

( )
( , , ) ( ) ( )

1

n

j

M
R j O exp n j

 
   

 =

  
= − − 

− 
 ( 1)

1
exp n j






 
− − − + 

− 
 

 سپس،
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( )
( , , ) ( ) 1

1

M
R j O exp n

 
   

 

  
= − −  

−  
 

 

    □                                                                                                               برهان کامل شد.                                 
                                                                                                                                          

 بنابراین، تقریب مرتبه اول برای محاسبه مشتق کسری زمان به شرح زیر است:

 1

0

1

( )
( , ) ( )

n
CF j j

t i n i i

j

M
D u x t u u 



−

=

= −  

( ) ( 1)
1 1

exp t n j exp t n j
 

 

    
 −  − − −  − +    

− −    
( ),O t+   

شود: زیر بازنویسی میکه به   

0 ,

( )
( , )CF n

t i n n n i

M
D u x t d u 


= 

1
0

1, , 1,

1

( ) ( ).
n

j

j n j n i n i

j

d d u d u O t
−

+

=

− − − +                                         (13) 

 نیکلسون -ی کابل با استفاده از طرح کرانک( تقریب معادله 3-2-2
   گیریم:فابریزیو در نظر می -کاپوت سازی، معادله کابل کسری را همراه مشتقبرای گسسته

2

0 2

( , )
( , ) ( , ) ( , )CF

t i n

u x t
D u x t u x t g x t

x

 
= − −


                                                                                            (14) 

 گیریم: و تقریب مشتق کسری زیر را به کار می
1

0

0 , 1, , 1,

1

( )
( , ) ( ) ( ).

n
CF n j

t i n n n i j n j n i n i

j

M
D u x t d u d d u d u O t 



−

+

=


= − − − +  


                                     (15) 

 کنیم:نیکلسون را برای مشتق مکان مرتبه دوم استفاده می-کرانکعلاوه بر این، ما روش 
1 1 12

21 1 1 1

2 2 2

2 2( , )
( ).

2 2

n n n n n n

i i i i i iu u u u u uu x t
O x

x x x

− − −

+ − + −− + − +
= + + 

                                              (16) 

 :نیکلسون استفاده کرده و همواره داریم -دهیم و از طرح کرانکمشتقات بالا را در معادله قرار می
1

0

, 1, , 1,

1

( )
( )

n
n j

n n i j n j n i n i

j

M
d u d d u d u





−

+

=

 − − − 
1 1 1

1 1 1 1

2 2

2 2

2 2

n n n n n n

i i i i i iu u u u u u

x x

− − −

+ − + −
 − + − +

− + 
  

 

( ) ( )1 11 1
.

2 2

n n n n

i i i iu u g g− −+ + = +                                          )17( 

 سپس 

( )1 1 1 1

1 1 1 2 , 1 1 2 1 1 1 2 1 1( ) (2 ) ( ) ( 2 )n n n n n n n n

i n n i i i i i i iu d u u g g u u u        − − − −

+ − + −− + + + + − = + + + − − +
 

) 18(                                               
1

0

1, , 1,

1

( )
n

j

j n j n i n i

j

d d u d u
−

+

=

+ − +   
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که 
1 22 ( )

t

x M







=


و         

2
2 ( )

t

M







= . 

 آنالیز پایداری(  3-3

n. جواب تقریبی  ]28  [شودآنالیز فوریه تحلیل می  کنیم. پایداری توسطدر این بخش، پایداری طرح را بررسی می

iU      است و تعریف

i,...,1,2کنیم می M=
n n n

i i iu U = − 0,1,...,n N=,  .آید ی زیر به دست میی خطای گردشدهسپس، معادله 
1 1 1

1 1 1 2 , 1 1 1 1 1 2 1 1( ) (2 ) ( ) ( 2 )n n n n n n

i n n i i i i id             − − −

+ − + −− + + + + − = + − − +  

1
0

1, , 1,

1

( )
n

j

j n j n i n i

j

d d d 
−

+

=

+ − +                                              (19) 

0 که 0n n

M = n,...,0,1 برای.  = N=  ،کنیمما توابع گرید زیر را تعریف می 

1,2,..., 1

( ) 2 2

0 0
2 2

n

n when x x x i M
i h h

i i
x

h h
when x or L x L





   = −


− +
= 


  −  


 

)توان  از این رو می )n x را در سری های فوریه به صورت زیر بسط داد: 

1,2,...,n N=                                             

2

( ) ( ) ,
kl x

n L
n

l

x d l e





=−

=  

2که

0

1
( ) ( )

L

n kl x

nd l x e dx
L

=  . 

کنیم که اکنون  فرض می  

1,2,..., .n N=    1 2 1, ,..., ,
T

n n n n

M    −
 =   

 :  2lاز تعریف نرم 
11

1 222 2

2
1 0

LM
n n n

i i

i

h dx  
−

=

  
= =   
   
   

n,...,1,2و   N=:با استفاده از نامساوی پارسوال . 

1,2,..., .n N=   

2
2

0

( ) ,

L

n

i ndx d l


−

= 

 داریم 
2

2

2
( ) ,n

nd l


−

=                                            1,2,..., .n N=                                                  (20) 

کنیم     فرض 
n

iبه صورت  
n rih

i nd e    است که  =
2 l

L


 1Lو    = =  .  n rih

i nd e  جایگذاری (  19)ی  معادلهدر  را    =

 کنیم و داریم:  می
( 1) ( 1) ( 1)

1 1 2 , 1 1 1 1( ) (2 ) ( ) ( 2r i h rih r i h r i h

n n n n n nd e d d e d e d e        − + −

−− + + + + − = + − 

( 1)

2 1 1 1) rih r i h

n nd e d e   +

− −− +
1

1, , 1, 0

1

( ) .
n

rih rih

j n j n j n

j

d d d e d d e 
−

+

=

 
+ − + 
 
  
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 سازی، داریمبعد از ساده

( ) ( )1 , 22rh rh

n n nd e e d  − − + − + +
  ( )1 1 22rh rh

nd e e  −

−
 = + − −
   

1

1, , 1, 0

1

( ) .
n

j n j n j n

j

d d d d d
−

+

=

 
+ − + 
 
  

 آوریمسپس، به دست می

2

1 , 24 sin ( )
2

n n n

h
d d


 

 
+ + 

 

2

1 1 24 sin
2

n

h
d


 −

 
= − − 

 
 

1

1, , 1, 0

1

( ) .
n

j n j n j n

j

d d d d d
−

+

=

 
+ − + 
 
                                            (21) 

فرض کنیم.  2قضیه 
nd0  دهیمنشان می است. (21) جوابnd d   ،1n . 

1n  دهیمکنیم. قرار میاز استقرای ریاضی برای اثبات استفاده میبرهان.  =، 

2

1 2

1 0 0
2

1 2 ,

4 sin
2

4 sin
2

n n

h

d d d
h

d


 


 

− −

= 

+ +

 

. 1 0d d  بنابراین

0kdفرض کنیم  d برای هرk n  ( 1,2,..., 1)k n= k دهیم براینشان می. برقرار باشد− n=   .نیز برقرار است 

2

1 2 1,

2

1 2 ,

4 sin
2

4 sin
2

n

n

n n

h
d

d
h

d


 


 


− − +

 
 + +


1

1, , 0
2 1

1 2 ,

1

4 sin
2

n

j n j n

j
n n

d d d
h

d


 

−

+

=




+ − 
+ +


  

2

1 2 1,
, 1,

0
2 2

1 2 , 1 2 ,

4 sin
2

4 sin 4 sin
2 2

n
n n n

n n n n

h
d d d

d
h h

d d


 

 
   

 
− − + −

= + 
 + + + +



 

2 اگر

1 2 1,4 sin 0
2

n

h
d


 − − +  ، سپس  

2

1 2 , 1, 1,

0
2

1 2 ,

4 sin
2

4 sin
2

n n n n

n

n n

h
d d d

d d
h

d


 


 

 
− − + − + 

  
 + +
 

0d  

2  و اگر

1 2 1,4 sin 0
2

n

h
d


 − − +    ، 

2

1 2 , 1, 1,

0
2

1 2 ,

4 sin
2

4 sin
2

n n n n

n

n n

h
d d d

d d
h

d


 


 

 
+ + − − 

  
 + +
 
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 در نتیجه

2

1 2 , 1,

0
2

1 2 ,

4 sin 2
2

4 sin
2

n n n

n

n n

h
d d

d d
h

d


 


 

 
+ + − 

  
 + +
 

. 

0ndاز این رو  d اگر و فقط اگر 

       

2

1 2 , 1,

2

1 2 ,

4 sin 2
2 1

4 sin
2

n n n

n n

h
d d

h
d


 


 

+ + −



+ +

  

2 2

1 2 , 1, 1 2 ,4 sin 2 4 sin
2 2

n n n n n

h h
d d d

 
   + + −  + + 

      1, 0nd       

( 1) 0
1 1

exp n t exp n t
 

 

   
− −  − −     

− −   
 

 

( 1) 0
1 1

n t n t
 

 
− −  +  

− −
    

0ndبنابراین  d .است                                                                                                                               □    

                                                                                                   

0که  گیریم( نتیجه می20ی )و رابطه  2از قضیه  

2 2

n     ،فابریزیو -برای معادله کابل با مشتق کاپوت  نیکلسون-یعنی طرح کرانک

 باشد. مشروط مینیز نا پایدار است و این پایداری 

 ( آنالیزهمگرایی3-4

)   فرض کنیم  .]28 [  کنیمرا دنبال می  ما برهان همگرایی طرح تفاضل متناهی    , )i nu x t   جواب دقیق نمایش داده شده توسط سری

 تیلور است. سپس خطای برشی طرح
1 1 1

1 1 1 1

2 2

0

( , ) 2 2( )
( )

1 1 2 2

t n n n n n n
n i i i i i i i
i n

u x u u u u u uM
R exp t d

x x

 
 

  

− − −

+ − + −
  − + − +− 

= − − +  
−  −     

 

( ) ( )
2

1 1

0 2

1 1
( , ) ( , ) ( , )

2 2

n n n n CF

i i i i t i n i n i n

u
u u g g D u x t u x t g x t

x

− − 
+ + + + − + − −


 

)با 1,2,..., 1)n N= )و− )1,2,..., 1i M=  داریم  ( 7)از  .−
2

2

0

( , ) ( , ) ( , )( )
( )

1 1

t

n i i i
i n

u x t u x u x tM
R exp t d

t x





 
 

  

  − 
= −  − + 

 −  −  
 

1 1 1
1 21 1 1 1

2 2

2 2 1
( , ) ( ) ( )

2 2 2

n n n n n n
n ni i i i i i

i n i i

u u u u u u
u x t u u O t x

x x

− − −
−+ − + −

 − + − +
− + + − + =  +  

  
 

i, چون n متناهی هستند، یک ثابت مثبت  
1B وجود دارد، برای همه,i n 2                ها، به طوریکه

1( )n

iR B t x  +       و     

( )0,1,..., 1i M= )  و  − )1,2,..., 1n N= − .          
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)  فرض کنیم , )n n

i i n iu x t u = )خطا در نقطه  − , )i nx t نویسیمی زیر میاست و معادله خطا را به گونه: 

1 1 1

1 1 1 2 , 1 1 1 1 1 2 1 1( ) (2 ) ( ) ( ) (2 ) ( )n n n n n n

i n n i i i i id             − − −

+ − + −− + + + + − + − + + + − 

1
0

1, , 1,

1

( )
n

j n

j n j n i n i i

j

d d d R 
−

+

=

− − − = 

1 i M    ،1 1n N  0  و با شرط مرزی − 0n n

M = = ،1,2,...,n N= 0و شرط اولیه 0i i,...,0,1و  = M=    . 

 کنیم: شود. توابع گرید زیر را تعریف میدر این بخش از آنالیز فوریه برای تحلیل همگرایی استفاده می

2 2

1,2,..., 1

( )

0 0
2 2

k

j h h
j j

n

when x x x j M

x
h h

when x or L x L




− +

   = −


= 
   −  


 

2 2

1,2,..., 1

( )

0 0
2 2

n

i h h
i i

n

R when x x x i M

R x
h h

when x or L x L

− +

   = −


= 
   −  


 

)  از این رو، )n x( )nR x, توان در سری فوریه بسط داد به طوریکهرا می  

1,2,...,n N=     

2

( ) ( ) ,
kl x

n L
n

l

x l e


 


=−

=  

 و

1,2,...,n N=     

2

( ) ( ) ,
kl x

n L
n

l

R x l e





=−

=  

 که 
2

0

1
( ) ( )

L kl x

n L
n l x e dx

L



 =  

 و
2

0

1
( ) ( )

L kl x

n L
n l R x e dx

L



 =  

 و داری   

1 2 1, ,...,
T

n n n n

MR R R R −
 =  1 2 1, ,..., .

T
n n n n

M    −
 =  ,                                              

 :  2l از تعریف نرم

11
1 222 2

2
1 0

,

LM
n n n

i i

i

h dx  
−

=

  
= =   
   
  

11
1 222 2

2
1 0

LM
n n n

i i

i

R h R R dx
−

=

  
= =   
   
  
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1,2,...,n N= .:با استفاده از معادله پارسوال 

1,2,...,n N=            ،

2
2

0

( )

L

n

i ndx l 


−

= 

.1,2,...,n N=         ،

2
2

0

( )

L

n

i nR dx l


−

=و 

 ما همچنین داریم:
2

2

2
( )n

n l 


−

= ،  1,2,...,n N=                                                                                                               (22)            

) 23(                                                                                          .1,2,...,n N=  ،

2
2

2
( )n

nR l


−

= 

کنیم کهبنا بر بالا ،  فرض می  

,n rih n rih

i n i ne R e   = =                                                                                                           (24) 

و
2

1,
l

L
L


=   سپس معادله خطا را داریم:.  =

1 1 1

1 1 1 2 , 1 1 1 1 1 2 1 1( ) (2 ) ( ) ( 2 )n n n n n n

i n n i i i i id             − − −

+ − + −− + + + + − = + − − +  

1
0

1, , 1,

1

( )
n

j n

j n j n i n i i

j

d d d R 
−

+

=

+ − + +  

1 که 1 , 1n N i M  −      0و 0N = =(0 i M ( با استفاده از فرمول . )آوریم ( ، به دست می24 
 

( 1)

1 1 2 ,( ) (2 )r i h rih

n n n ne d e     −− + + + ( 1) ( 1)

1 1 1 1( ) ( 2r i h r i h

n ne e    + −

−+ − = + −  

( 1)

2 1 1 1) rih r i h

n ne e    +

− −− +
1

1, ,

1

( ) .
n

rih rih

j n j n j n

j

d d e e  
−

+

=

 
+ − + 
 
  

 سازی بعد از ساده

( ) ( )1 , 22rh rh

n n ne e d   − − + − + +
  ( )1 1 22rh rh

n e e   −

−
 = + − −
   

1

1, ,

1

( ) .
n

j n j n j n

j

d d  
−

+

=

 
+ − + 
 
  

 سپس داریم :
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( )
2

11 2

1 1, ,
2 2 1

1 2 , 1 2 ,

4 sin
12 .

4 sin 4 sin
2 2

n

n n j n j n j n

j
n n n n

h

d d
h h

d d


 

   
 

   

−

− +

=

− −  
= + − + 

 + + + +
 

                          (25) 

)  فرض کنیمگزاره:   1, 2,..., )n n N   ( بیاشییید، سیییپس ییک ثیابیت مثبیت25جواب )  =
2B   2 وجود دارد کیه 1n B  و

1,2,...,n N= . 

0 برهان. 0 0 ما داریم،  = 0  وجود دارد که  nB همگرا هستند، سپس یک ثابت مثبت (23ها در )چون سری.  =

1( ) ( )n n n nl B l     ، 1,2,...,n N=و سپس، داریم 2 1max n N nB B =     ،2n nB   و 

1,2,...,n N=  .1 با اسییتفاده از اسییتقرای ریاضییی، برایn =، 
1 1

2

1 2 ,

1

4 sin
2

n n

h
d

 


 

=

+ +

 توانیم بیان کنیم ما می .

1 1 2 1B     .  2  فرض کنیم کیه 1k B ( 1,2,..., 1)k n= k  دهیم کیه همچنین برای. نشیییان می  − n= 

 :( داریم25درست است. از )

( )
2

11 2

1 1, ,
2 2 1

1 2 , 1 2 ,

4 sin
12

4 sin 4 sin
2 2

n

n n j n j n j

j
n n n n

h

d d
h h

d d


 

  
 

   

−

− +

=

− −  
 + − 

 + + + +
 

2

1 2 ,

1
.

4 sin
2

n

n n

h
d




 

+

+ +

 

( )
2

11 2

1 1, , 2 1
2 2 1

1 2 , 1 2 ,

4 sin
12

4 sin 4 sin
2 2

n

n n j n j n

j
n n n n

h

d d B
h h

d d


 

  
 

   

−

− +

=

 
− − 

 + − 
 + + + + 
 

 

2

1 2
, 1,

2 1
2 2 2

1 2 , 1 2 , 1 2 ,

4 sin
1 2

4 sin 4 sin 4 sin
2 2 2

n n n

n n n n n n

h
d d

B
h h h

d d d


 


  

     


− − −

+ = +
+ + + + + +


 

   .
2 1

2

1 2 ,

1

4 sin
2

n n

B
h

d




 




+ 
+ + 


 

2 چون

1 24 sin 0
2

h
 

 
− −  
 
 سپس  
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2

1 2 , 1,

2 1
2

1 2 ,

4 sin 1
2 .

4 sin
2

n n n

n

n n

h
d d

B
h

d


 

 


 

 
+ + − + 

  
 + +
 

 

 کنیم، بررسی می

2

1 2 , 1,

2

1 2 ,

4 sin 1
2 1.

4 sin
2

n n n

n n

h
d d

h
d


 


 

+ + − +



+ +

 

2گیریم که سپس نتیجه میو  1k B    .                                                                                                       □ 

دارد و مرتبه  2l فابریزیو همگرایی-نیکلسیون برای معادله کابل خطی با مشیتق کسیری کاپوت-طرح تفاضیلی پیشینهادی کرانک. 3قضییه  

)2  همگرایی ( ) )O t x +  باشد .می 

1( ، داریم 23)- (22ی )از گزاره و رابطهبرهان.   2

2 2 12 2
( ( ) )n B R B B t x    +   .،2  بنابراین

2
( ( ) )n B t x   +  

 به طوریکه
2 1B B B=  .      .برهان ثابت شد 

                                                            □ 
 عددی نتایج -4
دهیم. قدر مطلق خطاها را با نرم ماکزیمم در این بخش، برای تایید الگوریتم پیشیینهادی در حل معادله کابل کسییری دو مثال را ارائه می   

( )Err   ی همگرایی مرتبه و( )rO کنیم:را با استفاده از فرمول زیر محاسبه می 

1
1

( ) max ( ( , ) )n

i M i n i
n N

Err j u x t u  
 

= − 

 و

.
2

( )
log

( 1)
r

Err j
O

Err j





 
=  

+ 
 

 : اولیه زیر از معادله کابل کسری را در نظر بگیرید-مسله مرزی (1مثال
2

0 2

( , )
( , ) ( , ) ( , ), (0 1,0 1).CF

t

u x t
D u x t u x t g x t x t

x

 
= − −    


     

)26                )  

)2،   (26ووا  دییس) , ) (1 )sin( )u x t t x x= و −
( )/(1 )

2 2

(2 2 )sin (1 )
( , )

2 ( cos cos )

t
x x t e

g x t
t x x x

 
 



−
− − − +

=
+ +

  ، 

)  مشروط به شرایط اولیه و مرزی ,0) 0,0 1u x x=      0)و, ) 0, (1, ) 0,0 1u t u t t= =   . 

)  ( را با شرایط اولیه و مرزی26معادله کابل  کسری )( 2مثال ,0) 0,0 1u x x=     و
2(0, ) 0, (1, ) sin(2 )u t u t t = =  

0و  1t . 2  جواب دقیق مسله( , ) sin(2 )u x t t x=  .است 

دهد. نزدیکی  جواب تقریبی و جواب تحلیلی معادله را نمایش می  1( تست شده است. شکل 26)در مثال نخست، روش تفاضلی برای معادله 

)تحلیلی به وضوح     جواب تقریبی و  )1, 1000, 100t N M= = نمایش قدر مطلق خطاهای طرح   2و 1های  نمایان است. جدول  =

0.01h،  1ی همگرایی آنها است. به عنوان مثال در جدول  تفاضلی  و همچنین مرتبه یک مقدار کوچک برای تست خطای خاصی    =

شرایط مرزی و اولیه و جواب دقیق در    ( با تغییر26ی گام زمان را متفاوت انتخاب کردیم. در مثال دوم، تقریب معادله کابل )است و اندازه

)نشان داده شد   2شکل )0.3 و همچنین جواب تحلیلی و جواب عددی به دست آمده از طرح تفاضلی در سمت راست و چپ شکل   =
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)شود   مشاهده می )1, 100, 100t N M= = بیان    2و 1دهد. شکل  خطاهای تقریبی برای طرح تفاضلی را به ما می  4و 3. جدول  =

های نیکلسون سازگار با جواب-فابریزیو و طرح تفاضلی کرانک-های عددی به دست آمده با استفاده از مشتق کسری کاپوتکند که جوابمی

 تحلیلی است. 

 
 

,𝒖(𝒙. جواب عددی و جواب دقیق 1شکل 𝒕)   ،𝛂 = 𝟎. 𝟓 , 𝒅𝒕 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟏, 𝒅𝒙 = 𝟎.  . 1برای مثال   𝟎𝟏

 

,𝒖(𝒙. جواب عددی و جواب دقیق 2شکل 𝒕)   ،𝛂 = 𝟎. 𝟓 , 𝒅𝒕 = 𝟎. 𝟎𝟏, 𝒅𝒙 = 𝟎.  . 2برای مثال   𝟎𝟏

 

 

rO, . 1جدول Err    100 خاص    در جهت   1مثالازM = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      𝛼                  N            Absolute Error               Convergence  

                                              (𝐸𝑟𝑟∞)                            (𝑂𝑟) 

      0.3            200               3.5147E-6 

                       300               1.5604E-6                       1.171485 

                       400               8.7722E-7                       0.830905 

                       500               5.6124E-7                       0.644320  

  

       0.5           200              4.7069E-6                      

                       300               2.0865E-6                        1.173692 

                       400               1.1721E-6                        0.821989 

                       500               7.4955E-7                        0.644998 

   

       0.9            200               1.5158E-5             

                        300               6.5658E-6                        1.207036 

                        400               3.6434E-6                        0.849684 

                        500               2.3122E-6                        0.656018 
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rO,    . 2جدول   Err

𝑀در جهت مکانی و زمانی خاص  1از مثال      = 𝑁   . 
  𝛼                N             M             Absolute Error            Convergence   

   order(𝑂𝑟)                   (𝐸𝑟𝑟∞)  

  0.3          200          200                 3.5162E-6                    

                 300          300                 1.5611E-6                1.171454 

                 400          400                 8.7767E-7                0.830811 

                 500          500                 5.6153E-7                0.644315 

  

 0.5           200          200                 4.7084E-6       

                 300          300                 2.0872E-6                1.173667 

                 400          400                 1.1725E-6                0.831980 

                 500          500                 7.4983E-7                0.644951 

  

 0.9           200          200                 1.5158E-5 

                 300          300                 6.5660E-6                1.206992 

                 400          400                 3.6435E-6                0.849689 

                 500          500                 2.3123E-6                0.655995 

 

 
rO,.  3جدول Err    در جهت خاص   2مثال  از𝑀 = 100   . 

         𝛼                N              Absolute Error               Convergence  

                         (𝐸𝑟𝑟∞)                             (𝑂𝑟)            
         0.3            200               4.0578E-6 

                        300               1.8016E-6                       1.171418 

                        400               1.0129E-6                       0.830786 

                        500               6.4804E-7                       0.644320  
  

        0.5           200               5.6939E-6                      

                        300               2.5246E-6                        1.173362 

                        400               1.4184E-6                        1.136428 

                        500               9.0710E-7                        0.644993 

 

        0.9           200               2.5722E-5             

                        300               1.1201E-5                       1.199375 

                        400               6.2325E-6                        0.845744 

                        500               3.9620E-6                        0.653581 

 

 

rO,. 4جدول   Err     در جهت مکانی و زمانی خاص  2مثالاز𝑀 = 𝑁   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    𝛼              N             M           Absolute Error           Convergence     

order(𝑂𝑟)                                                   (𝐸𝑟𝑟∞)         
      0.3          200          200             4.2012E-6                    

                     300          300             1.8771E-6                1.162295 

                     400          400             1.0577E-6                0.827574 

                     500          500             6.7740E-7                0.642850 

 

 0.5          200          200             5.8346E-6            

                     300          300             2.5987E-6                1.166843 

                     400          400             1.4623E-6                0.829550 

                     500          500              9.3591E-7               0.643797 

 

 0.9          200          200              2.5834E-5      

                     300          300              1.1260E-5                1.198064 

                     400          400              6.2675E-6                0.845244          

3.9849E-6                 0.653346          500       500                      
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 نتیجه گیری -5
فابریزیو برای ارائه یک الگوریتم جهت حل معادله -نیکلسون را به همراه مشتق کسری کاپوت-در این مقاله، طرح تفاضل متناهی کرانک   

های  های عددی به جواب جوابباشد و  نامشروط پایدار میکابل کسری مورد بررسی قرار دادیم. نشان دادیم که روش پیشنهادی به طور  

)2دقیق با مرتبه   ( ) )O t x +   .افزار  روی دو نمونه عددی روش را تست نمودیم و نتایج عددی را با استفاده از نرم  همچنین  همگرا هستند

)های زمانی و مکانی و همچنین آلفاهای متفاوتی  ها و جداولی که با طول گاممتلب به صورت شکل 0.3,0.5,0.9) بودند، به نمایش  =

 وری سازگار هستند. ئنماییم که نتایج عددی با نتایج تمی مشاهدهگذاشتیم. در پایان 
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