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  چکیده
 وجود يجبر يایاش و یاتیبیترک يایاش نیب ارتباط يبرقرار يبرا يمتعدد يها  روش ،یاتیبیترک ییجبرجِابجا در

 نیا مطالعۀ به یسادک يها مجتمع و ها گراف با يا جمله تک يها آل دهیا کردن متناظر قیطر از مقاله نیا در. دارد
 زنرِیر - یاستنل يها آل دهیا و یالی يها آل دهیا ،بحث قابل يا جمله تک  يها آل دهیا نیم. مهمتریپرداز یم اءیاش

مرحله  푟تا  یخط، 퐼 يا  آل تک جمله  دهیح مثبت باشد. ایک عدد صحی 푟 یدفرض کن .باشند یم یسادک يها مجتمع
0تمام  يبرا و푑 ح چون یاعداد صح یبعض يبرا ی شود هرگاه،ده میاول نام ≤ 푖 < 푟 و 푗 ≠ 푑، 훽 , (퐼) = 0. 

فراهم شود که  ی از مربعخال يا  تک جمله يهاآل  دهیا يبرا یاتیبیط ترکیشرا یبعض ی شده استن مقاله سعیدر ا
 يها آل دهیا اول مرحلۀ   r تا یخط يها لیتحل کمک به ما ادامه برخوردار شوند. در مرحله اول 푟 ی تاخط یتاز خاص
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  مقدمه .1
 یکیو همولوژ یاتیبیخواص ترک يمطالعه جبر

به  ییدر حوزه جبر جابجا يا  تک جمله يها آل  دهیا
ن مقاله به مطالعه یباشد. ا یعه مسرعت در حال توس

 يا  تک جمله يهاآل  دهیا مال ازینیل آزاد میتحل
  پردازد.  یاز مربع م یخال

푅		د یفرض کن = 핂[푥 ,… , 푥 ک حلقه چند ی[
ل آزاد مدرج یک تحلیباشد.  핂دان یم يرو يا جمله

ان یر بیق زیبه صورت همبافت دق 푀مال مدول ینیم
  شود: یم

0 → 퐹 → 퐹 → ⋯ → 퐹 → 퐹 → 푀 → 0.  
  
مدول آزاد مدرج به فرم - 푑ک ی 퐹که هر  ییجا

⊕ ∈ 푅(−푗) , ( که تعداد  يطور بوده، به (
  ها مدرج مال و همه نگاشتینیه میعناصر پا

훽باشند. مقدار یم , (푀) ،푖 -مدرج  ین عدد بتیام
ن اعداد یشود. ا یده مینام 푗از درجه  푀از مدول 

ن یهستند. بنابرا 푀 ل آزادیمستقل از انتخاب تحل
م. یدر دست دار 푀مدول  يک عدد ثابت مهم برای

و  푅از حلقه  يا آل تک جمله  دهیک ای 퐼د یفرض کن
푑 آل   دهین ایح مثبت باشد. بنابرایک عدد صحی퐼 

  تمام  ياست، اگر برا یخط-  푑 لیک تحلی يدارا
푖ها و 푗 ≠ 푑 میداشته باش 훽 , (퐼) = 0 .  
퐼 ک ی ياست هرگاه دارا یل خطیک تحلی يدارا

ح مثبت یصح يها푑از  یبعض يبرا یخط- 푑ل یتحل
آل تک   دهیاک یم که اگر یابی     یمدر فیاز تعرباشد. 
اشد، آنگاه ب یل خطیتحل يدارا 퐼چون  يا  جمله

 يدارا 퐼آل   دهیا مالینیم يا تک جمله يهاتمام مولد
 يها لیکه تحل ییآنجاکسان هستند. از یدرجه 

ار مهم از یخاص و بس يها از حالت یکی یخط
 يبند مال هستند، ردهینیآزاد م يها لیتحل

باشند، به  یت مین خاصیا يکه دارا ییها آل دهیا
ز در یاز موضوعات چالش برانگ یکیعنوان 

نه یزم نید. لذا در ایمطرح گرد ییجابجا  جبرِ
 يها آل دهیا يرا برا يبند ن ردهیفروبرگ توانست ا

او  .از مربع درجۀ دوم انجام دهد یخال يا تک جمله
د یاز مربع تول یخال يا تک جمله يهاآل دهیتمام ا

ل یکه تحل 2درجه  يهايا شده توسط تک جمله
  .]1[ دارند را مشخص کرد یخط

از  یخال يا تک جمله يهاآل  دهیا نید که بیتوجه کن
ساده  يهاو گراف 푅مربع درجه دوم از حلقه 

ک وجود دارد. یک بیک تناظر یراس  푛با  یمتناه
 رئوسبا مجموعه  퐺به هر گراف ساده 
푉(퐺) = {푥 ,… , 푥 ، 퐸(퐺) يهاالیو مجموعه  {

퐼آل   دهیک ای = 퐼(퐺) به  شود،  یم  نسبت داده
  که: يطور 

퐼(퐺) = (푥 푥 : 푥 , 푥 ∈ 퐸(퐺)) ⊆ 푅  
 

 퐺گراف  یالیآل  دهی] ثابت کرد که ا1فرو برگ در [
است اگر و فقط اگر متمم گراف  یل خطیتحل يدارا
퐺 به نظر  یعین طبیپس از فروبرگ اباشد.  يوتر
 يۀ فروبرگ را برایقض يد که افرادیرس یم
م یتعم 2شتر از درجه یب از مربع یخال يها آل دهیا

م و ین جهت تعمیاز محقق يا لذا عده. دهند
کردند در  يادیۀ فروبرگ تلاش زیگسترش قض

 ۀیدر قض "اگر"سندگان قسمت ینو ] 5،4،3،2[
] 6[در   يدیفر کنون و  فروبرگ را توسعه دادند،

در  م دادند.یۀ مذکور را تعمیضق"تنها اگر "قسمت 
ف یرا تعر يوتر يها ها مفهوم مجتمعقت آنیحق

زنر یر-یآل استنل دهیابت کردند که اگر انمودند و ث
هر  يرو یل خطیتحل   Δ  چون یک مجتمع سادکی
   Δاز ینیمع ک اسکلتیدان داشته باشد آنگاه یم
  .باشد يوتر یستیبا

دان را یمشخصۀ م  ]7[ در  يدیدر ادامه کنون و فر
 يبرا یک شرط لازم و کافیمحدود کردند و  2به 

داشتن  ياز مربع برا یخال يا آل تک جمله دهیک ای
دست ه ب  2 دان با مشخصۀ یم يل آزاد رویتحل

ۀ مذکور نشان دادند که اگر یآوردند. آنها در قض
که  Δ یک مجتمع سادکیزنر یر- یآل استنل دهیا

د شده یبا درجۀ مشخص تول يا ک تک جملهیتوسط 
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  2 دان با مشخصۀ یم يآل رو دهیباشد، آنگاه آن ا
푟د یکنفرض  ل آزاد دارد.یتحل ≥ 푑و  2 ≥ 1 

  ،퐼 يا آل تک جمله  دهیباشند. ا ح مثبتیاعداد صح
	푑	-تا  یخط푟 شود. هرگاه  یده میمرحله اول نام
0تمام  يبرا ≤ i < 푟  و푗 ≠ 푑 ،훽 , (퐼) = 0.  

 مرحله اول 푟تا  یرا خط 퐼 يا  آل تک جمله  دهیا
ح مثبت یاز اعداد صح یبعض يبرا م هرگاهینام یم

افراد  باشد. یخط-  푑مرحله اول  푟تا  ،푑چون 
از منظر  ]8[ زنباد و همکارانش در یا همچون يگرید
ه فروبرگ نگاه کردند و در آنجا از یبه قض يگرید

 يمرحله اول، برا 푟	در یل خطیمفهوم تحل
  2005  در سال استفاده نمودند.  퐺 یالی يها آل دهیا
د که، ان نمودنین گونه بیزنباد و همکارانش ایا
 푟در  یخط-  2 ل یتحل يدارا  퐺	 گراف یالیآل  دهیا
چ یه  퐺اگر و فقط اگر متمم گراف . مرحله اول است 

4 که 푠از طول  ییدور القا ≤ 푠 ≤ 푟 + ، نداشته  2
  .باشد

ا ین سوال مطرح شود که آیحال ممکن است، ا
از  یخال يا تک جمله يها آل دهیتوان راجع به ا یم

صحبت کرد و ) 2  وماً از درجهمربع دلخواه (نه لز
 ل آزادیتحل يا) لازم برایو ( یکاف یاتیبیط ترکیشرا

تک  يها آل دهیمرحله اول از ا 푟 در یخط - 2
ن یپاسخ دادن به ا يبرا نمود یرا معرف يا جمله

ر یپذ دور کامل جهت- 푑، يترو-푑ف یتعارسوال از 
 يایو قضا يبعد-  푑 یکک مجتمع سادی يبرا

در  و همکارش يدیآنها که توسط خانم فر مربوط به
م یگرفته و مفاه دهی، ااست ده ی] به چاپ رس6[ 

,푑)  د یجد 푟)يـ وتر ، (푑, 푟)-  دور کامل جهت
و کرده  انیب يبعد - d یمجتمع سادک ير را برایپذ

  .میرسان یرا به اثبات م ییایقضا
آل  دهیاکه اگر  شود ین مقاله نشان داده میدر ا
 يدارا Δچون  یک مجتمع سادکی زنریر-یاستنل

푑)ل یتحل + مرحله اول باشد  푟در  یخط- (1
,푑)   یستیبا Δاسکلت خالص از - 푑آنگاه  푟)- دور–
نکه اگر مشخصه یشتر ایجهت دار باشد. و ب –کامل 

، Δخالص از اسکلت – 푑باشد پس  2برابر  핂دان یم
  (푑, 푟)-خواهد بود. اکنون خودمان را به  يوتر

ط یم شرایکن یمحدود م 2با مشخصه  يهادانیم
از  یخال يا  تک جمله يهاآل دهیا يبرا یلازم و کاف

ان یب مرحله اول هستند را 푟 تا یمربع که خط
퐼 زنریر-یآل استنل دهیاد که یم. فرض کنیکن یم از  	

푑 از درجه Δ یمجتمع سادک +  د شده باشد.یتول 1
-یآل استنل دهیام که یده ینشان م 2. 4ه یدر قض

퐼 زنریر 푑) لیتحل يدارا 	 +  푟 در یخط-  (1
 هر عدد يباشد، اگر و فقط اگر برا یمرحله اول م

푚 حیصح ≥  حیعدد صح ي(به طور هم ارز برا 0
푚 ≥ 푑( 푚 – اسکلت خالص ازΔ ،  (푚, 푟) -يوتر 

  خواهد بود.
  
  فیازها و تعاریشنیپ. 2

که در  يا هیف و چند مفهوم پاین بخش تعاریدر ا
 کیم. یکنیم انیرا ب ندیآ یگر به کار مید يهابخش

مجموعه رئوس  يرو Δ یمجتمع سادک
푉(Δ) = {푥 ,… , 푥 ر یاز ز يا هیک گردای {

ر ی، که تحت زباشد یم 		푉(Δ) يهامجموعه
퐹 نکه اگریا یعنی مجموعه بودن بسته است. ∈ و  ∆

퐹 ⊆ F جهیدر نت 퐹 ک یرا  ∆ . هر عنصر△	∋
ش ینما dim퐹که با  ،퐹نامند و بعد یم ∆ از وجه

|퐹| شود برابر است یداده م − ، 푖ک وجه با بعد ی، 1
به صورت  ∆شود. بعد  یده مینام ∆وجه از -  푖 کی
  شود: یف میر تعریز

dim△= max	{dim퐹 ∶ 퐹 ∈△}  
  

 يها (وجه واره  ∆ مالیماکز يها وجه مجموعه همۀ
را به   ∆ نبمالیم يها وجههمۀ نا ) و مجموعۀ∆

به علاوه . میده یم نشان	(∆)풩	  و (∆)ℱ  ب بایترت
(∆)ℱ اگر = {퐹 ,… , 퐹 توان  یباشد، آنگاه م {

>=∆، نوشت 퐹 ,… , 퐹 را   ∆یمجتمع سادک. <
 يآن دارا يها ند، هرگاه تمام وجه وارهیگو  خالص
ک مجتمع ی ∆ دیفرض کن .دنکسان باشیبعد 
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ن صورت متمم یدر ا خالص باشد، يبعد-	푑  یسادک
 يبه طور 푉(Δ) ياست رو يا یآن مجتمع سادک

푑يها ر مجموعهیز آن تمام يها که وجه واره + 1   
ن یباشند. ا ینم  	∆يهاوجه-푑	 آنها که است  يعضو

 یمجتمع سادک .دهند ینشان م ∆	 مجتمع را با نماد 
 يها مجموعهر یم، هرگاه تمام زیکامل گوئ-  푑 را ∆

푑 + مجتمع  .باشد  	∆ از يا وجه 푉(Δ)	 از يعضو  1
 Λرأس را با  n   ي، رويبعد-  푑کاملِ – 푑	  یسادک

 یک مجتمع سادکی  ∆د یم. فرض کنیده ینشان م
همان  يرو ین صورت مجتمع سادکیباشد. در ا

 يها وجه  푖آن تمام  يها واره  که وجه  	∆رئوس
 ∆	  اسکلت خالص   푖	  یسادک باشد را مجتمع ∆		
]∆ ند و بایگو ر مجتمع از یک زی. دهند یش مینما [
باشد که مجموعۀ وجه  یم ی، مجتمع سادک ∆

 .باشد  ∆ يها از وجه واره يا ر مجموعهیش زیها واره
푊 د یفرض کن ⊆ 푉(Δ) رمجتمع یزن صورت یدر ا

∆ مجتمع 푊	 يرو ∆  ییالقا یسادک = {	퐹 ∈
 ∆: 퐹 ⊆ 푊} يرو  ∆ یبه هر مجتمع سادک .باشد یم 

푥}  مجموعه رئوس , … , 푥 آل تک  دهیدو ا {
 يها يا از مربع از حلقه چند جمله یخال يا جمله

		푅 = 핂[푥 ,… , 푥 فرض شود.  ینسبت داده م [
퐹	دیکن = {푥 , 푥 ,… , 푥  يا ر مجموعهیز  {
푥ن صورت یدر ا .شدبا   푉(Δ)	از   يا را تک جمله  

푥 푥 …푥 یاستنل آل دهیا .میریگ یدر نظر م -
△퐼 ن گونهیرا ا  ∆زنر یر = (푥 : 퐹 آل  دهیو ا، (△∌

  :میکن یم یمعرف ریصورت ز به را یوجه
퐼(Δ) = (푥 :퐹 ∈ ℱ(∆))    

  
 یخال يا  ک جملهآل ت دهیزنر ایر – یمجتمع استنل

شود،  یش داده مینما 풩(퐼) که به صورت 퐼 از مربع
جاد شده توسط تک یا يها برابر است با تمام آن وجه

ستند. ین 퐼از مربع، که متعلق به  یخال يهايا جمله
ش داده ینما ℱ(퐼)	 که بانماد 퐼 يا مجتمع وجه واره

که توسط  ییها شود برابر است با تمام وجه واره یم
 شوند.یجاد میا 퐼مال ینیم يا  تک جمله يهامولد

 يها باشد که رأس  	∆  وجه از- 푞 کی 퐹د یفرض کن
푣	 آن  , 푣 ,… , 푣یب کلیدو ترت  .هستند 

푣 	 < ⋯ < 푣 푣و  	 	 < ⋯ < 푣 ارز  را هم 	
푖) گاههرند یگو , 푖 ,…	. 푖 گشت زوج یاک جی 	(
푗)		 از , 푗 , …	. 푗 푞	 ين برایبنابرا. باشد ( ≥ 1 

푣	يرو یکل يها بیهمۀ ترت . 푣 .… . 푣 به دو    
دار  وجه جهت-   푞ک ی. شوند یافراز م يارز کلاس هم

از  یکیاست که با انتخاب  	∆وجه از-  푞ک ی ،	∆	 از
 اگر، در نظر گرفته شده است يارز هم يها کلاس

 	푣 , 푣 ,… , 푣 وجه يها رأس퐹    باشند، وجه
푣  ن شده توسطییدار تع جهت 	 < ⋯ < 푣 را با  	
푣]نماد  , … , 푣   .میده ینشان م  [

  
퐹 دیفرض کن .1. 2ف یتعر = [푣 , 푣 , … , 푣 ] 

اشد. ب یک مجتمع سادکیدار از  وجه جهت -푑ک ی
푑)هر  يبرا − 푣	  دیفرض کن -  (1   ک رأس ازی 	

	퐹 ∖ 푓 باشد .  
ف یر تعریند زیبا فرا   푓ییالقا، جهت 퐹 از  푓	ر وجه یز
  شود. یم
ب ی، همان ترت푓 فرد باشد، پس جهت  푖اگر  )1

    .باشد یم 퐹 رئوسش، در جهت 
، توسط هر 푓	 زوج باشد، پس جهت  푖  گرا) 2

   퐹ب رئوسش که در جهتیترت يوگشت زوج ریجا
   .شود ین مییتع قرار دارد

퐹دنبالۀ ک ی ,… , 퐹 مجتمع  يها وجه -  푑 از  
퐹	و  퐹	 ن یب ریمس -  푑ک ی  ∆ یسادک ده ینام  

1	  يشود هرگاه برا یم ≤ 푗 ≤ 푚 − داشته  1
퐹 :میباش ∩ 퐹 = 푑 ,یمجتمع سادک 푑 -
م هرگاه یگوئ يریمس – 푑  دهمبنا ر ∆خالص  يبعد

ش وجود یها وجه- 푑	 جفت از  ن هریر بیمس 푑- کی
  ∆مالیماکس یسادک يهار مجتمعیبه ز .داشته باشد
 푑	 همبند يها مولفههستند  يریمس -  푑که همبند 

    .ندیگو  푑  با بعد ∆ یک مجتمع سادکی يریمس -
مجتمع آورده است که  ]6ن کنون در [یهمچن

 يبعد -  푑 ک دوریΩ  خالص  يبعد -  푑 یکساد
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باشد و هر  يریمس - 	푑 همبند Ω	  است اگر
(푑 − ها  وجه  - 푑در تعداد زوج از  	Ω	 وجه از -   (1

مال ینی، وجه م Ω	  يبعد - 푑ک دور ی .ردیقرار بگ
ر یز يرو يبعد –푑 چ دور یرگاه هه شود یده مینام

 .وجود نباشدآن م ي  ها وجه -	푑	 زا دیمجموعۀ اک
، رأس  ∆ ی، در مجتمع سادکΩ	  يبعد- 푑ک دور ی
 در يبعد - 푑چ دور یاگر ه شود یده میمال نامینیم
 نباشد موجود Ω	 د از رئوس یر مجموعۀ اکیز يرو ∆
퐹   يها واره ، با وجه Ω يبعد  - 	푑ور ک دی ,… , 퐹 

 يها ک انتخاب از جهتیر است اگر یپذ جهت
퐹 ,… , 퐹 هر  يکه برا وجود داشته باشد يطور  
(푑 −  ییالقا ي ها جهت ، Ω	 ، از푓 وجه چون -   (1

 푓  که توسط 퐹شامل يها 푓  شوند به دو  یجاد میا
شوند.  م یها تقس جهت يبند از دسته يدسته مساو

 .باشد یر نمیپذ جهت Ω م یگوئ یصورت م نیر ایدر غ
تمام  ي د. مجموعهک گراف باشی퐺		 د یفرض کن

را   آن يها الیتمام  ي و مجموعه 푉(퐺)را   퐺 رئوس
که با نماد   퐺متمم گراف  .میده ینشان م퐸(퐺)  با 

 퐺 رئوس  ک گراف با همانی شود، ینشان داده م 퐺 
,푥} که ياست به طور 푦}   الیک ی  	퐺 اگر و  است
퐺الیفقط اگر آن  퐺 افر گریک زی نباشد.    ⊆ 퐺 

,푣} که، هرگاه  يشود به طور یده مینام ییالقا 푤} 
 퐺 رئوس   푤  و 푣 که یجائ( باشد퐺	ال ازیک ی

,푣}  ، آنگاه)باشند 푤}  ال ازیک یز ین 	퐺  فرض  .باشد
 یالی ک وتریباشد.   퐺ک دور در گراف ی 퐶 د یکن

 یکند ول یرا به هم وصل م  퐶	 است که دو رأس
است  يوتر ،퐺 ک گراف یست. ین  퐺	از یالیخودش 

ک وتر داشته یبه طول چهار آن،  قل اگر هر دورِ حدا
 یفیبه تعار ] 6[  و همکارش در يدیدر ادامه فر .باشد

اند که  پرداخته يوتر یسادک يها در مورد مجتمع
  م.یکن یبه آنها اشاره مز ین

 يوتر يها م گرافیقت آنها به تعمیدر حق
  .اند تهپرداخ

  

در  يبعد  푑	–ک دور ی Ω  دیفرض کن .2. 2ف یتعر
 Ω	 زا يک مجموعۀ وتریباشد. 	Δ		  یمجتمع سادک

Δ يها وجه 푑	–از   퐶 مجموعۀ ، Δ	 در  ∖ Ω در 
که مجتمع  ي، به طورباشد یم  	Ω	مجموعۀ رئوس

ℱ(Ω)〉 یسادک ∪ 퐶	〉 يشامل دورها		푑	 -  يبعد 
Ω ,… , Ω يبرا 푚 ≥ ط یشد. که در شرابا یم 2

  .کنند یر صدق میز
1(  ⋃ ℱ(Ω ) = ℱ(Ω) ∪ 퐶 . 
Ω	تا  Ω در تعداد زوج از  퐶	 وجه از- 푑هر  )2   

  . قرار دارد
 Ω  يدر تعداد فرد از دورهاΩ	 وجه از  -  푑	 هر )3
  .قرار دارد Ωتا 
1هر  يبرا )4 ≤ 푖 ≤ 푚  م یدار푉(Ω ) <

푉(Ω).  
  

خالص را  يبعد -   푑 یمجتمع سادک .3. 2ف یتعر
 	푑- ند، هرگاه هر دور یگو يوتر 	푑- وجه  يبعد
مجموعۀ   	Δکامل نباشد، در   -  	푑	 که Δ مالینیم

  .داشته باشد يوتر
ک مجتمع یبستار  - 푑 یر به معرفیف زیتعر در

ن فصل دارد، یدر ا يادی، که نقش زیسادک
 ]6ز [ ا یقبلف یتعرمشابه ف ین تعریم. ایپرداز یم
  .است گرفته شده 

  
 푑 یک مجتمع سادکی Δ	   دیفرض کن. 4. 2ف یتعر

퐶푙با   	Δ	بستار - 푑	. باشد يبعد - (Δ) ش ینما
 Δ يها رئوس آن همان رأس شود که یداده م

 یر معرفیآن بصورت ز يها وجه -푑	 باشد و  یم
  .گردد یم
Δ  ،퐶푙	هر وجه از) 1 (Δ) شدبا یازم یوجه.  
푆هر  يبرا) 2 ⊆ 푉(Δ)  که |푆| ≤ 푑 م یباشد دار

푆 ∈ 퐶푙 (Δ)   
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푆هر  يبرا) 3 ⊆ 푉(Δ)  که  |푆| > 푑 + ، اگر  1
푑  يها رمجموعهیتمام ز +  Δاز  یوجه 푆  يعضو 1

퐶푙از  یوجه 푆  باشند آنگاه  (Δ)  باشد یم.  
  
,풅)	 یسادک يها  مجتمع. 3 풓)	– يوتر  

 یسادک يها  جتمعم ین قسمت به معرفیدر ا
	(푑, 푟)- م.یپرداز  یها م  و مطالعه خواص آن يوتر  

  
푟	د یفرض کن .1. 3ف یتعر ≥ 푑و 	2 ≥ اعداد  0
را  يبعد - 푑 یح باشند. مجتمع سادکیصح

(푑, 푟)- ند هرگاه هر دور یگو يوتر푑  - وجه  يبعد
d	مال آن، با حداکثر ینیم + r +  - 푑رأس، که 	1

  داشته باشد. يترمجموعه و Δست، در یکامل ن
  

d	د یفرض کن. 2. 3ف یتعر ≥ r	و	0 ≥ اعداد 	2
، Δخالص  يبعد - 푑 یح باشند. مجتمع سادکیصح

شود هر  یده میدار) نام  دور کامل (جهت – 푑ک ی
مال ینیبا رأس م يبعد - 푑 يهاگاه تمام دور

푑دار) که حداکثر   (جهت + 푟 +  -  dرأس دارند،  1
  کامل باشند.

  
 یک مجتمع سادکی، Δد یکنفرض  .3. 3 گزاره
(푑, 푟)- باشد و  يوتر푊 ⊆ 푉(Δ) ن صورت یدر ا
Δ[ ,푑)	 زی، ن[ 푟)	  - خواهد بود. يوتر  

,푑) یک مجتمع سادکی Δد یفرض کن برهان. 푟)	 
 ریز 푊د ین فرض کنیباشد و همچن يوتر -

وجه  يبعد - 푑باشد. دور  Δاز رئوس  يا  مجموعه
]Δرا در  Ωمال ینیم م یریگ  یدر نظر م يا  به گونه [

푑کامل نبوده و حداکثر  -  푑که  + 푟 +  رأس 1
 يبعد -  dک دور ی Ωداشته باشد. واضح است که 

ک وجه ی یستیبا Ωن یباشد. همچن  یم Δدر 
ر یاز ز ین صورت بعضیر ایباشد. در غ Δمال در ینیم

 يبعد - dش، دور یها  وجه - 푑د از یاک يها  مجموعه
]Δدر  مال ینیوجه م يبعد - 푑دارد. لذا، هر دور  [

dدر با حداکثر  + r + کامل نباشد،  - 푑که  رأس1
]Δن، یباشد. بنابرا  یم يمجموعه وتر يدارا ک ی [

,푑)	 یمجتمع سادک 푟)	 - است.  يوتر  
ک به کار رفته یاز به تکنین ياثبات گزاره بعد يبرا

  م.یر را داریدر لم ز
  

푟د یفرض کن. 4. 3لم ≥ 푑	و  2 ≥ ح یاعداد صح	0
ک مجتمع ی Δد که ین فرض کنیباشند و همچن

,푑)	 یسادک 푟)	- باشد. اگر  يوترΩ ک یd - يبعد 
푑با حداکثر  + 푟 + باشد، آنگاه  Δدر  رأس 1

مرز را در  - dک ی Ω يها  وجه -  푑مجموع 
퐶푙 (Δ) يرو ℤ دهند.  یشکل م  

استقراء  Ωداد رئوس تع ياثبات رو يبرا برهان.
] 6از [ 11. 3ن گزاره ی] (همچن9م. به کمک [یزن  یم

 - 푑ک دور یکه  ین تعداد رئوسید)، کمترینیرا بب
푑تواند داشته باشد برابر   یم يبعد + ن اتفاق یو ا 2
Ωافتد که   یم یوقت = Λن حالت ی. در ا

퐶푙 (Δ) ( 푑ک ی ( + سادك است و لذا  - 1
مرز در  -  푑ک ی Ω يها  وجه -  푑ع مجمو

퐶푙 (Δ) ( کند. اکنون فرض   یجاد میا ℤ يرو (
 푘کمتر از  يبعد -  d يدورها يد مسئله برایکن

 رأس 푘 يدارا Ωد یدرست باشد و فرض کن رأس
푘م یبوده و داشته باش ≤ 푑 + 푟 + وجه  Ωاگر  1

تواند به   ی] آن م9مال نباشد، پس طبق [ینیم
م بشود. حال یمال تقسینیوجه م يبعد - d يرهادو

 يها  وجه - 푑ن که مجموع یبه منظور نشان دادن ا
Ω ک ی푑  -  مرز را در퐶푙 (Δ) ( دهد،   یشکل م (
هر  يها  وجه - 푑م که مجموع ینشان ده یستیبا

퐶푙مرز در  - 푑ک یمال ینیدور وجه م (Δ) ( ) 
از  ن بدون کاستنیکنند. بنابرا  یجاد میا ℤ يرو
ک دور ی Ωم که یم فرض کنیتوان  یت مسئله، میکل
푑  - مال باشد. اگر ینیوجه م يبعدΩ ک مجتمع ی

퐶푙کامل باشد، پس  -  푑 یسادک (Δ) ( ک ی (
(k– 퐶푙سادك در  -(1 (Δ)  خواهد بود و مجموع

푑 - يها  وجه Ω ک ی푑-  مرز در퐶푙 (Δ) يرو و 
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 Ωد که ین، فرض کنیدهد. بنابرا  یشکل م ℤدان یم
 Δکامل نباشد. طبق فرض، -푑 یک مجتمع سادکی

,푑)	یمجتمع سادک 푟)	- باشد. لذا   یم يوترΩ ک ی
Ωن، یدارد. بنابرا Cچون  يمجموعه وتر ,… , Ω 

وجود دارند، که در  Cوابسته به  يبعد-푑 يدورها
کنند. چون   یم صدق 2 .2فیط  تعریشرا

|푉(Ω )| < |푉(Ω)| 1 يبرا ≤ 푖 ≤ 푚 پس به ،
جه گرفت که یتوان نت  یکمک فرض استقراء م

مرز در  - 푑ک ی يها  وجه - 푑مجموع 
퐶푙 (Δ) ( دهد. به کمک   یشکل م ℤ يرو (

 ℤ ير را رویز ي، تساويوتر يها  ف مجموعیتعر
  م:یدار

∑ (∑(푑 − 푓푎푐푒푠	표푓	Ω )) =
∑(푑 − 푓푎푐푒푠	표푓	Ω)  

  
 مرز در - 푑ک ی Ω يها  وجه - 푑ن، مجموع یبنابرا

	퐶푙 (Δ) (   کند.  یجاد میا ℤدان یم يرو (
ر را در مورد صفر یم تا گزاره زیحال آماده هست

 یمربوط به بعض یکیهمولوژ يها  شدن گروه
-푖د که یدار م. توجهیان کنیب یسادک يها  مجتمع

هر  يرا برا 핂دان یم يرو ییالقا ين همولوژیام
퐻با  Δ یمجتمع سادک (Δ;핂) دهند.  ینشان م  

  
푟د یفرض کن. 5. 3گزاره  ≥ dو  	2 ≥ اعداد  0

ک ی Δد که ین فرض کنیح بوده و همچنیصح
,푑) یمجتمع سادک 푟) -ن صورت یباشد. در ا يوتر

푊هر  يبرا ⊆ 푉(Δ) ا ب|푊| ≤ 푑 + 푟 + و هر  1
م ی، دار2با مشخصه  핂دان یم

퐻 (퐶푙 (Δ) ; 핂) = 0 يبرا 0 ≤ 푙 ≤ 푑 − 2 
푙و  = 푑.  

است  ی]، کاف10از [ 3. 3ه یبا استفاده از قض برهان.
핂حالت  يبرا = ℤ م. به کمک یمسأله را اثبات کن

جه گرفت که یتوان نتیف بستار میتعر
퐻 (퐶푙 (Δ) ; ℤ ) = 0 يبرا 0 ≤ 푙 ≤ 푑 − 2 .

هر  يم برایاست نشان ده ین کافیبنابرا

푊 ⊆ 푉(Δ)  با|푊| ≤ 푑 + 푟 + عبارت  1
퐻 (퐶푙 (Δ) ; ℤ د یبرابر صفر است. قرار ده (

Γ = (Δ )[ است  ی] کاف6از [ 5. 5. به کمک لم [
퐻م که ینشان ده (퐶푙 (Γ); ℤ ) = ابر . بن0

ک ی Γم که یریجه بگیم نتیتوان  ی. م3. 3گزاره 
,푑) یمجتمع سادک 푟) - د که یاست. فرض کن يوتر

퐻 (퐶푙 (Γ); ℤ ) ≠ از  2. 5ه ی. پس بنا به قض 0
퐶푙م که یریگ  یجه می] نت6[ (Γ)  ک دور یشامل
푑	- است که مجموع  يبعد푑- ک یش یها  وجه푑- 

ن یف بستار، ایدهند. به کمک تعر  یمرز را شکل نم
 - 푑ک دور ین، یرد. بنابرایگ  یقرار م Γ	 دور در

ک یش یها  وجه - 푑م که مجموع یدار Γ	در يبعد
푑- مرز در퐶푙 (Γ) در  3. 4ن با لمیباشند. ا  ینم

퐻م یتناقض است. پس دار (퐶푙 (Γ); ℤ ) = 0.  
ان یتر ب  یر حالت کل] را د7[ از 4. 3ه یر قضیگزاره ز

 يت وتریدهد خاص  ین گزاره نشان میند. اک  یم
خالص  يها  تواند توسط بستار اسکلت  یداشتن م

به ارث برده شود. در  یسادک يها  از مجتمع یبعض
ل یفرانسین نگاشت دیام-푖به عنوان،  휕ن اثبات یا

ف شده در یتعر يا  رهیزنج يها  مربوط به همبافت
  باشد.  یم یمجتمع سادک یکیهمولوژ يها  گروه

  
rد یفرض کن .6 .3گزاره  ≥ dو  2 ≥ اعداد  0

 یک مجتمع سادکی Δد که یح باشند. فرض کنیصح
(푑, 푟)- هر  يد براین فرض کنیباشد. همچن يوتر
푚 > 푑 هر دور ،–m يبعد،	푚	 ناکاملِ وجه

퐶푙کامل در  - 1 مالِینیم (Δ) ،با حداکثر 
	m + r + 퐶푙در  رأس	1 (Δ) يک مجموعه وتری 

t ين صورت برایداشته باشد. در ا ≥ مجتمع  0
퐶푙 یسادک (Δ)[ ,푡)ک ی [ 푟)- خواهد بود. يوتر  

م که یدان  یبستار، م -푑ف ی. با توجه به تعربرهان
퐶푙 (Δ) يبرا t < 푑 یمجتمع سادک t -  کامل

دهد   یجه می] نت6از [ 3. 4ن تبصره یباشد. بنابرا  یم
t	هر  يکه برا < 푑	  مجتمع퐶푙 (Δ)[ - t کی، 	[

,푡) بوده و لذا آن يوتر 푟)- يخواهد بود. برا يوتر 
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م. یاستقراء بزن t يم رویتوان  یمانده م  یباق يها  حالت
tحالت  يبرا = dم ی، دار퐶푙 (Δ)[ ] = Δ ن یو ا
م یکن  یکند. حال فرض م  یه استقراء را ثابت میپا

푡 > 푑د ی. فرض کنΩ ک دور یt - وجه  يبعد
퐶푙مال در ینیم (Δ)[ با حداکثر تعداد رئوس  [

t + r + نشان  یستیست. بایکامل ن -tباشد که  		1
퐶푙در  يک مجموعه وتری Ωم که یده (Δ)[ ] 

퐶푙دارد. اگر  (Δ)[ کامل  -1 یک مجتمع سادکی [
در  يمجموعه وترک ی Ωباشد، پس بنا به فرض 

퐶푙 (Δ)[  -1م که یکن  ین، فرض میدارد. بنابرا [
.푢چون  یکامل نباشد. پس، رئوس 푣 ∈ 푉(Δ) 

 Ωاز  یوجه مشترک - tک یوجود دارند که آنها در 
퐹قرار ندارند. فرض  ,… , 퐹 یهمگ t- از  ییها  وجه

Ω شامل  یباشند که همگ푣 ] 9هستند. بنا به [
م که یدان  ید)، مینی] را بب7از [ 5. 2ن گزاره ی(همچن
از  يریمس - (t–1) يهمبند يها  مولفه

(퐹 {푣}, … , 퐹 {푣}) يها  دوره (t–1) - يبعد 
Φن دورها را یهستند. ا ,… ,Φ يم. براینام  یم 

1هر  ≤ 푖 ≤ 푚د ی، فرض کن푃 ⊆ {1,… , 푘} 
푗که  يباشد به طور ∈ 푃 قط اگر اگر و ف

퐹 \	{푣} ∈ Φهر  ي. چون براj  وجه퐹 	\푣 قاً یدق
Φ يها  از دور یکیبه  ,… ,Φ باشد،   یمتعلق م

푃 يها  مجموعه ,…	, 푃 1} يک افراز روی, … , 푘} 
کند. به کمک فرض استقراء،   یجاد میا

퐶푙 (Δ)[ 푡)ک مجتمع ی [ − 1, 푟)- يوتر 
از  یتواند رآس  ینم 푣 رأسگر، یت. از طرف داس

Φ ,… ,Φ  ن دورها یک از ایباشد، لذا، هر
جه ینت 4. 3ن، لم یدارند. بنابرا رأس t+rحداکثر 

1هر  يدهد که برا  یم ≤ 푖 ≤ 푚 مجموع ،
(푡 − 푡)ک ی Φ يها  وجه -(1 − مرز در  -(1

퐶푙 퐶푙 (Δ)[ 푉(Φ يرو [  ℤدان یو م (
م یدان  ی] م7از [ 10. 2دهند. به کمک لم   یشکل م
푙هر  يکه برا ≥ 푡 −  يها  وجه-푙، مجموعه 1

퐶푙 퐶푙 (Δ)[ 퐶푙و  [ (Δ) ه هم یشب
푡)دهد که، مجموع   یجه مینت نیهستند. ا − 1)- 

شده،  یمعرف يها푖تمام  يبرا Φ يها  وجه
(푡 − 퐶푙رز در م -(1 (Δ) دهند. در   یشکل م

 يها  وجه - tوجود دارد 	i		 هر يجه، براینت
퐴 ,… , 퐴  در퐶푙 (Δ) (   که: يبه طور (

휕 ∑ 퐴 = ∑ (푡 − 1) − 푓푎푐푒푠	표푓	Φ .   
  

د که یت مسئله، فرض کنیبدون کاستن از کل
퐴انتخاب  	, … , 퐴 که   نیا یعنیمال باشد. ینیم

) صدق 1د از آنها در رابطه (یر مجموعه اکیچ زیه
باشد که  یک مجتمع سادکی Ωد ینکند. فرض کن

 شوند.  یم ین صورت معرفیش بدیها  وجه واره
	 퐹 푗 ∈ 푃 ∪ 퐴 ,… , 퐴9توجه به [ . با [

م که یدان  ید)، مینی] را بب7از [ 4. 2ن گزاره ی(همچن
1 يبرا ≤ 푖 ≤ 푚 هر ،Ω  دورt - بوده و  يبعد

푉(Ω ) ⊆ 푉(Ω) که یبه طور푢 ∉ 푉(Ω . چون (
Ω ک دور یt - باشد، پس هر   یمال مینیوجه م يبعد
Ω ک یحداقل شامل  یستیباt -  وجه باشد که در
Ω ن یتمام ا باشد.  ینمt- ر یها را در مجموعه غ  وجه
 م. یکن  یم يآور  جمع C یته

퐶 = 퐴 ∉ Ω 1 ≤ 푖 ≤ 푚. 1 ≤ 푗 ≤ 푙  حال
در  Ωاز  يک مجموعه وتری Cم که یده  ینشان م

퐶푙 (Δ)[ و  Ω يها  وجه - tه همه یباشد. گردا  یم [
Ω، در يتکرار یکه حت ییهمه آنها ,… , Ω ار قر

퐻د یم. فرض کنیریگ  یدارند را در نظر م ,… ,퐻 
ه باشند که تعداد فرد ین گردایا يها  وجه -tهمان 

  میدار ℤ ين رویشوند. بنابرا  یبار، تکرار م
∑ 퐻 = ∑(푡 − 푓푎푐푒푠	표푓	Ω) +
∑ ∑(푡 − 푓푎푐푒푠	표푓	Ω ).  

  
Ωو  Ωچون  ,… , Ω يدورها t - هستند،  يبعد

د)، ینی] را بب6از [ 1. 5ن گزاره ی] (همچن9بنا به [
ک دور یک از آنها یهر  يها  وجه - tمجموع 

ن بنا بر رابطه یباشد. بنابرا  یم ℤ يرو یکیهمولوژ
  م.یدار ℤ ير را رویز ي) در بالا، تساو2(
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휕 (∑ 퐻 ) = 휕 (∑(푡 − 푓푎푐푒푠	표푓	Ω)) +
∑ 휕 (∑(푡 − 푓푎푐푒푠	표푓	Ω )) = 0.   

  
] را 6از [ 1. 5ن گزاره ی] (همچن9جه بنا بر [یدر نت

ر از مجتمع یمس -t يهمبند يها  د) مولفهینیبب
퐻) یسادک ,… ,퐻 هستند.  يبعد -t يدورها (

Ωن دورها را با یا ,…	, Ω ينام گذار 
ک مجموعه ی Cم که مجموعه یکن  یم. ثابت میکن  یم

Ω يرا به دورها Ωاست که  يوتر ,… , Ω م یتقس
ر یی) و بعد از تغ2کند. به کمک رابطه (  یم يبند
  م:یدار ℤ ير را رویز يها، تساو  ب جمعیترت

∑( 푡 − 푓푎푐푒푠	표푓	Ω) = ∑ ∑(푡 −
푓푎푐푒푠	표푓	Ω )   

  
 يها  وجه - tقاً مجموعه آن یدق Cد که یتوجه دار

متعلق  Ωطرف راست رابطه بالا است که به 
  باشد.  ینم

) از 3) و (2ط (یدهد که شرا  یپس رابطه بالا نشان م
ن با یدر دست است. همچن C يبرا يمجموعه وتر

ا یو  Ωمربوط به  يها  وجه - tتوجه به ساخت تمام 
Cاز  یکیل در ، آنها حداقΩشوند. لذا،   یها واقع م

هم برقرار است.  يف مجموعه وتری) تعر1شرط (
Ωک از یچ یچون ه ,… , Ω  شاملu باشند،   ینم

1هر  يبرا ≤ 푖 ≤ 푚 م یدار|푉(Ω )| < |푉(Ω)| .
، ي) از مجموعه وتر4ت (یاثبات خاص ين برایبنابرا

Ωم که یاست نشان ده یکاف ,… , Ω  شامل
푣 م که یکن  یم يادآوریباشند.   ینمΦ ,… ,Φ 

از  يریمس -(t–1) يهمبند يها  مولفه
(퐹 \{푣},… , 퐹 \{푣}) چ دو یهستند و لذا ه

퐹ک وجه از فرم یمولفه مجزا  \{푣}  را به صورت
از  یکیفقط در  퐹ن هر وجه یمشترك ندارند. بنابرا

Ω يدورها ,… , Ω د که ی(توجه کن퐴 يبرا 
1 ≤ 푖 ≤ 푚  1و ≤ 푗 ≤ 푙 شامل ،	푣 ست) قرار ین

باشد و   یم Ωک وجه از ی 퐹ن هر یرد. همچنیگ  یم
퐻لذا، با توجه به انتخاب  ,… ,퐻 ،퐹 = 퐻  را

1 يبرا ≤ 푖 ≤ 푘 1هر  و ≤ 푗 ≤ 푠 م ینخواه

Ωساس ساخت جه بر ایداست. در نت ,… , Ω ،
رند. به یگ  ین دورها قرار نمیها در ا 퐹چ کدام از یه
퐹م که یاد داری ,… , 퐹  فقطt- از  ییها  وجهΩ 

 -tک از یچ یباشند و ه  ینم 	푣هستند که شامل 
ر مجموعه یست، چون آنها زین 푣شامل  C يها  وجه

⋃ 푉(Φ از  یرآس 푣که   نیا یعنین یهستند. ا (
Ω ,… , Ω ن اثبات را کامل یست و این

  کند.  یم
  
  풓تا مرحله  یل خطیتحل. 4

 يها  آل  دهیا يبرا یباتیترک يارهاین بخش معیدرا
تا  یل خطیاز مربع به منظور تحل یخال يا  تک جمله

ن یجه مهم در این نتیم. اولیکن  یا میرا مه rمرحله 
ه ین قضیشود. در ا  یمربوط م  2. 4هیه قضبخش، ب

ک مجتمع یزنر از یر - یآل استنل  دهید که اگر ایآ  یم
 	r در یخط -(d+1)ل یتحل يدارا Δچون  یسادک

 یستیبا Δاسکلت  -푑مرحله اول باشد آنگاه 
(푑, 푟)- دار باشد. و هرگاه   کامل جهت - يدور

]Δباشد پس  2برابر  핂دان یمشخصه م مع مجت [
,푑) یسادک 푟) - 2. 4هین، قضیاست. بنابرا يوتر 
 يرا برا rتا مرحله  یل خطیتحل يط لازم را برایشرا

از مربع فراهم  یخال يا  تک جمله يها  آل  دهیا
گزاره  ان و اثباتیبه ب 2. 4هیاثبات قض يکند. برا  یم
  م.یپرداز  یم که به آن میاز داریر نیز
  

푟د یفرض کن .1. 4گزاره  ≥ dو  	2 ≥ اعداد  1
ک ی Δد که ین فرض کنیح باشند و همچنیصح

آل   دهین صورت ایباشد. در ا یمجتمع سادک
مرحله  rدر  یخط -(d+1) يدارا Δزنر یر -یاستنل

هر  يباشد اگر و فقط اگر برا  یم 핂دان یم ياول رو
푙 حیعدد صح ≠ 푑 − ر مجموعه یو هر ز 	1

푊 ⊆ 푉(Δ)  با|푊| ≤ 푙 + 푟 + م یداشته باش 1
퐻 (Δ ;핂) = 0 .  

، که آن را با Δزنر یر -یآل استنل  دهیچون ابرهان. 
퐼 ل یتحل يم. دارایده  ینشان م(d+1)- در  یخط
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r فیباشد. لذا بنا به تعر  یمرحله اول م ،
훽 . (퐼 ) = 푖	 هر يبرا 0 ≤ 푟 يو برا 

푗 ≠ 푖 + 푑 + طبق فرمول هاکستر  یاز طرف .1
  م:یدار

훽 . (퐼 ) =
∑ dim 퐻 (Δ ;핂)	
| | . ⊆ ( )   

 
푖هر  يبرا ≤ 푟  و푗 ≠ 푖 + 푑 + ن ی. بنابرا1

퐻 (Δ ;핂) = 푖	 هر يبرا 0 ≤ 푟  و هر
푗 ≠ 푖 + 푑 + |푊|و  1 = 푗توان   یجه می. در نت

퐻جه گرفت که ینت (Δ ;핂) = هر  يبرا 0
푙 ≥ |푊|− 푟 − 푙و  2 ≠ 푑 − 1 .  

ن بخش را یا یجه اصلین نتیم تا اولیا  اکنون آماده
] 6از [ 1. 6هیافته قضیه توسعه ین قضیم. ایان کنیب
  باشد.  یم
  

rد یفرض کن .2 .4 هیقض ≥ dو  	2 ≥ اعداد  		1
ک ی Δد که ین فرض کنیح باشند و همچنیصح

 Δزنر یر - یآل استنل  دهیباشد. اگر ا یمجتمع سادک
دان یم يمرحله اول رو rدر  یخط - (d+1) يدارا
핂  باشد، آنگاهΔ = 퐶푙 Δ[   و [
]Δ ی) مجتمع سادک1 ,푑)ک مجتمع ی [ 푟) - دور- 

  باشد.  یدار م  کامل جهت
]Δ ی) مجتمع سادک2 ,푑) ک مجتمعی [ 푟) - يوتر 

  باشد. 2برابر  핂دان یخواهد بود هرگاه مشخصه م
برابر  퐼 يمال درجۀ مولدهاینیچون م برهان.

d	با + ] رابطه 6از [ 6 .5باشد، لذا بنا به گزاره   یم	1
Δ = 퐶푙 Δ[   برقرار است. [

 يبعد - 푑ک دور ی Ωد ی) برهان خلف، فرض کن1
d	حداکثر دار با   مال جهتینیم - رأس + r + 1 
]Δدر  رأس ست. فرض یکامل ن -푑باشد، که  [

퐹د یکن 	, …	, 퐹  همه푑 - يها  وجه Ω  باشند و
푊د یقرار ده = ⋃ 퐹 چون .Ω  دورd-  ناکامل

] 6ار از [ 11 .3ن گزاره ی] (همچن9است، بنا به [
|푊|م ید) دارینیبب > 푑 + م بعد یکن  ی، ادعا م2

Δ  برابر푑  است. چونΩ  متعلق بهΔ باشد،   یم
است. از  d حداقل برابر Δم که بعد یریگ  یجه مینت

  د کهیگر توجه داریطرف د
Δ = (퐶푙 Δ[ ] )푤  

  
م که یاست نشان ده یاثبات ادعا، کاف ين برایبنابرا
dر مجموعه یهر ز + ک یشامل  푊از  يعضو 2

d	 رمجموعهیز + ]Δاست که وجه  يعضو 1 ] 
  باشد.  ینم

d		رمجموعه ید که زیفرض کن + چون  يعضو			2
Sاز ، 	푊 يها  رمجموعهیدارد که تمام ز وجود 

d + ]Δ يها  آن وجه يعضو 1 باشند. پس   یم [
Δ[  11. 3طبق گزاره  باشد و  یکامل م - 푑مجتمع  [
]Δ]، مجتمع 6از [ ر یجهت پذ يبعد -푑ک دور ی [

ک دور ی Ωک تناقض است، چون که ین یاست. که ا
푑دار است و   مال جهتینیم - رأس + 2 = |푆| <
|푊|ر مجموعه ی. پس، هر زd+2 از  يعضو푊 

dرمجموعه یک زیشامل  + است که آن  يعضو 1
]Δوجه  dimΔن، یست. بنابراین [ = 푑ن ی. ا

ک ی Ω يها  وجه -푑دهد که مجموع تمام   یجه مینت
푑- ن ی] (همچن9ن به کمک [یباشد. بنابرا  یمرز نم

م که یریگ  یمجه ید)، نتینی] را بب6از [ 3. 5ه یقض
퐻 (Δ ;핂) ≠ تناقض  1. 4ن با گزاره یکه ا 0

  دارد.
وجه  يبعد -dک دور ی Ωد که ی) فرض کن2
d	مال با حداکثر ینیم + r + ]Δراس در  1 باشد  [

 -(d+1)ل یتحل 퐼باشد. چون   یکامل نم - dکه 
Δمرحله اول دارد و  rدر  یخط = 퐶푙 Δ[ ] ،

  دهد که  یجه مینت 1. 4گزاره 
퐻 퐶푙 Δ[ ]

( ); 핂 = 0  
  

جه ینت، ]10[از  A.3 3ه یقض به کاربردنو با 
  م کهیریگ  یم

퐻 퐶푙 Δ[ ]
( ); ℤ = 0   
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퐹د یحال فرض کن ,… , 퐹 یهمگ 푑 - يها  وجه Ω 
] را 6از [ 1. 5زاره ن گی] (همچن9باشند. به کمک [

 ℤدان یم يرو یکیدور همولوژ -푑ک ید)، ینیبب
∑باشد. لذا،   یم 퐹 کی 	푑-  مرز در

퐶푙 Δ[ ]
( ن به یباشد. بنابرا  یم ℤ يرو (

 يک مجموعه وتری Ω]، مجتمع 6از [ 9. 5کمک لم 
퐶푙در  Δ[  يها  وجه -dدارد. چون مجموعه  [
Δ[ 퐶푙و  [ Δ[ دهد   یجه میکسان هستند، نتی [
]Δدر  يک مجموعه وتری Ωکه  ن، یدارد. بنابرا [
Δ[ ,푑)مجتمع  [ 푟) -ر یه زیباشد.قض  یم يوتر
ن ید. ایآ  ین بخش به شمار میا یجه اصلین نتیدوم
باشد و شرط   ی] م7در [ 3. 3ه یاز قض یمیه تعمیقض

ک یمرحله اول  rدر  یل خطیتحل يبرا یلازم و کاف
  کند.  یرا فراهم م يا  آل تک جمله  دهیا

  
푟	د یرض کنف .3. 4هیقض ≥ 푑و  	2 ≥ اعداد  1
آل   دهیک ای 퐼د ین فرض کنیح باشند. همچنیصح

د شده از درجه یاز مربع، تول یخال يا  تک جمله
d+1 ر هم ارزند.یط زین صورت شرایباشد. در ا  

دان یهر م يمرحله اول، رو rدر  یخط 퐼آل   دهیا) 1
  باشد.  یم 2با مشخصه 

]풩(퐼)) مجتمع 2  یک مجتمع سادکی [
(푚, 푟)- يبرا يوتر m ≥   باشد.  یم 	0

]풩(퐼)) مجتمع 3  یک مجتمع سادکی [
(푚, 푟)- يبرا يوتر m ≥ d باشد.  یم  

]풩(퐼)) مجتمع 4 ,d) یک مجتمع سادکی [ r) -
mهر  يباشد و برا  یم يروت > 푑 هر دور ،m- 

کامل با حداکثر  - 1مال ینیناکامل وجه م -m يبعد
m+ r +  풩(퐼)در  يک مجموعه وتری رأس 1

  دارد
퐶푙) مجتمع 5 ℱ(퐼)

[ ]
 یک مجتمع سادکی 

(푚, 푟)- يبرا يوتر m ≥   باشد.  یم 	0
퐶푙) مجتمع 6 ℱ(퐼)

[ ]
 یک مجتمع سادکی 

(푚, 푟)- يبرا يوتر m ≥ d	 باشد.  یم  

Δد یقرار ده برهان. = 풩(퐼)  ،و훾 = ℱ(퐼)  حال
  م.یپرداز  یبه اثبات م

، یل خطیک تحلی يدارا Iد که یفرض کن )2 	⇐)1
باشد.  2دان با مشخصه یهر م يمرحله اول رو rدر 

Δم که یدان  ی، م2 .4ه یبه کمک قض = 퐶푙 Δ[ ] 
]Δو  ,d) يها  جتمعم [ r) - ف یهستند. تعر يوتر

]Δدهد که   یجه میبستار نت 푚تمام  يبرا [ < 푑 
جه ی] نت6از [ 3. 4کامل است. با توجه به تبصره 

]Δم که یریگ  یم بوده و لذا  يوتر -mمجتمع  [
푚 يافت که برایتوان در  یم < 푑  آن(푚, 푟)- 

mد که ین فرض کنیباشد. بنابرا  یهم م يوتر > 푑 
مال، ینیناکامل وجه م - m يبعد -mک دور ی Ωو 

+m با حداکثر r + ]Δدر  رأس 1 باشد. به  [
د)، ینی] را بب6از [ 1. 5ن گزاره ی] (همچن9کمک [
 -mک ی ℤدان یم يرو Ω يها  وجه -mمجموع 

  گر، از گزارهیباشد. از طرف د  یم یکیدور همولوژ
퐻شود که   یجه مینت 1. 4 (Δ ;핂) = . لذا  0

Δمرز از  -mک ی Ω يها  وجه -mمجموع  ( ) 
 Ωدهد که   یجه می] نت6از [ 9. 5باشد. حال، لم   یم
Δدر  يک مجموعه وتری ( ]Δن یدارد. بنابرا ( ] 

,m) یمجتمع سادک r) - است. يوتر  
  است. یهیبد )2⇐) 3
]Δد ی) فرض کن1⇐) 3 m	 يبرا [ ≥ d	ک ی

,m) یسادکمجتمع  r) - باشد. طبق گزاره يوتر  
푊هر  يم که براید ثابت کنی، با1 .4 ⊆ 푉(Δ)  با

|푊| ≤ 푑 + 푟 + ح یو هر عدد صح 1
푙 ≠ 푑 − 퐻م ی، دار1 (Δ ;핂) = 0.  

 V(Δ)از  يا  ر مجموعهیک زی Wد که یفرض کن
|푊|باشد که  ≤ 푑 + 푟 + توسط تک  퐼. چون  1

  شود، لذا گزاره   ید میتول d+1درجه  يها  يا  جمله
Δدهد که   یجه می] نت6از [ 6. 5 = 퐶푙 Δ[ ]  .

]Δکه  یاز آنجائ ,푑) یک مجتمع سادکی [ 푟)- 
 يدهد که برا  یجه مینت 5. 3باشد، گزاره   یم يوتر

0 ≤ 푙 ≤ 푑 − 푙و 2 = 푑م ی، دار퐻 (Δ ;핂) = 0 
푙د ین فرض کنیبنابرا > 푑  باشد. طبق فرضΔ[ ] 
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,푙) یک مجتمع سادکی 푟)- 5. 3بوده و گزاره  يوتر 
퐻دهد که   یجه مینت 퐶푙 Δ[ ] ;핂 = 0 .
푡 ي]، برا7از [ 10. 2ن که، طبق لم یشتر ایب ≥ 푙 ،

  میدار

퐶푙 Δ[ ]
[ ]
= 퐶푙 퐶푙 Δ[ ] [ ] [ ]

=

퐶푙 Δ[ ] [ ]
= Δ[ ]  

  
푙)ها و   وجه -푙لذا،  + 퐶푙 يها  وجه -(1 Δ[ ] 푤 

  م:یه هم هستند. پس داریشب Δو 
퐻 (Δ ;핂) = 퐻 퐶푙 Δ[ ] 푤;핂 = 0.  
 

  است. یهی) بد4 ⇐) 3
م که یابی ی] در م6در [ 6. 5) از گزاره 3 ⇐) 4

Δ = 퐶푙 Δ[ . اثبات 6 .3. لذا با توجه به گزاره  [
  کامل خواهد شد. 

ℱ(I)ن واضح است که یا) 5 ⇔ )2 = 풩(I)[ ] .
Clن یبنابرا (γ) = Cl Δ[ ] = Δ لذا .

Cl (γ)[ ,푚) یک مجتمع سادکی [ 푟)- يوتر 
]Δباشد اگر و فقط اگر   یم m≥1 يبرا ک ی [

,푚) یمجتمع سادک 푟) - يبرا يوتر m≥1 .باشد  
) 5 ⇔	)2 ن حالت مشابه حالتی) اثبات ا6 	⇔	)3
  باشد.  یم
  
푟د یفرض کن. 4 .4جه ینت ≥ 푑و  2 ≥ اعداد  0

ک مجتمع ی Δد ین فرض کنیح باشند. همچنیصح
چ یکه ه يبه طور خالص باشد، يبعد - d یسادک
d	 با حداکثر يبعد - dدور  + r + رأس نداشته  1

퐼ن صورت یباشد. در ا ( ل یک تحلی يدارا (
(d + دان یهر م يمرحله اول رو 	푟، در یخط-  (1
  باشد.  یم 2 با مشخصه

م که یثابت کن یستی، با3. 4هیقض برهان. با توجه به
퐶푙 (Δ)[ ,푚) یک مجتمع سادکی [ 푟)- يوتر 

푚	 يبرا ≥ 푑 باشد. چون مجموعه   یمd- يها  وجه 
Δ  و퐶푙 (Δ)[ ان هستند. طبق فرض کسی [
퐶푙جه گرفت که یتوان نت  یم (Δ)[  -푑چ دور یه [

dبا حداکثر  يبعد + r + ن یرأس ندارد. بنابرا 1
퐶푙 (Δ)[ ,푑) یک مجتمع سادکی [ 푟)-يوتر 

푚م یکن  یاست. حال فرض م > 푑م یکن  ی. ثابت م
퐶푙که  (Δ)[ د یاست. برهان خلف، فرض کن یته [
퐶푙که  (Δ) با بعد  یشامل وجهm ن یباشد. ا

퐶푙دهد که   یجه مینت (Δ)  وجهd+1 دارد.  يبعد
퐶푙در  ین وجهیچن (Δ) وجود دارد که  یتنها وقت

از  یرأس، وجه d+1با تعداد  يها  ر مجموعهیتمام ز
Δ ] 6را از [ 11. 3ن گزاره ی] (همچن9باشند. بنابر [
 Δدر  يبعد - dک دور ی Δ يها  وجه - dن ید) اینیبب

 Δک تناقض است، چراکه ین یدهند. که ا  یشکل م
dبا حداکثر  يبعد -dچ دور یشامل ه + رأس  2

퐶푙جه یباشد. در نت  ینم (Δ)[ است و لذا،  یته [
(푚, 푟)- است. همانطور که در مقدمه اشاره  يوتر

 يها  آل  دهیزنباد و همکارانش ثابت کردند که ایشد. ا
مرحله اول  	rدر  یل خطیتحل يدارا Gگراف  یالی

چ دور یه 퐺̅ هستند اگر و فقط اگر متمم گراف،
4که  	푠 به طول ییالقا ≤ 푠 ≤ 푟 + نداشته  2

ک ید). هدف ارائه ینی] را بب8از [ 1. 2ه یباشد (قض
با  يها  دانیم يجه روین نتیا يد برایاثبات جد
ر یبات لم زباشد. ابتدا به اث  یم 2مشخصه 

  م.یپرداز  یم
  

 توان آن  یک گراف باشد (می Gد یفرض کن .5. 4لم
در نظر  يبعد -1 یک مجتمع سادکیرا همچون 

، با C	 چون ییچ دور القایه يدارا 퐺گرفت). گراف 
4 ≤ |푉(퐶)| ≤ 푟 + باشد اگر و فقط اگر   ینم 2

퐶푙 (퐺)[ ,푡) یک مجتمع سادکی [ 푟)- يبرا يوتر 
	푡 ≥   اشد.ب	0
چ دور یه يدارا Gد گراف یابتدا فرض کن برهان.

4، با 퐶چون  ییالقا ≤ |푉(퐶)| ≤ 푟 + نباشد.  2
퐶푙و  퐺 يها  الیچون  (퐺)[ کسان هستند، ی [

در  يبعد -1م که هر دور یریگ  یجه مینت
퐶푙 (퐺)[ 푟با حداکثر  [ + ک مثلث یرأس،  2

 يعه وترا مجمویک دور کامل) و ی، یعنیاست (
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퐶푙جه یدارد. در نت (퐺)[  یمجتمع سادک [
(1, 푟)- است. اکنون عدد  يوترm>1  ک عدد یرا

 -mک دور ی Ωد ید. و فرض کنیریح در نظر بگیصح
퐶푙کامل در  - 1مال ینیوجه م يبعد (퐺)  با

ست. یکامل ن -mرأس باشد که  m+r+1حداکثر 
جه گرفت که ینتتوان   ی] م6از [ 3 .4بنا به تبصره 
퐶푙 (퐺) ( |푉(Ω)|)ک ی ( − سادك و  -(1
퐶푙 (퐺) ( )

[ در  Ωباشد. لذا،   یم يوتر -mک ی [
퐶푙 (퐺) ن، از گزاره یدارد. بنابرا يمجموعه وتر  

م که یریگ  یجه می] نت7از [ 10 .2و لم  6 .3
퐶푙 퐶푙 (퐺)[ ] [ ]

= 퐶푙 (퐺)[ ک مجتمع ی [
.푡) یسادک 푟) - ح یهر عدد صح ي، برايوتر푡 ≥ 0 ،

퐶푙باشد. چون  (퐺)[  یک مجتمع سادکی [
(1, r)- و  يوتر퐶푙 (퐺)[ ] = 퐺م یریگ  یجه می، نت

 r+2ناکامل با حداکثر  -1 يبعد -1که هر دور 
 Gن، گراف یدارد. بنابرا يمجموعه وتر Gرأس، در 

4با  Cچون  ییالقاچ دور یه ≤ |푉(퐶)| ≤ 푟 + 2 
  ندارد.

  
r	د یفرض کن .6. 4ه یقض ≥ ح یک عدد صحی	2

ک گراف باشد. در ی	G	دین فرض کنیباشد و همچن
 -2ل یتحل يدارا I(G) یالیآل   دهین صورت ایا

 2 دان با مشخصهیهر م يمرحله اول، رو rدر  یخط
 ییچ دور القایه يدارا 퐺̅باشد اگر و فقط اگر   یم

4با  Cن چو ≤ |푉(퐶)| ≤ 푟 +   نباشد. 2
 -1 یک مجتمع سادکیرا به عنوان  Gگراف  برهان.

توان   یم ین به راحتیم. بنابرایریگ  یدر نظر م يبعد
퐼د که ید ( ̅) = 퐼(퐺)د که ی. ابتدا فرض کن퐺̅ 

4با  Cچون  ییدور القا ≤ |푉(퐶)| ≤ 푟 + 2 
باشد. به  2دان با مشخصه یک می 핂نداشته باشد و 
هر  يم که براید نشان دهی، با1. 4کمک گزاره 

푡 ≥ 푊و  	1 ⊆ 푉(퐺)  با|푊| ≤ 푡 + 푟 + 1 
퐻 میدار (퐶푙 (퐺̅)푤;핂) = د ی. پس فرض کن	0

 يا  رمجموعهیز W	 ح بوده ویک عدد صحی t≥1که 

|푊|باشد که  	푉(퐺)از  ≤ 푡 + 푟 +  퐺̅. چون  1
4با  Cچون  ییچ دور القایه ≤ |푉(퐶)| ≤ 푟 + 2 

퐶푙 ی، مجتمع سادک3. 3ندارد، بنا بر گزاره (퐺̅)[ ] 
,푡)قطعاً  푟)- جهینت 5. 3باشد. لذا، گزاره  یم يوتر 

  دهد که  یم
퐻 (퐶푙 퐶푙 (퐺̅)[ ] ;핂 = 0 .  

  به هر حال
퐻 (퐶푙 퐶푙 (퐺̅)[ ] ;핂 =
퐻 (퐶푙 (퐺̅)푤;핂)   

  
 -tجه گرفت که یتوان نت  ی] م7از [ 10. 2و بنا بر لم 

 یدو مجتمع سادک يها  وجه - (t+1)ها و   وجه
퐻کسان هستند. پس، ی (퐶푙 (퐺̅)푤;핂) = 0.  

، مجتمع 2. 4ه ید که بنا به قضیبرعکس، توجه دار
퐺 یسادک = 퐶푙 (퐺̅)[ ,1)قطعاً  [ 푡)- يوتر 

چ دور یه 퐺̅است که  ین معنین بدیخواهد بود. ا
|푉(퐶)|با  Cچون  ییالقا ≤ 푟 +   ندارد. 2
  

ح یک عدد صحی r≥2د یفرض کن .7. 4ف یتعر
آل تک   دهیک ای 퐼	 دین فرض کنیباشد و همچن

د شده یآل تول  دهیاز مربع باشد ا یخال يا  جمله
از مربع از درجه  یخال يهايا  توسط تمام تک جمله

d  با퐼[  یخط 	퐼آل   دهیشود. ا  یش داده مینما [
]퐼شود، اگر   یده مینام يا  مولفه ل یتحل يدارا [

 یخط 	퐼	که   نیشتر ایباشد. ب dهر  يبه ازا یخط
]퐼شود، اگر   یده میمرحله اول نام rدر  يا  مولفه ] 

مرحله اول  푟در  یل خطیتحل يدارا dهر  يبرا
  باشد.

آل   دهیکه ا  نیا يک شرط لازم برای يه بعدیقض در
 rدر  يا  مولفه یل خطیتحل يزنر داریر -یاستنل

  م.یکن  یدا میمرحله اول باشد را پ
  

푟د یفرض کن. 8. 4 هیقض ≥ dو  		2 ≥ اعداد  0
ک ی Δد که ین فرض کنیح باشند. همچنیصح

 یل خطیتحل يدارا 퐼باشد. اگر  یمجتمع سادک
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دان با مشخصه یهر م يمرحله اول رو rدر  يا  مولفه
]Δن صورت یباشد. در ا 2  یک مجتمع سادکی [

(d. r)- يبرا يوتر 	d ≤ dimΔ	خواهد بود  
 ی، مجتمع سادک3 .4ه یبنا بر قض برهان.

풩 (퐼 )[ ]
[ .d)قطعا  [ r) - خواهد  يوتر

  م کهی] دار6از [ 3. 8گر، بنا بر لم یبود. از طرف د
풩 (퐼 )[ ]

[ ]
= Δ[ ]  

  
]Δپس  .푑) یک مجتمع سادکی [ 푟) -يبرا يوتر 

푑هر  ≤ 푑푖푚Δ .خواهد بود  
   



 

 105                                                        اي                   جمله هاي تک آل هاي خطی ایده شرایط ترکیبیاتی براي بعضی تحلیل
 

   

  مراجعفهرست 
  

[1]  Froberg , R .,  1990. On Stanley-Reisner 
rings.  in :  Topics in algebra , Banach 
Center Publications, 26  Part 2 ,  57–70 . 
 
[2]  Bigdeli , M .,  Yazdan 
Pour,  A .  A .,  Zaare-Nahandi , R ., 
2017.  Stability of Betti numbers under 
reduction processes :  towards chordality of 
clutters. J .  Combin .  Theory Ser .  A 
145,  129–149. 
 
[3]  Emtander , E ., 2010.  A class of 
hypergraphs that generalizes chordal 
graphs. Math .  Scand 106,  50–66 . 
 
[4]  Van Tuyl, A .,  Villarreal , R .  H ., 
2008.  Shellable graphs and sequentially 
Cohen--Macaulay bipartite graphs . 
J .  Combin .  Theory Ser .  A 115, 799–814 . 
 
[5]  Woodroofe , R ., 2011.  Chordal and 
sequentially Cohen--Macaulay clutters ,   
Electron .  J .  Combin., 18 ,  Research Paper 
208. 
 
[6]  Connon, E .,  Faridi , S ., 2013.  Chorded 
complexes and a necessary condition for a 
monomial ideal to have a linear 
resolution . J .  Combin .  Theory 
Ser .  A120 ,  1714–1731 . 
 
[7]  Connon, E .,  Faridi , S ., 2015.  A 
criterion for a monomial ideal to have a 
linear resolution in  characteristic 2, 
Electron .  J .  Combin. 22(1 ) P1.63 . 
 
[8]  Eisenbud , D .,  Green , M .,  Hulek, 
K .,  Popescu , S ., 2005.  Restricting   linear 
syzygies :  algebra and geometry . 
Compos .  Math. 141 ,   6 ,  1460–1478. 
 
[9]  Connon , E .,  On d-dimensional cycles 
and the vanishing of simplicial 
homology ,  preprint. 
 

[10]  Hatcher , A . (2002). Algebraic 
Topology,  Cambridge University 
Press ,  Cambridge . 
 
  



  106                             1400ن در ریاضی/ سال هفتم، شماره سی، خرداد و تیر هاي نویسیدعباس سیدمیرزایی و همکاران/ پژوهش
 
 

 

 


