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  اسلامی، کرمان، ایران آزاد حاج قاسم سلیمانی، دانشگاه گروه ریاضی، واحد شهید   )2و1(
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  10/08/1400تاریخ پذیرش مقاله:    17/11/1399تاریخ ارسال مقاله: 

  چکیده

مسائل مربوط به بهینه سازي فازي در مقالات اخیر با الهام از مفاهیم تفاضل هاکوهاراي تعمیم یافته و مشتق 

توسط نویسندگان زیادي مورد بحث   Eبه توي  پذیري هاکوهاراي تعمیم یافته براي توابع یک بعدي از فضاي

پذیري تعمیم یافته کلی با در این مقاله، مفهوم مشتق است.اي داشته قرار گرفته است و پیشرفت قابل ملاحظه

 استفاده از تفاضل تعمیم یافته از فضاي
�

هاي چند بعدي فازي، معرفی شده است. براي نگاشت  Eبه توي 

پذیري پذیري تعمیم یافته کلی فوق مورد بررسی قرار گرفته شده است و در ادامه مفهوم مشتقهمچنین مشتق

هاي چند بعدي فازي تعریف و به تفصیل بحث یافته جزئی براي نگاشتپذیري تعمیمافته جهتی و مشتقیتعمیم

پذیري تعمیم پذیري تعمیم یافته جزئی برحسب مشتقپذیري تعمیم یافته جهتی و مشتقشده است، سپس مشتق

بین  روابط . در نهایتیافته سطح به سطح بیان شده است. همچنین خواص و ارتباط بین آنها بحث شده است

پذیري تعمیم یافته جزئی براي نشان پذیري تعمیم یافته جهتی و مشتقمشتق پذیري تعمیم یافته کلی،- مشتق

  دادن توانایی و قابلیت روابط بین آنها با ذکر چند مثال نشان داده شده است.  

  

کلی، مشتق  پذیري تعمیم یافتههاي چند بعدي فازي، مشتقتبعدي، نگاش- nاعداد فازي  هاي کلیدي: واژه

  .پذیري تعمیم یافته جزئییافته جهتی، مشتقپذیري تعمیم

                                                 
 Email: baloochshahryari.1980@gmail.com                                                              عهده دار مکاتبات        *.

                                    

هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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  مقدمه - 1

زاده مفاهیم و تعاریف  از زمانی که پروفسور لطفی

اساسی نظریه فازي را آغاز نـمود، بسیاري از 

هاي نظري و کاربردهاي  مطالعات نسبت به جنبه

سپس . ]23[ي فازي متمرکز شدندها مجموعه

زاده مطرح  مفهـوم اعداد فازي توسط پروفسور لطفی

شد. تاکنون اعداد فازي توسط بسیاري از محققان به 

  .]25,24[صورت گسترده مورد توجه قرار گرفته است

عنوان ابزاري براي هاي ریاضی، اعداد فازي به در مدل

مبهم هاي مبهم، پردازش مفاهیم  مدل کردن فرآیند

و یا پرداختن به اطلاعات ذهنی مورد استفاده قرار 

گیرند. اعداد فازي در جهات مختلف توسعه  می

اند و در بسیاري از مسائل عملی همچون  یافته

معادله  ،]15,8[، کنترل فازي ]7 [سازي فازي بهینه

در ادامه  دیفرانسیل فازي و سایر موارد کاربرد دارند.

بررسی و استـفاده از محققان متعـددي شروع به 

هاي فازي براي  پذیري نگاشت پذیري و انتگرال مشتق

اقدام   ها توسعه نظـریه اعداد فازي و کاربردهاي آن

 نمودند. 

 مشتق نگاشت فازي را از یک زیر و رالسکو پوري

-nمجموعه باز یک فضاي نرم دار به توي فضاي 

داده و سپس مفهوم مشتق بعدي اعداد فازي توسعه 

)طور مختصر پذیري هاکوهارا (به )H-پذیري)مشـتق 

 مقدار تعمیم دادند-هاي مجموعهرا براي نگاشت

)کالوا،  1987. در سال ]16[ )H -را در  مشتق پذیري

)نظر گرفت و شرط لازم و کافی براي  )H - مشتق

هاي فازي از پذیري نگاشت ,a b به توي 
E  را

با استفاده از تفاضل هاکوهارا (به  .]14[بدست آورد 

)طور مختصر  )H -پذیري وو مشتق و تفاضل)، وانگ

 هاي فازي ازپذیري نگاشتجهتی و زیر دیفرانسیل
 به توي �

E  22[مطرح کردند 2003سال را در[.  

)از آنجا که  )H- تفاضل بین دو عدد فازي فقط در

)دهد و شرایط محدود رخ می )H - تفاضل دو عدد

بنابراین . [14,17,18]فازي همیشه وجود ندارد 

تعمیمی از این تفاضل، به نام تفاضل هاکوهارا تعمیم 

)طور مختصر هیافته (ب )gH - تفاضل) توسط

  .[19]ارائه شد  2010استفانینی در سال 

( )gH- تفاضل نسبت به( )H- تفاضل در موارد

باشد. بد بیشتري وجود دارد، اما همیشه موجود نمی

یم و استفانینی براي حل این مشکل تفاضل تعم

)طور مختصر یافته (به )g - تفاضل) را معرفی نمودند

)که با این تعریف  )g- تفاضل بین دو عدد فازي

  . [3]همیشه وجود دارد 

لازم به ذکر است که این تفاضل هم در برخی موارد 

کند لذا شرط محدب بودن اعداد فازي را حفظ نمی

آید که این حاصل، عدد فازي بدست نمیتفاضل 

مشکل توسط گومز و باروس با در نظرگرفتن غلاف 

بر اساس [10]. محدب مجموعه حاصل برطرف شد

طور این دو تفاضل، مشتق هاکوهارا تعمیم یافته (به

)مختصر  )gH-طور مشتق) و مشتق تعمیم یافته (به

)مختصر  )g- مشتق) توسط بد و استفانینی بدست

  .[4,6]آمد 

)شایان ذکر است که  )gH - مشتق همواره موجود

)نیست به همین دلیل  )g- مشتق ارائه شد. با ارائه

( )g-پذیري نقطه عطفی در تحلیل و بررسی مشتق

سازي فازي و چند بعدي فازي، بهینههاي نگاشت

معادلات دیفرانسیل فازي بوجود آمد که نسبت به 

تر تمام تعاریف مشتقات فازي ارائه شده تاکنون کلی

-تري از توابع فازيباشد و براي کلاس وسیعمی

  باشد.مقدار برقرار می-هاي فازيمقدار و نگاشت

مشتق - (g)در اینجا یک توسیع جدیدي از مفهوم 

هاي چند بعدي فازي که  پذیري کلی براي نگاشت

گذاري شده را مطرح توسـط بِد و استفانینی پایه

پذیري کلی مشتق- (g)این مفهوم  .]3[نمائیم  می

هاي چند بعدي فازي، توسیع جـدیدي  براي نگاشت

) از )H- پذیري تعمیم یافته پذیري، مشتقمشـتق

)طور مختصر قوي (به )G-پذیري) و مشتق مشـتق

)پذیري تعمیم یافته هاکوهارا (به طور مختصر )gH -

  هاي چند بعدي فازي پذیري) براي نگاشتمشتق

هاي چند بعدي  باشد. علاوه بر این براي نگاشتمی
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- (g)پذیري جهتی و همچنین مشتق- (g)فازي، 

  کنیم. پذیري جزئی را معرفی میمشتق

فازي  تفاضل-(g)سازي هدف ما در این مقاله پیاده

، ضمن تعریف و ]3 [ارائه شده توسط بد و استفانینی

هاي مشتق پذیري کلی براي نگاشت- (g)مطالعه 

زیر  صورتتحقیق به این فازي است. چند بعدي

  سازماندهی گردیده است: 

، نظریه فازي، مفاهیم اساسی، تعاریف 2در بخش 

اولیه و قضایاي مورد نیاز آورده شده است. در بخش 

هاي چند پذیري تعمیم یافته کلی نگاشتمشتق 3

پذیري ، مشتق5و  4خش بعدي فازي بیان و در ب

تعمیم یافته جهتی و جزئی را تعریف و ارتباط بین 

نمائیم و براي نشان دادن توانایی و  ها را بیان میآن

هاي چند بعدي  پذیري نگاشـت قمشت- (g)قابلیت 

فازي چند نمونه از کاربردهاي آن را با ذکر مثال 

گیري در . بحث و نتیجهایممورد ارزیابی قرار داده

  آورده شده است. 6بخش 

  

  نظریه فازي و مفاهیم اولیه -2

اي و اساسی  در این بخش برخی از مفاهیم پایه

هاي فازي، عدد فازي،  نظریه فازي، از جمله مجموعه

متر فازي و تابع فازي که در فصول بعد مورد نیاز 

این به معرفی  . علاوه برکنیم است را یادآوري می

) قات فازي تعمیم یافته بخصوصمشت )gH-مشتق -

پذیري تعمیم یافته سطح به سطح پذیري، مشتق

)طور مختصر(به )gHL-پذیري) و مشتق(g)-مشتق-

پردازیم و مفاهیم مرتبط با آنها را که در پذیري می

  . شود را ارائه خواهیم کرداین مقاله استفاده می

  

یک مجموعه  Xفرض کنید که] 16[ :1-2تعریف 

، با تابع Xدر uفازي غیر تهی است. یک مجموعه

:عضویت [0,1]u X شود ومشخص می( )u x  را

براي  uدر مجموعه فازيx درجه عضویت عنصر

xهر X دهد. نشان می  

:� مجموعه فازي → از محور حقیقی،  [0,1]

هاي زیر را دارا  شود اگر ویژگیعدد فازي نامیده می

  باشد: 

( )iu نرمال باشد، به عبارت دیگر �� وجود  ∋

)0 داشته باشد به طوري که  ) 1u x باشد؛  

( )iiu  مجموعه محدب فازي باشد، به عبارت دیگر

t[0,1]براي هر   و �, �    :ریمدا ∋

( (1 ) ) min{ ( ), ( )},u tx t y u x u y     

 

( )iiiu به بیانی   باشد،  نیمه پیوسته بالایی روي

� دیگر براي هر }مجموعه ∋ : ( ) }x u x r  بسته

  است؛

( )iv  فشرده باشد، که در آنcl ،

  دهد. بستار یک زیر مجموعه را نشان می

نشان داده می شود. به  Eمجـموعه اعداد فازي با 

به صورت زیر  ، که در آن است وضوح 

  شود: تعریف می

},x عدد حقیقی معمولی است  

  

} به طوري که }x ،تابع مشخصه مجموعه x 

  باشد. می

ها برشrیکی از مفـاهیـم مهـم نظـریه فازي

هاي فازي و  هسـتند که به ماننـد پلی مجموعه

کنند. در کلاسیک (معمولی) را به هم متصل می

هاي فازي و  موعهها در روابط بین مجـبرشrواقع 

  کنند.  یک نقش اصلی را ایفا میکلاس

 

زیر مجـموعه کلاسیـک  ]12[ :2- 2تعریف 

X عناصري از که درجه عضویت آنها در مجموعه  

 uبرشrاست، rحداقل به بزرگیu فازي

0شود. به عبارت دیگر براي نامیده می 1r ،r

  دهند: را به صورت زیر نشان می uبرش

[ ] { ; ( ) },ru x X u x r    
  

0r و براي :داریم ،  
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0[ ] { ; ( ) 0}.u cl x X u x    

  

برش از یک rبا توجه به تعریف اعداد فازي، هر

اي بسته و کراندار است و با  ، بازهuعدد فازي

[ ] [ , ]r r ru u u شود، که در آن  نشان داده میu  و

u هاي پائین و بالابه ترتیب کرانu  نامیده

  شوند. می

  

دو عدد فازي باشند،  vو u اگر ]18[ :1- 2 لم

   داریم:r[0,1) آنگاه براي 

 

 

عددي فازي باشـد، در uفرض کنـید :1-2تذکر

r[0,1) این صورت براي هر داریم:     و 

 

  

یک عدد فازي با زوج مرتب ]9[: 1-2قضیه 

( , )r ru u u  معین  از توابع

  کنند: شود، که در شرایط زیر صـدق مـیمـی

( )i   یک تابع نانزولی کراندار

 0و پیوسته از راست در  [0,1)پیوسته از چپ در 

  است،

( )ii   تابعی ناصعودي کراندار

 0و پیوسته از راست در  [0,1) پیوسته از چپ در

  است،

( )iii  1 1u u باشد، می  

) بالعکس، دو تابع مفروض )u r و( )u r  که در

را  uشرایط بالا صدق کنند، به طور یکتا عدد فازي

 کند. تعیین می

  

کنـید  فرض ]6 [:1-2گزاره : (0,1]ru r  یک

هاي حقیقی باشند بطوریکه در سه  هخانواده از بـاز

  شرط زیر صدق کند:

( )i ru  یک بازه فشرده و ناتهی براي هر

(0,1]r ،باشد  

( )ii  0اگر 1r    :باشد، آنگاه داریم

ru u ،  

( )iii 0,1)براي هر دنباله صعودي]nr   با این

lim شرط که 0n
n

r r


  :باشد، آنگاه داریم 

1 nr r
n

u u



  در این صورت عدد فازي یکتا .u E 

]موجود است به طوري که ]r ru u  و براي هر

(0,1]r  :داریم  

0
(0,1]

[ ] .
n

r
r

u cl u


   
 

  

  

یک   فرض کنید :3- 2تعریف 

را همگن مثبت  fنگاشت فازي باشـد. نگاشت فازي

  گوئیم هرگاه داشته باشیم:

, 0.x           

  

u,فرض کنید ]1[ :4-2تعریف  v E  .باشد

uشود که گفته می v

  است اگر و تنها اگر براي هر

[0,1]r :داشته باشیم  

,r ru v.r ru v 

  

)  ]5 [:2- 2قضیه  )iاگر 
 00   باشد، آنگاه

0 E  یک عنصر خنثی نسبت به + است، به عبارت

uدیگر براي هر  E، 0 0u u u    ،است  
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( )ii با   براي هر, 0a b  یا, 0a b   و

uهر E :داریم ،( ). . . ,a b u a u b u    

که مختلف العلامت باشند   و براي هر

 ویژگی بالا برقرار نیست،

( )iii و هر   براي هر,u v E   :داریم  

.( ) . . ,u v u v       

  
( )iv و هر براي هرu E :داریم ، 

   . . .u u     

  

یک عدد فازي مثلثی، یک  ]13 [:5-2تعریف 

است که با سه تایی مرتب  در  uمجموعه فازي

شود که در آن مشخص می  شده

l c ru u u  به طوري که  است
0[ ] [ , ]l ru u u  و

1[ ] { }cu u مجموعه باشد. میr برش یک عدد

به صورت زیر  r[0,1]براي هر  uفازي مثلثی

 شود: تعریف می

[ ] [ (1 )( ) , (1 )( )].
r c c l c r c

u u r u u u r u u      

  

x,فرض کنید ]5 [:6- 2تعریف  y E باشند. اگر

z E طوري کهوجود داشته باشد بهx y z  

)، zباشد، در این صورت )H -تفاضلx  وy  نامیده

  شود. نمایش داده می  شود و با می

  

u,براي هر  ]6[: 3-2قضیه v E  :داریم  
 

 
||طوري که به . || (.,0)D باشد و می( , )E D یک

 فضاي متریک کامل است. 

  

فضاي: 7-2عریف ت
ckاي  ، نشـان دهنده مجمـوعه

باشد و به  می  هاي بسـته و کراندار در از همه بازه

 شود: صورت زیر تعریف می

 

u,فرض کنـید] 19[ :8- 2تعریف  v E باشـند ،

)آنگـاه  )gH-تفـاضل، عدد فازيw  اسـت، که در

  صورت وجود در رابطه زیر صدق کند: 

)1-2(     
  

)، w لذا )gH-تفاضلu  وvشـود و نامیـده می

r شود:زیر تعریف میبرش آن به صـورت 

[min{ , }, max{ , }],r r r r r r r ru v u v u v u v     

  

)همچنین اگر  )H - تفاضل وجود داشته باشد، آنگاه

  داریم:

 
  

)شرایـط وجـود  )gH -تفاضل
 

 

  عبارت است از:برش rبرحسـب

 

 
  

)هايحالت توان نشــان داد که به آسانی می )i و 

( )iiطور همزمان برقرارند، اگر و فقط اگر بهw یک

  عدد معمولی باشد.

  

در حالت فازي، ممکن است که] 19,6 [:2- 2تذکر 

( )gH-ا تفاضل دو عدد فازي وجود نداشته باشد. ام

وجود داشته باشد، آنگاه  اگر 

  وجود دارد و داریم: 

 
 

u,فرض کنید] 19,6[: 2- 2گزاره  v E  دو عدد

  فازي باشند، در این صورت داریم:

( )i اگر ( )gH - تفاضل وجود داشته باشد، آنگاه

 یکتاست،
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( )ii  یا 

هاي طرف راست وجود داشته در حالی کـه عبارت

  باشند. به ویژه داریم:

 
  

( )iii حالت در  اگر( )i  وجود داشـته

)در حالت   باشد، پس )ii  وجود دارد و

  برعکس،

( )iv   

( )v
 

  

( )vi
 

اگر و تنـها اگر  

w w  0، به علاوهw   اگر و تنها اگرu v.  

)در ادامه، تعاریف قبلی یعنی  )H - تفاضل و( )gH -

ترین نوع تفاضل دو کامل تفاضل را تعمیم داده و

کنیم. مزیت این تعریف،  عدد فازي را تعریف می

همیشه موجود بودن آن است که باعث شده توجه 

سپس به معرفی انواع . خاصی به این تعریف شود

  پردازیم.  مشتق فازي نیز می

  

- (g)تفـاضل تعمـیم یافته ( ]6[: 9- 2تعریف 

u,تفـاضل) دو عدد فازي  v E صورت زیر به

 شود:تعریف می

 

 
)، که نماد  )gH -اي  تفاضل عملـگرهاي بازه

[ ]u 
]و   ]v 

انگر پوسته ، نشconv(X)باشد و می 

  است. Xمحدب مجموعه

  

توان به تفاضل را نیز می-(g) ]6 [:4-2قضیه

  صورت زیر هم نوشت:

 

 

u,براي هر دو عدد فازي ]6[ :5-2قضیه v E ،

(g)-د ، هر دو موجودن و  هاي تفاضل

 r[0,1]به طوري که براي   و

  داریم:

 
  

  جائی که

sup( ),r rd D    inf( ),r rd D 

  

 و مجموعه
rDشود: به صورت زیر تعریف می 

{ | } { | }.rD u v r u v r          

  

براي هـر دو عـدد فـازي ]6[: 3- 2گزاره 

,u v E ،(g)-آن موجود است و   تفاضــل

  باشد. یک عدد فازي می

 

، کوچکـترین  تفـاضل- (g) ]6[: 6-2قضیه 

است که در خواص زیر صدق  wعدد فازي مانند 

 کند: می

( )i           

( )ii                                    
,

,

u v w

v u w

 


 
 

  

براي دو عدد فازي که در آن رابطه شمول 

,u v E شود: به صورت زیر تعریف می  

 

  

u,فرض کنید که  ]6 [:7- 2قضیه  v E  دو عدد

  فازي باشند، آنگاه: 

( )i
 

، به شرط این که عبارت 

  ،ویژه داریم:سمت راست موجود باشد، به

( )ii ،  
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( )iii ،  

( )iv  گر اگر و فقط ا

w w 0 ن، بنابرایw   در نتیجهu v 

  باشد. می

  

12,15,19uاعداد فازي مثلثی : 1- 2مثال    و

5,9,11v   .را در نظر بگیرید( )gH - تفاضل

)ارد ولی وجود ند  )g- تفاضل وجود دارد و

  برابر است با

  

     inf 7 ,sup 8 2 6,8 2 .
r r

r
 

 
 

 
     
 

 

  

0فرض کنید  ]6[: 10- 2تعریف  ( , )x a b باشد و

h 0اي باشد که  به گونه ( , )x h a b   ،اسـت

)آنگاه  )gH -پذیري براي تابع مشتق: ( , )f a b E 
  شود:              به صورت زیر تعریف می 0xدر نقطه

  
 

)0 اگر )gHf x E  ) 1-4موجـود باشد و در رابطـه (

) ، f صدق کند، آنگاه گوئیم )gH-پذیر در مشتق

   است. 0xنقطه

 

0فرض کنیــد  ]6[: 11- 2تعریف  ( , )x a b وh 

0اي باشد که  به گونه ( , )x h a b  :است، آنگاه  

 

 
)r،0[0,1]اگر براي هر  )

gHL r cf x k   باشد، آنگاه

)را fمقدار-تابع فازي )gHL -پذیر در نقطهمشتق
0x هـاي به فرم اي از بـازه گوئیم و خانواده

  0( ) | 0,1
gHL rf x r 

 
) را )gHL -تابع فازي  مشتق

)0نامیم و با نماد  می 0xدر نقطه f مقدار– )
gHLf x 

  دهیم. نشان می

:فرض کنید ]6[: 12- 2تعریف  ( , )f a b E  یک

0 قدار وم- تابع فازي ( , )x a b  بوده و توابع

( ) ( )rf x و ( ) ( )rf x0در نقطهx پذیر باشند مشتق

  آنگاه: 

( )if  را[( ) ]i gH-0نقطه پذیر در مشتقx 

  گوییم اگر:
0 0[ ( )] [( ) ( ),( ) ( )],gH r r rf x f x f x    , [0,1]r    

 
( )iif  را [( ) ]ii gH -0پذیر در نقطهمشتقx 

  یم اگر:گوی
0 0[ ( )] [( ) ( ), ( ) ( )],gH r r rf x f x f x     

[0,1]r   

  

)در قضیه زیر یک مشخــصه براي  )gH - مشــتق

وrf پذیري توابع انتهایی پذیري بر حسب مشتق

rf .ارائه شده است 

  

):فرض کنید ]6[: 8- 2قضیه  , )f a b E به گونه -

]اي باشد که داشته باشـیم ( )] [( )( ),( )( )]r r rf x f x f x

اگر تـــوابع 
rf و  

rfمقدار نسبت - توابعــی حقیقی

پذیر مشتق r[0,1]طور یکنواخت برايو بهx به

)باشـند، آنـگاه  )f x ،( )gH-پذیر در یک مشتق

) نقطه ثابت , )x a b  است اگر و فقط اگر یکی از

  دو مورد زیر برقرار باشد:

( )i( ) ( )rf x صعودي و( ) ( )rf x عنوان نزولی به

باشد و  rتابعی از
1 1( ) ( ) ( ) ( )f x f x  است. یا  

( )ii( ) ( )rf x  نزولی و( ) ( )rf x  صعودي به عنوان

 باشد و  rتابعی از
1 1( ) ( ) ( ) ( )f x f x  ،است

  داریم: r[0,1]همچنین براي هر 

[ ( )] [min{( ) ( ) , ( ) ( )},

max{ ( ) ( ) , ( ) ( )}].

gH r r r

r r

f x f x f x

f x f x

 



  

  

ممـکن اســت که ]6[: 2-2تذکر 

:[ , ]f a b E 0در نقـطهx ،( )gH - مشـتق پذیر

)]باشــد امـا نه ) ]i gH-پذیر و نهمشـتق   
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[( ) ]ii gH-.مشتق پذیر باشد  

  

)] ]6[: 9-2قضیه  ) ]i gH-پذیر و مشتق

[( ) ]ii gH-باشند، پذیر میجمع پذیر عملگرهايمشتق 

  به عبارت دیگر داریم:

( )i           
( ) ( ) ( )( ) ,i gH i gH i gHf g f g  
      

( )ii         
( ) ( ) ( )( ) .ii gH ii gH ii gHf g f g  
      

  

)در ادامه  )g - مشتــق را به کمک( )g- تفاضل که

را بیان  [6]توسط استفانینی و بد ارائه شده است 

 می کنیم.

  

0نیدفرض ک ]6 [:13- 2تعریف  ( , )x a b  باشد و

h 0 اي باشد که به گونه ( , )x h a b  است، آنگاه

(g)-مشتق تابع : ( , )f a b E 0 در نقطهx  به

  شود: صورت زیر تعریف می

)3-2 (      

 
)0 اگر )gf x E  ) 5-1موجـود باشد و در رابطه (

پذیر در مشـتق- f ،(g)صدق کند، آنگاه گوییم 

 است. 0xنقطه 

( )g-تر از پذیري کلیمشتق( )gH -پذیري مشتق  

)باشد و اگر می )gH-داشته باشد،  مشتــق وجود

)آنگاه داریم  ) ( )g gHf x f x .  

)ي ي بعدي یک فرمول عملی براي محاسبهقضیه )g

  دهد.مشتــق ارائه می-

 

):فرض کنید ]6 [:10-2قضیه  , )f a b E  به

اي باشد که داشته باشیم گونه

[ ( )] [ ( ), ( )]r r rf x f x f xاگر توابع .  rfو
rf توابعی

 طور یکنواخت برايو به xمقدار نسبت به - حقیقی

[0,1]r ه پذیر باشند، آنگامشتق( )f x ،(g) - مشتق

  پذیر است و داریم:

 [ ( )] inf min ( ) ( ), ( ) ( ) ,g r
r

f x f x f x 


  


 

 sup max ( ) ( ), ( ) ( ) .
r

f x f x 
 




 

  

:فرض کنید ]6 [:11-2قضیه  ( , )f a b E بطور

)یکنواخت )gHL0 پذیر در نقطهمشتقx  ،باشد

است و  0xمشتق پذیر در نقطه-f ،(g)آنگاه تابع

  داریم:  r[0,1]براي هر 

0( ) .
gHL

r

conv f x 
 

 
 

 
[ ( )]g rf x cl   

  

]: تابع فازي مقدار: 2- 2 مثال 2, 2]f E   را به

  .فرم مثلثی به صورت زیر در نظر بگیرید
3 3 32

( ) , 3, 4 ,
3 3 3

x x x
f x x     

هاي پایین و بالاي آن به ترتیب برشrبطوریکه

  برابر است با:
3

( ) ( 3),
3

r

x
f x r x    

3

( ) (2 ) 4 .
3

r

x
f x r xr r      

  داریم:

  2( ) ,rf x x r    

  2( ) (2 ) .rf x r x r     

 
همانطور که مشاهده می شود، تابع در بازه هاي 

]و  [1,2] 2, 1]   داراي( )gH- مشتــق می باشد

]ولی در کل بازه ي  1,1] ( )gH-شتــق ندارد اما م

)داراي  )g -.مشتــق است  

  

- یک تابع فازي  فرض کنید: 2- 2 لم

  باشد، آنگاه: مقدار و 

( )i 0
lim[ ( )] [ , ]rr r r
x x

f x u u u


 
 

نواخت کطــور یبه

r[0,1]بت بـه نس  ،برقرار باشد  

( )ii اگر توابع انتهاییru وru  2در شرایط قضیه -

  در ruهايبرشrاي از یا به طور معادل خانواده 1
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  صدق کنند، بنابراین: 1- 2گزاره  

0
lim ( ) ,
x x

f x u


  

] ن که با شرط ای ] [ , ]rr r ru u u u .است  

پذیري کلی  مشـتق- (g)در ادامه این مقـاله، مفهوم 

 Eبه توي هاي چند بعدي فازي از براي نگاشت

کنیم. علاوه بر  تفاضل معرفی می-(g)را با استفاده از 

مشتق پذیري جهتی و جزئی را تعریف و - (g)این، 

نمائیم. نهایتاً، براي  ها را بیان میارتباط بین آن

پذیري  مشتــق-(g) قابلیت و توانایی نشان دادن

هاي چند بعدي فازي چند نمونه از  نگاشـت

  .نمائیم کاربردهاي آن را با ذکر مثال ارائه می

 

3 - (g)-هاي چند پذیري کلی نگاشت مشتق

  بعدي فازي

کلی براي  پذیري مشـتق- (g)در این بخش مفهوم 

  کنیم.  هاي چند بعدي فازي را معرفی می نگاشت

نگاشت چند  یک ، نگاشت فازي

نشانگر یک  شود که در آن بعدي فازي نامیده می

  است.  زیر مجموعه باز از

یک نگاشت فازي  فرض کنید 

مقدار متنــاظر -اي اي از توابع بازه باشد که خانواده

:آن به صورت cf k  است و مجموعهr بـرش

)آن ) [ ( )]r rf x f x [0,1] بـــراي هـرr،  بــه

) تصور ) [ ( ), ( )]r r rf x f x f x شود. در  نمایش داده می 

 مقدار به صورت-اینــجا توابع برداري حقیقی

 توابع انتهایی نگـاشت فازي 

fباشند. در تعاریف زیر  می(g)- مشتق پذیري کلی

را  دي فازي رويهاي چند بع براي نگاشت

  نمائیم. تفاضل معرفی می- (g)با استفاده از 

  

یک فضـــاي  فرض کنـــید: 1-3تعریف 

به  و نرم دار باشــد و

0x اي باشـد که گونه h  است. بنابراین نگاشت

مشتق پذیر کلی در - (g)را   فازي

گوئیم، اگر یک بردار فازي 0x نقطه

1 2( , ,..., ) n
nU u u u E   وجود داشته باشد به طوري که

  داشته باشیم:

)1-3     (        

 
حاصل ضرب داخلی فازي است و  که در آن 

  شود: به صورت زیر تعریف می

 

 
nUاگر E رد توسط رابطه به طور منحصر به ف

nU) مشخص شود. در این حالت3-1( E (g) -

نامیده  0xدر نقطهfمشتق پذیر کلی نگاشت فازي

)0شود و با نماد  می )g f x دهیم بهنمایش می-

)0طوري که  )g f x U   است. این تعریف را به

 توان به صورت زیر نوشت:طور معادل می

 

یک فضـاي  فرض کنــید : 2- 3تعریف 

 دار باشــد. همچنین فرض کنیدنـرم

0x و یک نگاشت فازي    باشـد

hبا این شرط که  و بـراي هر  اي بر

0  0 داده شـــده به طوري کهx h  

مشتــق پذیر - (g)را  fباشد. بنابراین نگاشت فازي

گوئیـــم اگر و تنـها اگر یک بردار  0xکلی در نقطه

فازي 
1 2( , , ..., ) n

nU u u u E   وجود داشــته

) باشـد و همچنــین تابع فازي )h 0براي هرh  

وجود داشــته باشـد با این شـرط که 
0

lim ( ) 0
h

h


 

 باشد، آنگاه داریم:

 

 
را در نظر  همچنین اگر تابع 

  بگیریم، آنگاه داریم:

 

 
)به طوري که  ) 0h   0وقتی کهh   .میل کند  
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براي بردار  نگاشت فازي به صورت 

  شود: صورت زیر تعریف میبه 
 

 
پذیر کلی مشتق-f ،(g)به طوري که نگاشت فازي

پذیري مشتق-(g)، باشد و  0xدر نقطه

 hنسبت به  0xدر نقطه fکلی نگاشت فازي

  باشد. می

  

4 - (g) -پذیري جهتیمشتق  

پذیري جهتی براي نگاشت مشتق- (g)در تعریف زیر 

  نمائیم. می معرفی را  فازي بعديچند

  

یک  فرض کنید :1-4تعریف 

باشد،  هر زیر مجـموعه باز از نگاشت فازي و

0xهمچنـین  باشند. گوییم نگاشت   و

پذیر تعمیم یافته جهتی یک طرفه  مشتق fفازي

و 0x در نقطه )جهتی مشتق-(g)به طور مختصر (

  است اگر حد زیر موجود باشد: dدر جهت

)1-4      (    

 
)0و  , )gf d Ex  ند. ) صدق ک1-4ي (در رابطه

  همچنین اگر حد

    

 
هاي فازي فوق موجود و هر دو با هم برابر از نگاشت

مشتق -(g)داراي fباشند، گوییم نگاشت فازي

 dو در جهت  0xپذیري جهتی دو طرفه در نقطه

  است. 

  

یـک   فرض کنــید :2- 4تعریف 

0x نگاشـت فـازي،   باشـند. گوییم  و

 پذیر جهتی در نقطهمشـتق-f ،(g)نگاشت فازي

0x 0است، اگر( , )gf x d 0در نقطهx براي هر  و

  وجود داشته باشد.  جهت 

  

یک  فـرض کنـید :1-4قضیه 

0xنگاشـت فـازي و    0باشد، آنگاه( , .)gf x 

همگن مثبت   نسبت به متغیر دوم روي فضاي

 فازي است.

0فرض کنیــداثبات.   0وx   ثابت و

  دلخواه باشند. حال در نظر بگیرید:

 

  

s: فـرض کنــید h طــــوري که بـــراي به

0هر 0 0h h     0باشد، لذاs  

  کند و داریم: میل می

   
 

)0 بنابرایـن , .)gf xنسـبت به متغیر دوم  روي

 است.   همـگن مثبت فازي

  

یک   فرض کنید :1- 4گزاره 

نگاشت فازي و 
1 2( , ,..., )nx x x x  طوري باشد به

]صورتبرش آن بهrکه ( )] [ ( ), ( )]r r rf x f x f x 

  است.

)اگر توابع انتهایی )rf x  و( )rf x  توابع چند متغیره

و در  xمقدار مشتق پذیر جهتی در نقطه - حقیقی

طور یکنواخت نسبت به و به dجهت 0,1r 
)برقرار باشند، آنگاه نگاشت فازي )f x ،(g) - مشتق

x پذیر جهتی در نقطه است، لذا  dو در جهت  

  داریم:
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  داریم: 4-2طبق قضیه بر اثبات. 

 

 
، چون توابـع1- 4در این صورت طبـق فرض گزاره 

( )rf x و  ( )rf xمقدار - توابع چند متغیره حقیـقی

 dدر جهتو  xپذیر جهتی در نقطه مشـتق
هستند و براي هر  0,1r :داریم  

 

  

)همچنین اگر توابع انتهایی )rf x  و( )rf x  داراي

 پیوسـتگی چپ نسـبت به 0,1r و پیوستگی

 باشـند، می توان زیر دنــباله 0راست در نقطه 

0nh تـوابع را در نظر گرفـت، بنـابراین

( ) ( )r n r

n

f x h d f x

h

  و( ) ( )r n r

n

f x h d f x

h

  راي دا

پیوستگی چـپ براي  0,1r  و پیوستگی راسـت

  هسـتند. عـلاوه بر این مجمـوعه تـوابع 0در نقـطه 

( ) ( ) ( ) ( )
inf min ,n n

r
n n

f x h d f x f x h d f x

h h

   



     
 
  

  و

 ( ) ( ) ( ) ( )
supmax ,n n

r n n

f x h d f x f x h d f x

h h

   



     
 
  

 

 
کنند. بنابراین  هاي مشابه فوق صدق میدر ویژگی

  شود که: نتیجه می

   inf min ( , ), ( , ) , supmax ( , ), ( , ) .
r r

f x d f x d f x d f x d   
  

    

 
 داراي پیوستگی چپ در 0,1r و پیوستگی

  هستند.0 راست در نقطه

شــود کـه مجــموعـه  بـه آسانــی نتـیـجـه مـی

تــوابع inf min ( , ), ( , )
r

f x d f x d 


  عنوان تابعی از به

 0,1r صعودي و ، supmax ( , ), ( , )
r

f x d f x d 


  

به عنـوان تابـعی از 0,1r  
نزولی هستند و با 

ها یک عدد فازي را تعریف آن 1- 2استفاده از قضیه 

) برش- rکنند. بنابراین مجموعه می , )g r
f x d  

یک 

 2- 2ذا با استـفاده از لم کند، ل عدد فازي تعریـف می

)نگاشت فازي )f x ،(g) -جهتی در  پذیرمشــتق

x نقــطه   باشد.میd و در جهت 

  

یک زیر  فرض کنـید  ]20[: 3- 4تعریف 

 باشــد و نگاشتمی عه باز ناتهی از مجمــو

0xیک نگاشــت فازي با   

0xهر جهت شدنی در نقطه باشد. اگر  

باشد، آنگاه براي  0,1r) ،
gHL(- مشتق جهتی

در   مقدار- ايمتناظر با توابع بازه

به صورت زیر تعریف  dو در جهت 0xنقطه

  شود: می

 

 
اگر براي هر  0,1r.حد فوق وجود داشته باشد ، 

( )i  اگر براي هر 0,1r ،0( ; )
gHL r cf x d k  

داراي ( fوجود داشته باشد، آنگاه
gHL(- مشتق

  است. dو در جهت 0xجهتی در نقطه

 ( )ii نگاشــت فازيf) را
gHL( -پذیر ضعیف مشتق

، (fگوئیم اگر 0xیا جهتی در نقطه
gHL(- مشتق

و در هر جهت 0x پذیر جهتی شدنی در نقطه

براي هر  0,1rي ا موجود باشد و خانواده

هاي به فــرم از بازه  0( ; ) : 0,1
gHL rf x d r   را  

)
gHL( -مشــتق جهتی تابعf 0در نقطهx  و در

گوئیم و با نمادdجهـت 0( ; )
gHL rf x d  نمایش

 دهیم. می

( )iii نگاشت فازيf را( )gH -پذیر مشتق

گوئیم اگر ( 0x(ضعیف) جهتی در نقطه
gHL(-

و در هر  0xمشتق پذیر (ضعیف) جهتی در نقطه
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( موجود باشد و dجهت
gHL(-مشتق جهتی

 0( ; )
gHLf x d

 
شود به  یک عدد فازي تعریف می

)0 هاي طوري که مجموعه بازه ; )
gHL rf x d مجموعه

r.برش هاي یک عدد فازي تعریف شود  

( )iv نگاشت فازيf ) را
gHL(- مشتق پذیر

گوئیم اگر ( (ضعیف) جهتی روي
gHL( - مشتــق

0xپذیر در هر نقــطه  باشد و همچنین( )gH-

)گوئیم اگرپذیر (ضعیف) جهتی رويمشتق )gH-

0xپذیر جهتی در هر نقطه مشتق  .باشد  

  

یک   فرض کنید: 2- 4گزاره 

نگاشت فازي و 
1 2( , ,..., )nx x x x   باشد که

به طور یکنواخت (
gHL( -جهتی در  مشـتق پذیر

باشد، آنگاه نگاشت  و در جهت xنقطه

و در  xپذیر جهتی در نقطه مشتق-f ،(g)فازي

است و براي هر  dجهت 0,1r :داریم  

( , ) ( , ) .
gHg r L

r
f x d cl conv f x d 

 

    
 

  

 

  است.  11-2اثبات مشابه قضیه  اثبات.

  

یک  فرض کنــید : 4-4تعریف 

و باشد. اگر براي xنگاشت فازي

0  0)داده شده، عدد حقـیقی, )h   به

x  ي باشــد کها گونه hd  است، آنگاه خارج

را تعمیم یافته  قسمت نگاشت فازي تفاضل هاکوها

   d و در جهت xدر نقطه  hعنوان تابعی از را به

  شود: نامیم و به صورت زیر تعریف میمی

  

اي مقدار تفاضل  همچنین خارج قسمت توابع بازه

طور مختصر به(هاکوهارا تعمیم یافته سطح به سطح 

)
gHL( -خارج قسمت) براي هر  0,1r به صورت  

  شود:    زیر تعریف می

  

 اگر براي هر 0,1r،, ( )
gH

x d
L r cG h k  باشد و

هاي به فرم اي از بازه خانواده  , ( ) : 0,1
gH

x d
L rG h r 

را (
gHL(-هاي فازيخارج قسمت نگاشت fعنوان به

باشد و با میd و در جهت xدر نقطه hتابعی از 

,نماد ( )
gH

x d
LG h دهیم. نمایش می 

 

  کنـید براي هـر  فرض: 1-4مثال 

صورت به نگـاشـت چند بعـدي فازي 

  زیر تعریف شده باشد:

 

 
 بـرايآن  هايبرشrو مجموعه 0,1r را به

   ر نظر بگیرید:صــورت زیر د

 ( ) ( ), ( ) ( 1) , (1 ) .r rr
f x f x f x r x r x        

 

 
 واضــح اســت که براي هر 0,1r توابع ،

)انتــهایی  )rf x و( )rf x مقدار مشتــق - حقیقی

هستند که در  پذیر کلی در هر نقطه 

اي هر مقدار آن بر- این صورت مشتقات کلی حقیقی

 0,1r صورت به( ) ( 1)r

x
f x r

x
    و

( ) (1 )r

x
f x r

x
   باشند و توابع انتهایی  می

( )rf x  و( )rf x مقدار مشتق - توابع حقـــیقی

0xپذیر کلی در نـقطه   ،با این  امـا نیستند

وجـــود براي هر  0,1rتوابـع ، 

( , ) ( 1)f x d r d
    و( , ) (1 )rf x d r d   

توابع چند 

ه پذیر جهتی در نقطمقدار مشتق- متغیره حقیقی

هستند و در  و در هر جهت 

  کنند. در واقع داریم: صدق می 1- 2شرایط قضیه 

 (0, ) inf min (0, ), (0, ) ,g
r

f d f d f d 


  


  

                sup max (0, ), (0, )
r

f d f d 
 

 


     

 inf min ( 1) , (1 ) ,
r

d d
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 اگر

 اگر

              
 sup max ( 1) , (1 )

r

d d


 


  
 

   1,1 , , 0,1 ,nr r d d r     �   

 
  به طوري که

   (0, ) 1,1 , , 0,1 ,n
g rf d r r d d r      �

  

 پذیرمشتق-f ،(g)باشد. بنابراین نگاشت فازي می

0x جهتی در نقـطه  و در هر جهت 

  است.

 

5- )g(-پذیري جزئی مشتق  

جزئی تعمیم یافته براي  پذیريدر ادامه بحث، مشتق

را  هاي چـند بعدي فازينگاشت

  .کنیم به صورت زیر معرفی می

ابـتدا نـماد  1 2, ,..., ,...,i i ne t t t t هاي  که مـولفه

  آن به صورت زیر 

1        

0       
j

j i

t

j i




 
 

 

  

بردار  ieگیریم، که در آنرا در نظر می باشد می

 واحد است.

 

یـک  فـرض کنـید  :1- 5تعریف 

نگاشت فازي و
1, 2( ,..., )nx x x x  شند، ثابت با

  گیریم: عبارت زیر را در نظر می

)1-5            ( 

 

,1اگر براي  2,...,i n ،( )g

i

f x
E

x





وجود  

) صدق کند، در این 5-1داشــته باشد و در رابطه (

پذیر جزئی تعمیم ، مشــتقfصورت نگاشـت فازي

)] یافته (به طور مختصر ) ]g p -پذیري) در مشتق

i,...,1,2، براي ixنسبت به مولفه x نقطه n 

 شود. نامیده می

 

یک  فرض کنید : 2-5تعریف 

ي باز یک زیر مجموعه طوري کهنگاشت فازي به

idباشد. اگر  از e  هر جهت شدنی در نقطه

x باشد، گوئیم نگاشت فازيfپذیر  ، مشتق

)]جزئی تعمیم یافته ( ) ]g p -چپ و  پذیرمشتق

است و با  ixمولفه  نسبت به xراست) در نقطه

  شود: نمادهاي زیر نشان داده می

 

  و

 

 

)اگر )g

i

f x
E

x





_و   ( )g

i

f x
E

x





هـر دو موجـود و  

)]با هــم برابر باشند، در این صورت  ) ]g p - مشتق  
  

به  ixنسبت به مولفه  xنقطه در fپذیري

  :آید میصورت زیر بدست 

 

  

  فـرض کنــید: 1- 5گزاره 

نگاشـت فــازي و 
1 2( , ,..., )nx x x x   ثابت

)اگردلخواه باشد.  )rf x  و( )rf x پذیر توابع مشتق

مقـدار بـطور یکنواخت - جزئی چند متغیره حقیقی

نسبـت به  xدر نقــطه  r[0,1]نسـبت به 

)باشـند، آنگــاه  ixمولفه  )f x ،[( ) ]g p–مشتق-

 است و داریم: ixنسبت به مولفه  xر نقطه پذیر د

( ) ( ) ( )
inf min , ,

( ) ( )
sup max , .

g g g

r
i i ir

g g

r i i

f x f x f x

x x x

f x f x

x x

 



 







      
    

      

  
 

   

 

 

است. بخصوص براي  1-4اثبات مشابه گزاره  اثبات.

1, 2,...,i n  و
id e .باشد   
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و  فرض کنید: 3- 5تعریف 

1 2( , ,..., )nx x x x   [0,1]باشد. براي هرr 

پذیر هاکوهارا تعمیم یافته سطح به داده شده، مشتق

)طور مختصرسطــح جزئی (به )gHL-پذیر مشتق

با توابع متناظر  ixبه مولفه نسبتxجزئی) در نقطه

به صورت زیر  مقدار -اي بازه

  شود:  تعریف می

 

  

، r[0,1]اگر براي هــر 
( )

gHL r

c

i

f x
k

x





 

، fباشــد، در این صــورت گوئیم که نگاشت فازي

( )gHL-پذیر جزئی در نقطهمشتقx  نسبت به

هـاي به فرم  اي از بازه است و خانواده ixمولــفه

 
( )

: 0,1gHL r

i

f x
r

x

  
 

  

 ،( )gHL -مشــتق پذیر جزئی

fدر نقطهx  نسبت به مولفه
ix 1براي, 2,...,i n 

)است و با نماد  )
gHL

i

f x

x




  دهیم.نمایش می 

  

یک فـرض کـنید :4-5تعریف 

نگاشـت فـازي و 
1 2( , ,..., )nx x x x   .باشـد

0، اگـر بردار یـکه    

,0)داده شده و عدد حقیقی  )h  اي به گونه

x باشـد که hd   است، آنگاه نگاشت خارج

-قسمت فازي تفاضل هاکوهارا تعمیم یافته را به

و در جهت بردار یکه  xدر نقطه  hعنوان تابعی از 

ie ه صورت زیر تعریف شده است:نامیم که بمی  

 

 
)مقدار- همچنین خارج قسمت توابع بازه اي )gHL-

خارج قسمت بـراي هـر  0,1r  به صورت زیر

  شود: تعریف می

  

اگر براي هر  0,1r،( )
gH

x
i L r cG h k   ،باشد

هاي به فرم ازهاي از بخانواده  ( ) : 0,1
gH

x
i L rG h r ،

( )gHL-خارج قسمتf به عنوان تابعی ازh  در

براي ieو در جهت بردار یکه  xنقطه 

1, 2,...,i n  است و با نماد( )
gH

x
i LG h

نمایش  

  دهیم. می

  

یک  فـرض کنید : 1-5قضیه 

نگاشـت فـازي،
1 2( , ,..., )nx x x x  و  

0باشند، اگر براي   داده شده، عدد حقیقی

(0, )h  اي باشد کهبه گونهx hd   .است

)اگر نگاشت فازي )f xبطور یکنواخت ،( )gHL-

نسبـت به مولــفه xپذیر جزئی در نقـطهمشتــق

ix باشـد، آنـگاه نگاشت فازي( )f x ،[( ) ]g p-

است و  ixنسبت به مولفه  xمشتق پذیر در نقطه 

  داریم:

 

  

همگرا به  r[0,1]که بطور یکنواخت نسبت به

( )g r

i

f x

x




i,...,1,2به ترتیب براي  n باشد وقتی می

0h که  .میل کند  

فرض کنـید  اثبات.
1 2( , ,..., )nx x x x   براي و

0  0)داده شده، عدد حقـیقی, )h  اي  به گونه

x  باشـد که hd [0,1]اسـت. حال برايr 

  گیریم: هاي زیر را در نظر می دلخواه بازه ثابت و
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) فـرض کنید مجموعه هاي فـازي )x
i gG h

و 
iB 

 هاي به فرماي از بازهاعداد فازي باشـند و خانواده

 ( ) : [0,1]x
i g rG h r   و ( ) : [0,1]iB r r

 
بـه 

هاي آن ها باشند.  برشrعهترتیب به عنوان مجمـو

)دهـیم اعداد فـازي در واقع نشان مـی )x
i gG h  و

iB  داراي مجـموعه 1-5در گزارهr برش به

  باشند: صورت زیر می

 ( ) : [0,1]x
i g rG h r  و  ( ) : [0,1]iB r r  

 
کنند. نهایتاً نشان  صدق می 1-2که در شرایط قضیه 

  دهیم که حد زیر موجود است، یعنی:می

0
lim ( ) .x

i g i
h

G h B


   

  

)] ،fباشند بنابراین نگاشت فازيمی ) ]g p -  

موجود و  ixنسبت به مولفه  xپذیر در نقطهمشتق

مساوي با 
iB  است. براي این کار ابتدا بر حسبr-

  گیریم: هاي زیر را در نظر می برش بازه

( ) ( ) , ( )x x x
i g r i g r i g rG h G h G h  

     

  و      

( ) ( ), ( )i i iB r B r B r      

  طوري کهبه

( ) inf ( ) ,
gH

x x
i g r i L

r
G h G h 


 




( ) sup ( ) ,
gH

x x
i g r i L

r

G h G h 


 


  

( ) inf , ( ) sup .i i
r r

B r b B r b 
  

       

 
، به طور fچون 1-5بنابراین طبق فرض قضیه 

)یکنواخت )gHL-پذیر جزئی در نقطهمشتقx 

نسبت به مولفه
ix  1,2براي,...,i n باشد و می

0همچنین فرض کنید براي    دلخواه اما ثابت

i,...,1,2باشد، در این صورت براي هر  n ،

0i  وجود دارد به طوري که 

 1 20 | | min , ,..., nh         

( ) ( ) ( ) , [0,1],
4 4gH

x
i i L r ib r G h b r r

 
       

  و

 1 20 | | min , ,..., nh         

( ) ( ) ( ) , [0,1].
4 4gH

x
i i L r ib r G h b r r

 
       

 
اکنون با توجه به تعریف اینفیمم و سوپریمم براي

0   ،براي هر دلخواه داده شده 0,1r و هر  

h، مقادیر
1 r ،

2 r ،
3 r   و

4 r   هستند

  به طوري که:

1 1
( ) ( ) ( ) ,

4 4 4 2gH

x x
i g r i L iG h G h b B r 

   
       

1 2
( ) ( ) ( ) ,

2 4 4 2gH

x x
i i L i g rB r b G h G h 

   
       

3 3
( ) ( ) ( ) ,

4 4 4 2gH

x x
i g r i L iG h G h b B r 

   
       

4 4
( ) ( ) ( ) ,

4 4 4 2gH

x x
i i L i g rB r b G h G h 

   
       

 
به اندازه کافی کوچک  h باشند و در نهایت برايمی

  داریم:
 

 
 

0,1

sup max ( ) ( ) , ( ) ( ) ,
2

x x
i g r i i g r i

r

G h B r G h B r


 


    

 

0hبا حد گرفتن از عبارت فوق هنگامی که   میل

  کند، داریم:

0
lim ( ) .x

i g i
h

G h B


  

   بنابراین، اثبات کامل است.

  

یک  فرض کنید : 2- 5گزاره 

- )f) ،g فازي نگاشت فازي باشد. اگر نگاشت

0x پذیر کلی در نقــطهمشــتق   باشد، آنگاه

[( ) ]g p-پذیريمشتقf  0در نقطهx  وجود دارد و

  عبارت است از:
0( )

, 1, 2,..., .
g

i

i

f x
u i n

x


 

  
 

  پذیري کلیمشتق-(g)با استفاده از تعریف اثبات. 
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f0 در نقطهxو همچنین با در نظر گرفتن
ih te 

0tبراي  :داریم  

  

 
طرفین رابطه فوق چون  با حدگیــري از

0
lim ( ) 0i
t

te


 زیر نیز وجود دارد، لذا داریم:است و حد  

 

 
  در نتیجه داریم:

0( )
, 1,2,..., .

g

i

i

f x
u i n

x


 

  
 

   نابراین، اثبات کامل است.ب

  

یک  فرض کنـید : 5- 5تعریف 

 پذیر کلی در نقطهمشتق-(g)نگاشـت فازي کـه 
0x K باشد. آنگاه بردار فازيn-بعدي

iu E  براي

1,2,...,i n) ،g( -گرادیان تابعf 0در نقـــطهx 

0و با نماد  شود نامیده می
1 2( ) ( , ,..., )g nf x u u u 

گرادیان یک - (g)شود. توجه کنید که  نشان داده می

 نگاشت فازي خوش تعریف و منحصر به فرد است.

)گرادیان نگاشت فازي و-(g)در تعریف زیر،  )gHL-

)برحـسبگرادیان یک نگاشت فازي  )gHL - مشتـق

 شود. ها بیــان میبرش- rپذیري جـزئی توسـط 

  

یک  فرض کنید : 6-5تعریف 

گرادیان یک نگاشت فازي - )gنگاشت فازي باشد. (

xدر K شود: ه صورت زیر تعریف میب  

1

( ) ( )
( ) ,..., ,

g g

g

n

f x f x
f x

x x

  
   

  

 

 

)که در آن  )g

i

f x

x




i,...,1,2براي   n ،[( ) ]g p -

نسبت  xدر نـقطه fمشتق پذیري نگاشت فـازي

 به مؤلفه
ixاست. در این حالـت( )i-امین( )gHL-

براي هر  xدر نقطه  fمشتق پذیري جزئی

 0,1r :به صورت زیر است 

( )
,gHL r

c

i

f x
k

x





 

 

ها به فرم  اي ازبازههو خانواد 
( )

: 0,1gHL r

i

f x
r

x

  
 

  

 

)را  )gHL-پذیري جزئیمشتقfدر نقطهx  نسبت

)نامیم و با نماد  میixبه مؤلفه )
gHL

i

f x

x




نمایش 

 دهیم. می

رم ها به ف ازهاي از بوادهخان حال  ( ): 0,1
gHL f x r  

)را )gHL -گرادیانتf  در نقطهx نامیم و با نماد می

( )
gHL f x دهیم و به صورت زیر تعریف  نمایش می

  شود: می

1

( ) ( )
( ) ,..., .gH gH

gH

L L

L

n

f x f x
f x

x x

  
      

 

 
(g)پذیري جهتی را بر حسب مشتق-(g)ي زیر قضیه

صورت زیر هاي فازي بپذیري کلی نگاشتمشتق-

  کند. بیان می

  

یک  فرض کنید  :2- 5 قضیه

مشتق -f ،(g)نگاشت فازي باشد. اگر نگاشت فازي

باشد به طوري که  0xپذیري کلی در نقطه 

0( )g f x  وجود داشته باشد،  در نقطه

- (g)، آنگاه براي هر جهت ثابت دلخواه 

، یعنی 0xدر نقطه fمشتق جهتی نگاشت فازي
0( , )gf x d کند: وجود دارد و در رابطه زیر صدق می  

 

 

 پذیرمشتق-f ،(g)فرض کنید نگاشت فازياثبات. 

- (g)باشد. آنگاه طبق تعریف   کلی در نقطه

  داریم:    پذیري کلی براي هر جهتمشتق
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)0یعنی  ,.)gf x  یک عملگر(g) - پیوسته خطی فازي

گرادیان -(g)نسبت به متغیر دوم است، هرگاه 

)0یعنی  0xدر نقطه fنگاشت فازي )g f x  وجود

  داشته باشد. 

  بنابراین، اثبات کامل است.

  

یک  فرض کنید  :1-5 نتیجه

مشتق -f ،(g)نگاشت فازي باشد. اگر نگاشت فازي

)]باشـد، آنگاه همه  0xپذیر کلی در نقطه ) ]g p -

وجــود  0xدر نقطه fمشــتقات نگاشـت فازي

i,...,1,2دارند و بـراي  n :داریم  

 
0

0
( )

( , ) ,
g

g i i

i

f x
f x e u

x


 


 

 
مشتقات جهتی نگاشت - (g)علاوه بر این اگر همه 

وجود داشته باشند، آنگاه  0xدر نقطه fفازي

  داریم:
  

پذیري مشتق- (g)، اگر 5-2 در  قضیه: 1-5توجه 

)0، یعنی 0xدر نقطهfکلی نگاشت فازي )g f x 

،  وجود داشـته باشد، آنگاه براي هر جهت
0( , )gf x d  ًبرقرار وجود دارد. اما عکس آن لزوما

مشتقات جهتی نگاشت - (g)نیست، یعنی وجود همه 

پذیري کلی نگاشت مشتق- 0x ،(g)در نقطهfفازي

عنوان دهد. بهه نمیرا نتیج0x در نقطهfفازي

  نمونه مثال زیر را در نظر بگیرید:

  

 فرض کنـید نگاشـت فـازي  :1- 5مثال 

  به صورت زیر تعریف شده است: 

 
 

که در آن 
1 2,U U E باشند.می  

در  fمشتق جهتی نگاشت فازي- (g)در واقع از 

و در جهت  نقطه

  ، داریم:

 
 

پذیر جهتی در مشتق-f ،(g)ياین نگاشت فازبنابر

0نقطه  (0,0)x  است.  و در جهت  

g(0,0)اما عملگر  f 0يدر نقطه (0,0)x  ،(g)-

- f ،(g)فازي نیست. لذا نگاشت فازيپیوسته 

0پذیر کلی در نقطهمشتق (0,0)x  .نیست 

-ویژه در حالت یک بعدي میدر حالت خاص، به

پذیر مشـتق-(g)توانیم یک قاعده براي محاسـبه 

- پذیـر توابـع فازيمشــتق-(g)جهتی بر حـسب 

  مقدار را به صورت زیر بیان کنیم.

  

یک  فرض کنید : 3-5گزاره 

، fمقدار-مقدار باشد، اگر تابع فازي-نگاشت فازي

(g)-پذیر رويمشتق مقدار-باشد، آنگاه تابع فازي

f ،(g) -پذیر جهتی رويمشتق  است و براي هر
0x   داریم و: 

 

 

0xض کنیدفراثبات.    ثابت و  و

  ، داریم:4-2 تعریفدلخواه باشند. با استفاده از 

)2-5   (         

 
ت، پذیر اسمشتق- f ،(g)مقدار-چون تابع فازي

  زیر وجود دارد:حد) 2-3(رابطه بنابراین با استفاده از
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)0که در آن )gf x E  باشد، لذا داریم:می  

)3-5    (             

 
  ) داریم:3- 5) و (2-5از روابط (

  
 

   بنابراین، اثبات کامل است.

جهتی،  مشتق-(g)هاي زیر روابط بیـن در مثال

[( ) ]g p- ،مشـتق( )gHL -پذیري جهتی و مشتق

( )gHL-نمائیم. مشتق جزئی را با جزئیات بیان می 

  

یک نگاشت  فرض کنید : 2-5مثال 

  فازي باشد که توسط رابطه زیر:
 

 
تعریف شده باشد و براي هر  براي هر 

 0,1r ،r-هاي آن را به صورت زیر در نظر برش

  بگیرید:

 
  

براي هر  0,1rنقطه ،  0 0,0x  و در جهت

  لذا داریم:   اده شده است،د 

 

براي هر  0,1r  برقرار  و هر

جهـتی  مشـتق پذیر-f ،(g)است. لذا نگاشت فازي

در نقطـه  0 0,0x   و در هـر جهــت

0.25rاست. حال اگر     و بردار

واحد را 
1 (1,0)e  :در نظر بگیریم داریم  

 

 
حد فوق وجـود ندارد. در  شود که ملاحظه مـی

)، fنهـایت، نگاشت فازي )gHL-پذیري مشتق

0جزئـی در نقطه  (0,0)x   1نسبت بـه مؤلفهx 

  نیست.

  

 فـرض کنیـد نگاشـت فـازي : 3-5مثال 

صورت زیر تعریف شده ، بهبـراي هـر 

  است:  

 

و نقطه  هر براي آنگاه

 (g) -صورت زیر مشتق جهتی به

  :باشدمی

  

  

پذیر جهتی در مشتق-f ،(g)بنابراین نگاشت فازي

0نقطه  (0,0)x   و در هر جهت
1d باشد به می

)0طوري که  , .)gf x یک عملگر  روي ،(g) -

است. اما با این  1dپیوسته خطی فازي نسبت به 

0وجود، براي نقطه  (0,0)x   و بردار یکه
1 (1,0)e  

  داریم:
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)] ،fلذا نگاشت فازي ) ]g p-پذیر در نقطه مشتق

0 (0,0)x  نسبت به مؤلفه
1x .است 

  

یک نگاشـت  فـرض کنـید : 4-5مثال 

آن به صورت هاي برش- rفـازي باشـد که مجموعه 

  زیر تعریف شده باشد:

 
بــراي هــر  0,1r  و نقـطـه 

 داده شــده، اگــر
1 2 3 0x x x   :باشد، داریم  

 

 

)،fبنابرایـن نگاشـت فـازي )gHL-ر ذیپتقمش

است، اما با این  طـه ی در نقجـزئ

)وجود )gHL-مشـتق جهتیf  در 

   وجود ندارد.

و  نظر گرفتن جهت حال با در

براي  0,1r :داریم 

 
 

  از ایـن رو حد فوق موجود نیست.

)،fنتـیجه نگاشـت فـازيدر  )gHL- مشـتق

جهـت و در   جهتـی در نـقطـه

  باشد. نمی 

  

  گیرينتیجه

هاي چند پذیري کلی براي نگاشتمفهوم مشتق

تفاضل جدید که در -(g)بعدي فازي با استفاده از 

گسترش  [6] توسط بده و استفاینی 2013سال 

پذیري جهتی و مشتق-(g)دادیم و سپس مفهوم 

هاي چند بعدي فازي تعریف و جزئی براي نگاشت

ها را بحث کردیم. نهایتاً ارتباط بین نآارتباط بین 

(g)-پذیري کلی و مشتق(g)-پذیري جهتی و مشتق

 جزئی با ارائه چند مثال کاربردي بحث کردیم.
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