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  گر ضعیف فرد  هاي جدید براي عدد احاطه کران 
  ها روي درخت

  
  

  3رادنادر جعفري، 2قلطوستی مسید نصیب االله د، 1*هادي رهبانی 

  
  ران یتهران، ا ،قیقات راهبرديحتملی و ی دفاع الاه عگژوهشو پ ، دانشگاهعلوم و فناوري دفاعیگروه    )2و1(

  ، ایران تهران، شاهدگروه ریاضی دانشگاه    ) 3(
  
  

  03/1400/ 09تاریخ پذیرش مقاله:    1399/ 25/06تاریخ ارسال مقاله: 
  چکیده: 

طوري که مجموعه  بهباشد  از رئوس می  Bایی مانند  گر ضعیف فرد در یک گراف زیر مجموعهیک مجموعه احاطه
اندازه بین    باشد. بیشترین  Cفرد همسایه در  داراي تعدادي    Bوجود داشته باشد که هر رأس  از رئوس    Cمتمایز  
گر ضعیف  هایی که احاطهو کمترین اندازه در بین مجموعه  (ܩ)݇را با    ܩدر گراف    گر ضعیف فرداحاطههاي  مجموعه

با  فرد نیستند   انگیزه  دهند.نشان می  (ܩ)ᇱ݇را  فرد   گراحاطه  هايو بررسی مجموعهمطالعه    هاي اصلیاز  ضعیف 
تسهیم    پروتکل  با یک  متناظر  ݊از مرتبه    ܩگراف   باشد.ها میبر گرافراز کوانتومی مبتنی  تسهیم    طراحی پروتکل 

(ܩ)ொ݇با آستانه    زرا = max {݇(ܩ),݊ − ݇ᇱ(ܩ)}  دازه ان  باشد. در این مقاله ما یک کران پایین براي بیشترین می
ها دهیم و یک حدس ارایه شده در این خصوص را در درختها ارایه میگر ضعیف فرد در درختاحاطه یک مجموعه

اساس ها بردر درختگر ضعیف فرد احاطه اندازه یک مجموعهبیشترین کنیم. همچنین یک کران بالا براي اثبات می
  دهیم. ي موجود قبلی را بهبود میهاکنیم و برخی از کرانها ارایه میمرتبه و تعداد برگ 

  
 گر ضعیف فرد، تسهیم راز کوانتومی، گراف، درخت.مجموعه احاطه ي کلیدي:واژه
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  مقدمهبخش اول: 
ܩگراف   = است    ((ܩ)ܧ,(ܩ)ܸ)   از   عبارت 

متناهی از   (ܩ)ܧ خانواده  و  (ܩ)ܸ   مجموعه 
هر که    (ܩ)ܸهاي نامرتب از اعضاي متمایز در  دوتایی
عضو  یک    (ܩ)ܸعضو   هر  و  یال    E(G)رأس  یک 

,ݑ} لبراي آسانی در نوشتار یاشود. نامیده می {ݒ ∈
ݒݑ را به صورت (ܩ)ܧ  ∈ مشخص کرده و   (ܩ)ܧ 

݁اگر   = ݒݑ ∈ با هم    ݒو    ݑگوییم  میگاه  آن   (ܩ)ܧ 
مرتبه گراف تعداد رئوس آن و اندازه  مجاور هستند.  

تعداد یال د. درجه  نباش هاي آن گراف مییک گراف 
است که    Gهاي گراف  عداد یالت  Gگراف  در    ݒرأس  
آن  ݒ با  بر  و  است  واقع  داده   (ݒ)݃݁݀ها  نشان 

یک گراف را به در  شترین و کمترین درجه  یشود. بمی
با   می  (ܩ)δو    (ܩ)߂ترتیب  مجموعه  نشان  دهند. 

نامیم  می  ݒ  را همسایگی باز  ݒ  همه رئوس مجاور رأس
با   می  (ݒ)ܰو  ونشان  [ݒ]ܰمجموعه    دهیم  =

(ݒ)ܰ ∪ براي   .گوییم  ݒرا همسایه بسته رأس    {ݒ}
[ܦ]ܱ݀݀مجموعه    ܦمجموعه   = ݑ} ∈

:(ܩ)ܸ [ݑ]ܰ| ∩ |ܦ = مجموعه    {2 ݀݉,1 را 
[ܦ]݊݁ݒܧمجموعه    و  ܦهاي بسته فرد  همسایه  =

ݑ} ∈ :(ܩ)ܸ [ݑ]ܰ| ∩ |ܦ = را    {2 ݀݉,0
همسایه زوج  مجموعه  بسته  گراف .  گوییم  ܦهاي 

شود گرافی است با  نشان داده می  ܩ̅که با    ܩمتمم  
رئوس   دو    (ܩ)ܸمجموعه  آن  در   ݒو    ݑرأس  که 

ݒݑاگر وتنها اگر   مجاورند ∉ یک برگ رأسی  .  (ܩ)ܧ
و رأسی که در همسایگی یک برگ    از درجه یک است

برگ مجموعه  گویند.  پشتیبان  رأس  را  هاي باشد 
و مجموعه رئوس پشتیبان آن را   (ܩ)ܮرا با  ܩگراف  

نماد   همبند  ܩگراف    .دهندنمایش می (ܩ)ܵبا  را 
متمایز   رأس  دو  هر  بین  هرگاه  مسیري  گویند،  آن 

وجود داشته باشد. هر گراف همبند فاقد دور درخت  
دار درختی است که شود. یک درخت ریشهنامیده می

 ܶاگر  یک رأس آن از بقیه رئوس متمایز شده باشد.  
دار  گاه زیردرخت ریشهدار باشد، آنیک درخت ریشه

ݑدهیم. اگر  نمایش می  ௩ܶرا با نماد    ݒدر رأس   ∈
ܰ ೡ்(ݒ)   است.  ݑپدر  ݒو   ݒفرزند   ݑباشد، گوییم  
گر یکی از موضوعات جذاب براي  هاي احاطهمجموعه

می  ترکیبیات  و  گراف  حوزه  در  یک    باشد.محققین 
راس  Sمجموعه   گراف  ها  از  مجموعه    Gدر  یک  را 

هرگاه  احاطه گویند  N(S) گر  ∪ ܵ = .  [1] (ܩ)ܸ
احاطه کلی  مجموعه  تعمیم  از  حالت خاصی  فرد  گر 

نام  احاطه  مجموعه به  است.  احاطه-[ߩ,ߪ]گر  گر 
ߩ,ߪفرض کنید   ⊆ ℕ،    ܩدر گراف    ܥمجموعه =

گویند، احاطه-[ߩ,ߪ]مجموعه  یک  را    (ܧ,ܸ) گر 
ݒبه ازاي هر  هرگاه   ∈ (ݒ)ܰ|،  ܥ ∩ |ܥ ∈ و به   ߪ

هر   ݒازاي  ∈ (ݒ)ܰ|،  ܥ\ܸ ∩ |ܥ ∈   . [2]  ߩ
مجموعه  احاطه-[ܦܦܱ,ܰܧܸܧ]مجموعه   را  گر 

ܰܧܸܧکه در آن   گر فرد گوینداحاطه = {2݊ ∶ ݊ ∈
ℕ}    ܦܦܱو = ℕ\احاطهܰܧܸܧ مجموعه  گر  . 

مجموعه از  فرد حالتی ضعیف  احاطهضعیف  گر هاي 
می میضعیف  تعریف  زیر  صورت  به  که  شود.  باشد 
ܤمجموعه   ⊆ احاطه  ܸ مجموعه  یک  ضعیف  را  گر 

ܥفرد گویند، هرگاه مجموعه   ⊆ وجود داشته    ܤ\ܸ
ܤطوري که  باشد به ⊆ ܤاز  .  [ܥ]ܱ݀݀ ∩ ܥ = ∅ 

ܤشود که  نتیجه گرفته می ⊆ اگر و فقط    [ܥ]ܱ݀݀
ܤاگر   ⊆ (ܥ)ܱ݀݀ = ݑ} ∈ ܸ ∶ (ݑ)ܰ| ∩

|ܥ = 1, احاطهمجموعه.  {2 ݀݉ که  گر هایی 
.  اي هستندضعیف فرد نیستند، داراي کاربردهاي ویژه

گر ضعیف فرد نیستند  هایی که احاطهمجموعه  [3]  در
گراف این  از  مهمی  خاصیت  و  است  ها بررسی شده 

  بیان شده است. 
  

ܩفرض کنید  : [3]  1لم  = یک گراف باشد.  (ܧ,ܸ)
ܤمجموعه   ⊆ گر ضعیف فرد نیست، اگر و  احاطه  ܸ

مجموعه   اگر  ܦفقط  ⊆ به    ܤ باشد  داشته  وجود 
  طوري که

|ܦ| . ١ =  . 2 ݀݉,1
(ܦ)ܱ݀݀ . ٢ ⊆   . ܤ
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می راحتی  که  به  دید    یک زیرمجموعه  هر  توان 
گر گر فرد ضعیف یک مجموعه احاطهمجموعه احاطه
می فرد  همچنین  ضعیف  مجموعه  هر  باشد.    یک ابر 

احاطه که  مجموعه  مجموعه  نباشد،  فرد  ضعیف  گر 
بزرگترین   بنابراین  نیست.  فرد  ضعیف  گر  احاطه 

احاطه کوچکترین مجموعه  و  فرد  ضعیف  گر 
احاطهمجموعه که  داي  نباشند  فرد  ضعیف  راي  اگر 
اندازه بزرگترین مجموعه  ܩاست. براي گراف   اهمیت
با  احاطه را  آن  در  فرد  ضعیف  اندازه    (ܩ)݇گر  و 

گر ضعیف فرد نباشد  اي که احاطهکوچکترین مجموعه
با   می  (ܩ)′݇را  پارامترهاي  نشان  و   (ܩ)݇دهند. 
نقش مهمی در تسهیم راز کوانتومی مبتنی    (ܩ)′݇

بعدي   بخش  در  که  دارند  گراف  اشاره بر  آن  به 
  کنیم. می

بخش دوم به  در ساختار این مقاله به شرح زیر است. 
گر ضعیف فرد در تسهیم راز  مجموعه احاطهاهمیت  

نتایج  کوانتومی می از  برخی  بخش سوم  در  پردازیم. 
می بیان  را  قبلی  شده  چهارم  ارایه  بخش  در  کنیم. 

نتایج اصلی مقاله را به صورت زیر ارایه خواهیم داد:  
بیشترینابتدا   براي  پایین  کران  یک    یک  اندازه 

درختاحاطه  مجموعه در  فرد  ضعیف  ارایه گر    ها 
 بیشتریندهیم و یک حدس ارایه شده در خصوص  می

درختاحاطههاي  مجموعه در  را  فرد  ضعیف  ها  گر 
براي    سپس کنیم.  اثبات می بالا    بیشترین یک کران 

ها در درختگر ضعیف فرد احاطه اندازه یک مجموعه
کنیم و برخی  ها ارایه میبر اساس مرتبه و تعداد برگ

  دهیم. لی را بهبود میهاي موجود قباز کران
  

دوم:   مجموعه  بخش  و  کوانتومی  راز  تسهیم 
  گر ضعیف فرد احاطه

مطالعه   اصلی  احاطهمجموعهانگیزه  ضعیف هاي    گر 
پروتکلبه  فرد   در  آنها  راز نقش حیاتی  تسهیم  هاي 

گراف    کوانتومی بر  میمبتنی  راز    .گرددبر  تسهیم 
است عبارت  گذاشتن  کوانتومی  اشتراك  به  یک    از 

کوانتومی به  حالت  نفر،  چند  تنها بین  که    طوري 

سه  .  [4]  دقادر به بازیابی راز باشن  مجازهاي  مجموعه
ارائه شده است.   [5]بندي مهم از تسهیم راز در دسته

نوعلاو راز کلاسیکی می  ،ین  آن  تسهیم  باشد که در 
کانال امنی بین توزیع کننده و سهامداران وجود دارد  

با   می  CCو  داده  این  نشان  نوع  دومین  شود. 
آن  تبندي  دسته در  که  است  کلاسیکی  راز  سهیم 

و سهامداران   کننده  توزیع  بین  سمع  استراق  امکان 
هاي کوانتومی براي جلوگیري از  وجود دارد و از کانال

شود و این نوع تسهیم راز را  این موضوع استفاده می
می  CQبا   راز  نشان  تسهیم  سوم  دسته  دهند. 

روي   سهامداران  و  کننده  توزیع  بین  کوانتومی 
با  ال کان که  است  کوانتومی  داده    QQهاي  نشان 
  شود.  می

راز  راز کوانتومی شامل رمز گذاري یک  تسهیم    یک 
کوانتومی   حالت  یک  در    و بخشی    n–کوانتومی 

از راز  فرستادن   به  است    نفر  n  یک از  به هرقسمتی 
قادر به بازیابی راز   هاي مجازطوري که فقط مجموعه

هاي  اي از پروتکلاده ویژهد. مارخام و ساندرز خانونباش
را معرفی کردند که حالت راز کوانتومی  هاي تسهیم 

شوند  بخشی که بین بازیکنان تقسیم می  n–کوانتومی  
می  داده  نمایش  گرافی  صورت  چنین  به    شوند، 

.  [5]  نامندمی  هاي گرافیهاي کوانتومی را حالتحالت
حالت راز  هرچند  تسهیم  گرافی  مزیتی   CCهاي 

هاي کلاسیکی ندارد، با این وجود  نسبت به بقیه طرح
رازهاي  آن تسهیم  براي  مفید    CQو    QQها  بسیار 

هایی در گراف  در ادامه کیوبیت  ܣمجموعه  هستند.  
آنمی  ܩ توسط  را  راز  فروشنده،  که  ها باشند 

  کند.رمزگذاري می
را تسهیم  پروتکل  خصوصی -݇را    (ܣ,ܩ)ز  یک 

مجموعه   گویند، همه  از  داراي  هاي  هرگاه   ݇کمتر 
نباشند.  با راز  قادر به کسب اطلاعات در مورد  زیکن 

قابل دستیابی  -݇را    (ܣ,ܩ)یک پروتکل تسهیم راز  
بازیکن بتوانند راز را بازیابی  ݇ گویند، هرگاه حداقل
پروتکل   یک  ݊با    (ܣ,ܩ)کنند.  = یک    |(ܩ)ܸ|

راز  -(݊,݇)پروتکل   شودتسهیم  می  هرگاه  نامیده   ،
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قابل دستیابی باشد.  -݇خصوصی و هم  -݇پروتکل هم  
می صورت  این  آستانه  پروتکل  ،  گوینددر     ݇داراي 

  باشد.می
ضعیف    گراحاطه  هايدر ادامه پیشینه ارتباط مجموعه

  [6]در    کنیم.فرد و تسهیم راز کوانتومی را بیان می
  اي از بازیکنان مجموعه  براي اینکه  زیر  شرایط گرافی

   ، ارائه شده است.راز را بازیابی کنند بتوانند
  

روي   CC: پروتکل تسهیم راز کلاسیکی  [6]  2  قضیه
قابل بازیابی است، هرگاه   ܵتوسط مجموعه    ܩ  گراف

ܦمجموعه   ⊆   طوري که  وجود داشته باشد به ܵ
 ܦ ∪ (ܦ)ܱ݀݀ ⊆ ܵ. 
 |ܦ ∩ |ܣ =   .2 ݀݉,1
  

روي    CC: پروتکل تسهیم راز کلاسیکی[6]  3  قضیه
قابل بازیابی نیست، هرگاه    ܵتوسط مجموعه   ܩگراف  

ܭمجموعه   ⊆   طوري که  وجود داشته باشد به ܵ\ܸ
(ܭ)ܱ݀݀ ∩ ܵ = ܣ ∩ ܵ.  

  
مجموعه  [5]در   که  است  شده  داده  از  نشان  اي 

به میبازیکنان  کامل  کوانتومی  طور  راز  یک  توانند 
فقط   اگر و  را بازیابی کنند   ܩ  با گراف  توصیف شده

بازیابی   Gഥو   ܩراز کلاسیکی را در هر دو پروتکل    اگر
شود  نتیجه می  3و    2و قضایاي    1لم  کنند. بنابراین از  

گر ضعیف فرد  که احاطه  یک مجموعه از بازیکنان  که
توانند راز کلاسیکی را بازیابی کنند و یک  می  نباشند

گر ضعیف فرد باشند،  که احاطه  مجموعه از بازیکنان
بازیابی  نمی را  راز  نتیجه  توانند  بنابراین  کنند. 
بامی مجموعه  هر  که  از  گیریم  ொ(G)݇  بیشتر  =

max(k(G), k(̅ܩ))    کوانتومی  تمیبازیکن راز  واند 
شده گراف    توصیف  آنها    ܩبا  چون  کند،  بازیابی  را 

راز   ܩ̅  و  ܩتوانند در هر دو پروتکل توصیف شده با  می
را   مجموعه    بازیابیکلاسیکی  علاوه  به  از    Bکنند. 

به دارد  وجود  که  بازیکنان  |ܤ|طوري  ≤ ݇ொ(ܩ)  
در    راز  تواندنمی لذا    ܩ̅و    ܩرا  و  کند    Bبازیابی 
تواند راز کوانتومی را کامل بازیابی کند. در نتیجه  نمی

݇(G) + آستانه بهینه است به این معنی که هر   1
- می  (ܩ)ொ݇اي از بازیکنان با تعداد بیش از مجموعه

  را بازیابی کنند.  ܩتوانند راز کوانتومی توصیف شده با  
  

  ، ݊از مرتبه   ܩ: براي هر گراف [3] 4قضیه 
݇ொ(G) = max൫k(G),݊ − k′(ܩ)൯.  

  
  هاي ارایه شده قبل  کرانبخش سوم: 

قبل   بخش  به  توجه  پارامترهاي  با  و   (ܩ)݇تعیین 
از اهمیت بسیار بالایی برخوردار    ܩبراي گراف    (ܩ)′݇

و   ܩگراف    نشان داده شده است براي  [3]  است. در
مساله  ݇عدد   ≤گیري  تصمیم،  ݇  ݇ொ(ܩ)   به یا 

(ܩ)݇عبارتی   ≥ (ܩ)ᇱ݇یا    ݇ ≤ ݊ − یک مسأله    ݇
این  . بنابراین با توجه به کاربردهاي  کامل است  -ܲܰ

ارائه کران براي این    دو پارامتر در تسهیم راز کوانتومی
ویژه اهمیت  داراي  پارامتر  در  دو  است.    [3]اي 

براي کران و  بر  (ܩ)݇   هایی  درجه  ماکزیمم  اساس 
  مرتبه گراف به صورت زیر ارائه شده است.

  
  ،nاز مرتبه  ܩبراي هر گراف : [3] 5لم 

Δ ≤ (ܩ)݇ ≤ 
ାଵ

.   
 

براي    [7]در   احتمالاتی  پایین  کران  به   (ܩ)݇یک 
  صورت زیر ارائه شده است. 

  
گراف  [7]  6قضیه   هر  براي  درجه    ܩ:  مینیمم    و 
δ > 0 ،  

(ܩ)݇ ≥ ቀଵ
ଶ
− ଵା୪୭(ଶఋ)

ସఋ
ቁ ݊,  

  
علاوه δاگر   به  ≥ آنگاه1 (ܩ)݇  ،  ≥ 

ସ
  براي  و    

δ ≥ (ܩ)݇ ،2 ≥ ଼
ଶ

 .  
حدس زده شده که براي هر گراف   [7]همچنین در  

مرتبه    ܩ (ܩ)݇،  ݊از  ≥ ቒ
ଶ
ቓ این ما  مقاله  این  در   .

  کنیم. را براي درختان اثبات می حدس
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گراف  :  [7]  7حدس   هر  مرتبه    ܩبراي  ، ݊از 
(ܩ)݇ ≥ ቒ

ଶ
ቓ.  
  

  هاي جدید  بخش چهارم: کران
بخش   این  ارایه  ابتدا  در  پایین  به  کران  براي  یک 

درخت  (ܩ)݇ میدر  حدس  ها  و  در    7پردازیم  را 
اثبات میدرخت براي  ها  بالا  کنیم. سپس یک کران 
درخت  (ܩ)݇ می در  ارایه  لم  ها  و  براي    5دهیم  را 
  دهیم. ها بهبود میدرخت

 
݊درختی از مرتبه   ܶ اگر  :  8  قضیه ≥   گاهباشد، آن  3

݇(ܶ) ≥ 
ଶ

  و این کران شارپ است.   
مرتبه  :  برهان روي  استقرا  از  قضیه  اثبات   ݊براي 

می عمل  اگر  درخت  ݊کنیم.  = آن  3   گاه باشد، 
ܶ = ଷܲ نتیجه  و (ܶ)݇.  در  = 2 > 

ଶ
بنابراین     

برقرار است.   آزمونمرحله   حال فرض کنید    استقراء 
درخت   هر  مرتبه    ′ܶبراي  ′݊از  < برقرار  ݊ حکم 

از مرتبه  ܶ دهیم که حکم براي درخت  باشد، نشان می
݊اگر باشد.  نیز درست می݊ ≥ (ܶ)݉ܽ݅݀و   4 = 2 

آن ܶگاه  باشد،  = در  ଵ,ܭ صورت  .  (ܶ)݇این  =
݊ − 1 > 

ଶ
  .  

(ܶ)݉ܽ݅݀  فرض کنید که = ݊  اگرباشد.    3 = 4  ،
ܶگاه  آن = ସܲ   ݇و(ܶ) = 2 = 

ଶ
  . حال فرض کنید  

݊ ≥ با مرکز    یک ستاره دوگانه  ܶ، در این صورت  5
دهید  می  ݒو     ݑ قرار  ܤباشد.  = ܥو    (ܶ)ܮ =

,ݑ} ܤ. در این صورت به وضوح  {ݒ ⊆ و    (ܥ)ܱ݀݀
احاطه  ܤلذا   مجموعه  فرد  یک  ضعیف  است.  گر 

(ܶ)݇بنابراین   ≥ ݊ − 2 > 
ଶ

.  
(ܶ)݉ܽ݅݀حال فرض کنید   ≥ را در   ܶ. درخت  4

قطري   ݔرأس   مسیر  ଵݔݔ  از  … دار    ௗݔ ریشه 
دراي کمترین درجه بین    ௗିଵݔبه طوري که    کنیم می

فاصله   با  رئوس  ݀همه  − رأس    1 باشد.    ݔاز 
  گیریم: هاي زیر را در نظر میحالت

  
(ௗିଵݔ)deg  )1حالت  = 2.  

که   کنید  فرض  (ௗିଶݔ)degابتدا  = قرار  2  .
ᇱܶدهیم  می = ܶ − ௫ܶషమ  .  صورت این  ᇱ݊در  =

݊ − گر ضعیف  یک مجموعه احاطه  ′ܤفرض کنید  .  3
درخت   براي  و    ᇱܶفرد  ′ܤباشد  ⊆ اگر (′ܥ)ܱ݀݀  .

ௗିଷݔ ∉     :، قرار دهید′ܥ
ܤ = ᇱܤ ∪ ,ௗିଶݔ} {ௗݔ ܥ و  = ᇱܥ ∪   .{ௗିଵݔ}

  
  دهید: در غیر این صورت قرار 

ܤ = ᇱܤ ∪ ,ௗିଶݔ} {ௗିଵݔ و   ܥ = ᇱܥ ∪   .{ௗݔ}
  

می آسانی  به  حالت  دو  هر  که  در  دید  ܤتوان  ⊆
گر ضعیف فرد یک مجموعه احاطه  ܤو لذا    (ܥ)ܱ݀݀

درخت   استقراء  بنابراینباشد.  می  ܶبراي  فرض    از 
  گیریم کهنتیجه می

݇(ܶ) ≥ ݇(ܶᇱ) + 2 ≥ ᇲ

ଶ
+ 2 = ିଷ

ଶ
+ 2  

= ାଵ
ଶ

> 
ଶ

 .  
  

که  بنابراین می کرد  فرض  (ௗିଶݔ)degتوان  ≥ 3  .
ᇱܶقرار دهید   = ܶ − ܶషభ  در این صورت .݊ᇱ =
݊ − گر ضعیف  یک مجموعه احاطه  ′ܤ. فرض کنید  2

درخت   براي  و    ᇱܶفرد  ′ܤباشد  ⊆ اگر .  (′ܥ)ܱ݀݀
ௗିଶݔ ∉   ، قرار دهید:  ′ܥ

ܤ = ᇱܤ ∪ {ௗିଵݔ} ܥ و  = ᇱܥ ∪   .{ௗݔ}
  

  دهید: در غیر این صورت قرار 
ܤ = ᇱܤ ∪ {ௗݔ} و   ܥ = ᇱܥ ∪   .{ௗିଵݔ}

  
ܤبوضوح   در هر دوحالت ⊆ یک    ܤو لذا    (ܥ)ܱ݀݀

احاطه درخت  مجموعه  براي  فرد  ضعیف   ܶگر 
  شود کهلذا از فرض استقراء نتیجه میباشد. می

݇(ܶ) ≥ ݇(ܶᇱ) + 1 ≥ ᇲ

ଶ
+ 1 = ିଶ

ଶ
+ 1  

= 
ଶ

 .  
  

(ௗିଵݔ)deg  )2حالت  = 3.    
   ௗݔغیر از    ௗିଵݔرأس    با  برگ مجاور  ݓفرض کنید  
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که   کنید  فرض  ابتدا  (ௗିଶݔ)degباشد.  = قرار 2  .
ᇱܶدهید = ܶ − ௫ܶషమ݊صورتاینر. دᇱ = ݊ − 4  .

کنید   احاطه  ′ܤفرض  مجموعه  فرد  یک  ضعیف  گر 
′ܤباشد و   ᇱܶبراي درخت   ⊆   قرار دهید:  (′ܥ)ܱ݀݀

ܤ = ᇱܤ ∪ ௗݔ} {ݓ, و   ܥ = ᇱܥ ∪   .{ௗିଵݔ}
  

ܤدر این صورت   ⊆ یک مجموعه   ܤذا  و ل (ܥ)ܱ݀݀
بنابراین  باشد.  می ܶگر ضعیف فرد براي درخت  احاطه

  شود که از فرض استقراء نتیجه می
݇(ܶ) ≥ ݇(ܶᇱ) + 2 ≥ ᇲ

ଶ
+ 2 = ିସ

ଶ
+ 2  

= 
ଶ

 .  
  

که   کنید  فرض  (ௗିଶݔ)degحال  ≥ این  .  3 در 
انتخاب   به  توجه  با  فرزند  ௗିଵݔصورت  هیچ   ،

رأس   از  پشتیبان ضعیف  نمی  ௗିଶݔپشتیبانی  تواند 
فرزند پشتیبان   ௗିଶݔابتدا فرض کنید    باشد. داراي 
دهید    ݑقوي   قرار  باشد.  مجاور  برگ  حداقل سه  با 

ܶᇱ = ܶ − ௨ܶ  در این صورت .݊ᇱ = ݊ − ݈௨ − 1 .
کنید   احاطه  ′ܤفرض  مجموعه  فرد  یک  ضعیف  گر 
′ܤباشد و   ᇱܶبراي درخت  ⊆   قرار دهید:    .(′ܥ)ܱ݀݀

ܤ = ᇱܤ) ∪ ((ݑ)ܮ − ܥو{ௗିଶݔ} = ᇱܥ ∪  .{ݑ}
  

ܤدر این صورت  ⊆ یک مجموعه    ܤو لذا   (ܥ)ܱ݀݀
باشد. بنابراین  می  ܶگر ضعیف فرد براي درخت  احاطه

  شود که از فرض استقراء نتیجه می
݇(ܶ) ≥ ݇(ܶᇱ) + ݈௨ − 1 ≥ ᇲ

ଶ
+ ݈௨ − 1  

= ିೠିଵ
ଶ

+ ݈௨ − 1  
= ାೠିଷ

ଶ
≥ 

ଶ
 .  

  
از   فرزند پشتیبان  دراي    ௗିଶݔحال فرض کنید هر 

باشد.   مجاور  برگ  دو  دهید  دقیقا  ᇱܶقرار  = ܶ −

௫ܶషమ  .  گر ضعیف یک مجموعه احاطه  ′ܤفرض کنید
درخت   براي  و    ᇱܶفرد  ′ܤباشد  ⊆ . (′ܥ)ܱ݀݀

 ௗିଶݔهاي مجاور تعداد برگ  ଵݎفرض کنید همچنین 
  تعداد فرزندان پشتیبان قوي آن باشد.  ଶݎو 

فرزند پشتیبان قوي از رأس   ௗିଵݔبا توجه به اینکه  
ଶݎباشد، پس  می  ௗିଶݔ ≥  ௗିଶݔ. ابتدا فرض کنید  1

به یا  باشد  قوي  ଵݎعبارتی  پشتیبان  ≥ این  2 در   .
ଵݎصورت   + ଶݎ ≥ 3  ،݊ᇱ = ݊ − ଶݎ3 − ଵݎ − 1 ،

หܵ൫ ௫ܶషమ൯ห = ଶݎ + ൫ܮห  و  1 ௫ܶషమ൯ห = ଶݎ2 +  . ଵݎ
  ر دهید:قرا

ܤ = ᇱܤ) ∪ )ܮ ௫ܶషమ)) − {ௗିଷݔ} و     ܥ = ᇱܥ ∪
ܵ( ௫ܶషమ).  

  
ܤدر این صورت  ⊆ یک مجموعه    ܤو لذا   (ܥ)ܱ݀݀

باشد. بنابراین  می  ܶگر ضعیف فرد براي درخت  احاطه
  شود که از فرض استقراء نتیجه می

݇(ܶ) ≥ ݇(ܶᇱ) + ଶݎ2 + ଵݎ − 1  
≥ ᇲ

ଶ
+ ଶݎ2 + ଵݎ − 1   

= ିଷమିభିଵ
ଶ

+ ଶݎ2 + ଵݎ − 1  

= ାమାభିଷ
ଶ

 ≥ 
ଶ

.  
  

ଵݎحال فرض کنید   =  ௗିଶݔبرگ مجاور رأس    ݖو   1
صورت  باشد.   این  ଵݎدر  + ଶݎ ≥ 2  ،݊ᇱ = ݊ −

ଶݎ3 − 2  ،หܵ൫ ௫ܶషమ൯ห = ଶݎ + و    1
หܮ൫ ௫ܶషమ൯ห = ଶݎ2 + اگر  1 ௗିଷݔ.  ∉ قرار ′ܤ  ،

  دهید:
ܤ = ᇱܤ ∪ )ܮ ௫ܶషమ) و   ܥ = ᇱܥ ∪ ܵ( ௫ܶషమ).  

  
ௗିଷݔحال فرض کنید   ∈ عددي   ଶݎو همچنین    ′ܤ

  زوج باشد. در این صورت قرار دهید:
ܤ = ᇱܤ ∪ ൫ܮ) ௫ܶషమ൯ − ∪({ݖ} {ௗିଶݔ} و   
ܥ = ᇱܥ ∪ (ܵ൫ ௫ܶషమ൯ − ({ௗିଶݔ} ∪   {ݖ}

  
ௗିଷݔو در صورتی که   ∈ عددي فرد باشد    ଶݎو    ′ܤ

  قرار دهید: 
ܤ  = ᇱܤ ∪ ൫ܮ) ௫ܶషమ൯ − ∪({ݖ} {ௗିଶݔ} و   
ܥ = ᇱܥ ∪ (ܵ൫ ௫ܶషమ൯ −   ({ௗିଶݔ}

ܤ  هر حالتدر   ⊆ یک مجموعه    ܤو لذا    (ܥ)ܱ݀݀
باشد. بنابراین  می  ܶ گر ضعیف فرد براي درخت  احاطه

  شود که از فرض استقراء نتیجه می
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݇(ܶ) ≥ ݇(ܶᇱ) + ଶݎ2 + 1 ≥ ᇲ

ଶ
+ ଶݎ2 + 1  

= ିଷమିଶ
ଶ

+ ଶݎ2 + 1 = ାమ
ଶ

 ≥ 
ଶ

.  
  

پشتیبان نباشد یا به عبارتی   ௗିଶݔحال فرض کنید  
ଵݎ = صورت.  0 این  ᇱ݊  در  = ݊ − ଶݎ3 − 1،  

หܵ൫ ௫ܶషమ൯ห = ൫ܮหو    ଶݎ ௫ܶషమ൯ห = قرار .  ଶݎ2
  : دهید

ܤ = ᇱܤ ∪ ൫ܮ ௫ܶషమ൯ ܥ و  = ᇱܥ ∪ ܵ൫ ௫ܶషమ൯ 
  

ܤبوضوح   ⊆ لذا    (ܥ)ܱ݀݀ مجموعه    ܤو  یک 
باشد. بنابراین  می ܶگر ضعیف فرد براي درخت  احاطه

  شود که از فرض استقراء نتیجه می
݇(ܶ) ≥ ݇(ܶᇱ) + ଶݎ2 ≥

ᇲ

ଶ
+   ଶݎ2

= ିଷమିଵ
ଶ

+ ଶݎ2 = ାమିଵ
ଶ

 ≥ 
ଶ

.  
  

(ௗିଵݔ)deg  )3حالت  ≥ 4.  
که   کنید  فرض  (ௗିଶݔ)degابتدا  = قرار  2  .

ᇱܶدهیم  می = ܶ − ௫ܶషమ  . کنید فرض 
deg(ݔௗିଵ) = ᇱ݊صورت  در این.  ݇ = ݊ − ݇ − 1 .

کنید   احاطه  ′ܤفرض  مجموعه  فرد  یک  ضعیف  گر 
′ܤباشد و    ᇱܶبراي درخت   ⊆   قرار دهید:  .  (′ܥ)ܱ݀݀

ܤ = ᇱܤ ∪ ܥو  (ௗିଵݔ)ܮ = ᇱܥ ∪   . {ௗିଵݔ}
آسانی می که  به  دید  ܤتوان  ⊆ لذا    (ܥ)ܱ݀݀  ܤو 

احاطه مجموعه  درخت  یک  براي  فرد  ضعیف   ܶگر 
  گیریم که باشد. بنابراین از فرض استقراء نتیجه میمی

݇(ܶ) ≥ ݇(ܶᇱ) + ݇ − 1 ≥ ᇲ

ଶ
+ ݇ − 1  

= ିିଵ
ଶ

+ ݇ − 1 = ାିଷ
ଶ

> 
ଶ

 .  
  

می فرض  (ௗିଶݔ)degکه    کنیمحال  ≥ قرار  3  .
ᇱܶدهید = ܶ − ௫ܶషభ.  ݊صورت  ایندرᇱ = ݊ − ݇ .

کنید   احاطه  ′ܤفرض  مجموعه  فرد  یک  ضعیف  گر 
′ܤباشد و    ᇱܶبراي درخت   ⊆ قرار  حال  .  (′ܥ)ܱ݀݀

  دهید: 

ܤ = ᇱܤ) ∪ ((ௗିଵݔ)ܮ − {ௗିଶݔ} ܥ  و   = ᇱܥ ∪
 . {ௗିଵݔ}

  
ܤبوضوح   ⊆ لذا    (ܥ)ܱ݀݀ مجموعه    ܤو  یک 

باشد. لذا از  می ܶخت  گر ضعیف فرد براي دراحاطه
  شود که فرض استقراء نتیجه می

݇(ܶ) ≥ ݇(ܶᇱ) + ݇ − 2 ≥ ᇲ

ଶ
+ ݇ − 2  

= ି
ଶ

+ ݇ − 2 = ାିସ
ଶ

≥ 
ଶ

 .  
  

می درست  استقراء  حکم  اثبات  بنابراین  لذا  و  باشد 
براي شارپ بودن کران یک مسیر    قضیه کامل است.

    راسی را در نظر بگیرید. 4
ما   ادامه  بالايیک  در  بر   (ܶ)݇براي    جدید  کران 

  دهیم. ارائه می درختهاي اساس مرتبه و تعداد برگ
  

݊درختی از مرتبه   ܶ اگر  :  9  قضیه ≥  گاه باشد، آن  3
݇(ܶ) ≤ ଷାିଷ

ସ
  و این کران شارپ است.  

مرتبه  :  برهان روي  استقرا  از  قضیه  اثبات   ݊براي 
می عمل  اگر  درخت  ݊کنیم.  = آن  3   گاه باشد، 

ܶ = ଷܲ  نتیجه    و (ܶ)݇در  = 2 = ଷାିଷ
ସ

.  
بنابراین مرحله آزمون استقراء برقرار است. حال فرض 

درخت   هر  براي  مرتبه    ′ܶکنید  ′݊از  < حکم    ݊
 ܶدهیم که حکم براي درخت  برقرار باشد، نشان می

مرتبه   می  ݊از  درست  اگر  نیز  ݊باشد.  ≥ و    4
݀݅ܽ݉(ܶ) = آن  2 ܶگاه  باشد،  = درଵ,ܭ این    . 

(ܶ)݇صورت  = ݊ − 1 = ଷାିଷ
ସ

  .  
(ܶ)݉ܽ݅݀  فرض کنید که = ݊  باشد. اگر  3 = 4  ،

ܶگاه  آن = ସܲ  و  ݇(ܶ) = 2 < ଷାିଷ
ସ

حال    .
کنید   ݊فرض  ≥ صورت  5 این  در  ستاره   ܶ،  یک 

مرکز    دوگانه دهید می  ݒ  و   ݑبا  قرار      باشد. 
ܤ = ܥو    (ܶ)ܮ = ,ݑ} . در این صورت به وضوح {ݒ

ܤ ⊆ لذا    (ܥ)ܱ݀݀ احاطه  ܤو  مجموعه    گر  یک 
  

(ܶ)݇ضعیف فرد است. بنابراین   ≥ ݊ − 2 < 
ଶ

.  
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(ܶ)݉ܽ݅݀حال فرض کنید   ≥ ابتدا فرض کنید    .4
باشد. فرض کنید    ݑداراي رأس پشتیبان قوي    ܶکه 
ᇱܶباشند. قرار دهید    ݑدو برگ مجاور رأس    ݕو    ݔ =

ܶ − ᇱ݊در این صورت    .ݔ = ݊ − ᇱ݈  و  1 = ݈ − 1. 
کنید   و  -(ܶ)݇یک    ܤفرض  باشد  ܤمجموعه  ⊆
ݔاگر  .  (ܥ)ܱ݀݀ ∈ ܤگاه به وضوح  باشد، آن ܤ −

{ݔ} ⊆ لذا   (ܥ)ܱ݀݀ ܤو  − مجموعه    {ݔ} یک 
درخت  احاطه براي  فرد  ضعیف  باشد. می ′ܶگر 

(′ܶ)݇بنابراین   ≥ ݇(ܶ) − 1.  
ݔحالا فرض کنید که   ∉ . در این صورت بدون از  ܤ
ݕتوان فرض کرد که  دست دادن کلیت می ∉ اگر    .ܤ

ݔ ∉ گر ضعیف براي  یک مجموعه احاطه  ܤگاه  ، آنܥ
(′ܶ)݇باشد و لذا  نیز می  ᇱܶدرخت   ≥ . حال  (ܶ)݇

ݔفرض کنید که   ∈ ݕ. اگر  ܥ ∈ ′ܤ  ، قرار دهیدܥ =
′ܥ و ܤ = ܥ −  .{ݕ}

′ܤدر غیر این صورت قرار دهید   = ′ܥو   ܤ = ܥ ∪
این صورت    .{ݕ} ′ܤدر  ⊆ لذا   (′ܥ)ܱ݀݀ هر و  در 

گر ضعیف براي درخت  یک مجموعه احاطه  ′ܤحالت  
ܶᇱ  می لذا  نیز  و  (′ܶ)݇باشد  ≥ بنابراین  (ܶ)݇  .

(′ܶ)݇  همواره ≥ ݇(ܶ) − و لذا از فرض استقراء    1
  گیریم کهنتیجه می

݇(ܶ) ≤ ݇(ܶᇱ) + 1 ≤ ଷ(ିଵ)ା(ିଵ)ିଷ
ସ

+

4 = ଷାିଷ
ସ

 .  
  

داراي    ܶکنیم که درخت  بنابراین در ادامه فرض می
  رأس پشتیبان قوي نیست.  

ଵݔݔ  از مسیر قطري   ݔرا در رأس   ܶدرخت  …  ௗݔ
(ௗିଵݔ)degصورت  ینا  درکنیم.  دار میریشه = 2 .  
  گیریم: هاي زیر را در نظر میحالت

  
(ௗିଶݔ)deg  )1حالت  ≥ 3.  

ᇱܶ  ددهیقرار   = ܶ − ௗݔ} , . در این صورت {ௗିଵݔ
݊ᇱ = ݊ − ᇱ݈و   2 = ݈ − کنید    .1 یک    ܤفرض 

و    مجموعه-(ܶ)݇ ܤباشد  ⊆ اگر   .(ܥ)ܱ݀݀
ௗିଵݔ ∈ آن ܤ وضوحباشد،  به  ௗݔ   گاه  ∉     و ܤ

ܤ − {ௗିଵݔ} ⊆ لذا   (ܥ)ܱ݀݀ ܤو  − یک    {ݔ}
احاطه درخت  مجموعه  براي  فرد  ضعیف   ′ܶگر 

(′ܶ)݇باشد. بنابراین  می ≥ ݇(ܶ) − 1  . 
که   کنید  فرض  ௗିଵݔحال  ∉ اگر  ܤ ௗିଵݔ.  ∈  ܥ

آن وضوح  باشد،  به  ௗݔگاه  ∈ اگر  ܤ ௗିଶݔ.  ∉ ،  ܤ
  گاه قرار دهید آن

ᇱܤ = ܤ − ᇱܥو   {ௗݔ} = ܥ −   .{ௗିଵݔ}
  

صورت   این  ′ܤدر  ⊆ لذا   (′ܥ)ܱ݀݀ یک    ′ܤو 
باشد نیز می  ᇱܶگر ضعیف براي درخت  مجموعه احاطه

(′ܶ)݇و لذا   ≥ ݇(ܶ) − 1.  
ௗିଶݔحال فرض کنید که   ∈ یک رأس    ௗିଶݔ. اگر  ܤ

ݑگاه به وضوح  باشد، آن  ݑپشتیبان با برگ   ∉ در   .ܤ
ݑاین صورت اگر  ∈   باشد، قرار دهید ܥ

ᇱܤ = ܤ − ᇱܥو  {ௗݔ} = ܥ − ௗିଵݔ}   ،{ݑ,
  

  و در غیر این صورت قرار دهید
ᇱܤ = ܤ − ᇱܥو  {ௗݔ} = ܥ − {ௗିଵݔ} ∪   .{ݑ}

  
′ܤبه وضوح در هر دو حالت   ⊆   ′ܤو لذا  (′ܥ)ܱ݀݀

احاطه مجموعه  درخت  یک  براي  ضعیف  نیز   ᇱܶگر 
(′ܶ)݇باشد و لذا  می ≥ ݇(ܶ) − 1.    

یک رأس پشتیبان نباشد   ௗିଶݔحال فرض کنید که  
ف داراي  پشتیبان  و  برگ    ݑرزند  اگر  ݒبا    باشد. 
ݑ ∈ ݒگاه به وضوح آن باشد، ܥ ∈   قرار دهید .ܤ

ᇱܤ = ܤ − ,ݒ} {ௗݔ ∪ ᇱܥ  و   {ݑ} = ܥ −
,ௗିଵݔ} {ݑ ∪   ،{ݒ}

  
ݑحال فرض کنید که   ∉   این صورت قرار دهید. در  ܥ

ᇱܤ = ܤ − ,ݑ} {ௗݔ ∪ ᇱܥ  و   {ݒ} = ܥ −
,ௗିଵݔ} {ݒ ∪   .{ݑ}

  
′ܤبه وضوح در هر دو حالت  ⊆  ′ܤو لذا   (′ܥ)ܱ݀݀

احاطه مجموعه  درخت  یک  براي  ضعیف  نیز   ᇱܶگر 
(′ܶ)݇باشد و لذا  می ≥ ݇(ܶ) − بنابراین همواره  .1

݇(ܶ′) ≥ ݇(ܶ) −   و لذا از فرض استقراء نتیجه    1
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  شود کهمی
݇(ܶ) ≤ ݇(ܶᇱ) + 1 ≤ ଷ(ିଶ)ା(ିଵ)ିଷ

ସ
+

1 < ଷାିଷ
ସ

 .  
 

(ௗିଶݔ)deg  )2حالت  = 2.  
(ௗିଷݔ)degابتدا فرض کنید که   ≥ قرار  2 دهید  . 
ܶᇱ = ܶ − ௫ܶషమ  در این صورت .݊ᇱ = ݊ − و  3

݈ᇱ = ݈ − کنید    .1 مجموعه  -(ܶ)݇یک    ܤفرض 
و   ܤباشد  ⊆ اگر  (ܥ)ܱ݀݀ ௗିଶݔ.  ∈ باشد،  ܤ

ܤ گاه به وضوحآن ∩ ௗݔ} , {ௗିଵݔ ≠   . قرار دهید ∅
ᇱܤ = ܤ ∩ ܸ(ܶᇱ)   و ᇱܥ = ܥ ∩ ܸ(ܶᇱ).  

  
صورت   این  ′ܤدر  ⊆ لذا    (′ܥ)ܱ݀݀ یک    ′ܤو 

باشد نیز می  ᇱܶگر ضعیف براي درخت  مجموعه احاطه
(′ܶ)݇و لذا   ≥ ݇(ܶ) − 2. 

ௗିଶݔحال فرض کنید که   ∉ به .  ܤ در این صورت 
ܤ|وضوح  ∩ ௗݔ} , |{ௗିଵݔ =   . قرار دهید .1

ᇱܤ = ܤ ∩ ܸ(ܶᇱ) − ᇱܥو{ௗିଷݔ} = ܥ ∩ ܸ(ܶᇱ) .  
  

صورت   این  ′ܤدر  ⊆ لذا    (′ܥ)ܱ݀݀ یک    ′ܤو 
باشد نیز می  ᇱܶگر ضعیف براي درخت  مجموعه احاطه

(′ܶ)݇و لذا   ≥ ݇(ܶ) − 2. 
(′ܶ)݇بنابراین همواره   ≥ ݇(ܶ) − و لذا از فرض   2

  شود کهاستقراء نتیجه می
݇(ܶ) ≤ ݇(ܶᇱ) + 2 ≤ ଷ(ିଷ)ା(ିଵ)ିଷ

ସ
+

1 < ଷାିଷ
ସ

 .  
 

که   کنید  فرض  (ௗିଷݔ)degحال  = اگر  2  .
deg(ݔௗିସ) = آن1 ܶگاه  ،  = ହܲ و  ݇(ܶ) =

3 < ଷାିଷ
ସ

(ௗିସݔ)degحال فرض کنید که    ≥ 1 .
ᇱܶقرار دهید  = ܶ − ௫ܶషమ .  

ᇱ݊در این صورت   = ݊ − ᇱ݈و   3 = فرض کنید   .݈
ܤمجموعه باشد و  -(ܶ)݇یک    ܤ ⊆ . اگر  (ܥ)ܱ݀݀

ௗିଶݔ ∈ آن ܤ وضوحباشد،  به  ܤ  گاه  ∩
ௗݔ} , {ௗିଵݔ ≠   . قرار دهید ∅

ᇱܤ = ܤ ∩ ܸ(ܶᇱ)   و ᇱܥ = ܥ ∩ ܸ(ܶᇱ). 
  

صورت   این  ′ܤدر  ⊆ لذا   (′ܥ)ܱ݀݀ یک    ′ܤو 
باشد نیز می  ᇱܶگر ضعیف براي درخت  مجموعه احاطه

(′ܶ)݇و لذا   ≥ ݇(ܶ) − 2. 
ௗିଶݔحال فرض کنید که   ∉ به ܤ . در این صورت 

ܤ|وضوح  ∩ ௗݔ} , |{ௗିଵݔ =   قرار دهید  .1
ᇱܤ = ܤ ∩ ܸ(ܶᇱ) − ᇱܥو{ௗିଷݔ} = ܥ ∩ ܸ(ܶᇱ) .  

  
صورت   این  ′ܤدر  ⊆ لذا    (′ܥ)ܱ݀݀ یک    ′ܤو 

باشد نیز می  ᇱܶگر ضعیف براي درخت  مجموعه احاطه
لذا   (′ܶ)݇و  ≥ ݇(ܶ) − همواره   .2 بنابراین 

݇(ܶ′) ≥ ݇(ܶ) − و لذا از فرض استقراء نتیجه    2
  شود کهمی

݇(ܶ) ≤ ݇(ܶᇱ) + 2 ≤ ଷ(ିଷ)ାିଷ
ସ

+ 2 <
ଷାିଷ

ସ
 .  

  
می درست  استقراء  حکم  لذا  بنابراین  و  اثبات  باشد 

براي شارپ بودن کران یک مسیر    قضیه کامل است.
     راسی را در نظر بگیرید. 3
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