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 10/07/1400تاريخ پذيرش مقاله:    01/10/1399تاريخ ارسال مقاله: 

 چکیده 

معادله   مقاله  اين  فازیدر  هیبريدی  پذيری     (HFDE)ديفرانسیل  مشتق  تحت  فازی  اويلر  روش  از  استفاده  با 

اويلر فازی   از روش  تعمیم يافته بررسي مي شود. برای اين منظور  نشان داده مي شود که جواب به دست آمده 

(FEM)    از طرفي دارد.  تعريف وجود  دامنه  در سرتاسر  اين همگرايي  و  باشد  به جواب دقیق مسئله همگرا مي 

برده مي   بکار  برای حل معادله ديفرانسیل هیبريدی فازی در حالت يک برش  روش تخصیص معرفي مي شود و 

پهنای چپ شود.   شود، سپس  اضافه مي  معادله  به  راست  بر    و  ديفرانسیل خطي  معادله  دو  به  معادله  نتیجه  در 

حسب پهناها تبديل مي شود و در انتها با يافتن پهنا ها جواب دستگاه به دست مي آيد. لذا جواب فازی دستگاه به  

دست مي آيد. در نهايت سه مجموعه جواب برای معادله ديفرانسیل فازی هیبريدی معرفي مي شود و برای نشان 

 دادن کارايي چندين مثال عددی حل مي شود. 

 

تفاضل تعمیم يافته هاکوهارا، روش اويلر فازی، مجموعه جواب   معادله ديفرانسیل هیبريدی فازی،  های کلیدی:واژه 

 (CSS).، مجموعه جواب های قابل کنترل (TSS)، مجموعه جواب های قابل قبول (USS)متحد

 
 Email: Allahviranloo@yahoo.com                                      دار مکاتبات:                                                 عهده. *

                                    

های نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 

http://jnrm.srbiau.ac.ir/
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 مقدمه  -1

معادلات   از  چشمگیری  استفاده  اخیر  های  سال  در 

علوم  منجمله  علوم  ساير  در  فازی  ديفرانسیل 

مورد  بسیار  معادلات  نوع  اين  و  شود  مي  مهندسي 

است.   گرفته  قرار  پژوهشگران  و  دانشمندان  توجه 

نامشخص  اولین مفاهیم  بیان  به  که  دانشمندی 

در دهه شصت بوده است.   ]1 [1زاده پرداخت لطفي

و  دانشمندان  توسط  سرعت  به  علم  اين  سپس 

هاکوهارا و  يافت  گسترش  دانان  به    ]2[  2رياضي 

و  پرداخت  آن  وجود  شرايط  و  فازی  تفريق  بررسي 

مشتق  نامید.   هاکوهارا  تفاضل  را  تفاضل  اين  نام 

هاکوهارا يکي از مهمترين مشتقات در مباحث فازی  

سال   در  هاکورا  توسط  که  باشد  ارائه   1967مي 

را .  ]2[شد فازی  ديفرانسیل  معادلات  کالوا  سپس 

تحت مشتق پذيری هاکوهارا بیان نمود اما مشاهده  

شد که جوابهای به دست آمده از اين معادلات دارای 

نواقصي است منجمله هر گاه زمان افزايش مي يافت  

يافت مي  افزايش  نیز  ها  جواب  در  لذا    ]3[ابهام 

  3دانشمندان در جهت اين نقص برآمدند. سپس بده 

گال  قوی    ]4[  4و  يافته  تعمیم  مشتق  تعريف  به 

نمودند.   برطرف  را  اين مشکل  و  پرداختند  هاکوهارا 

اما هنوز يک مشکل اساسي در اين تعريف به چشم  

مي خورد و آن اين بود که اين تفريق همواره وجود 

استیفاني و  بده  نهايت  در  اين   5نداشت  رفع  برای 

کردند   تعريف  را  هاکورا  يافته  تعمیم  تفريق  مشکل 

تفاضل  آنها هم مشکل وجود  تعريف  به  توجه  با  که 

خوبي   به  را  پذيری  مشتق  توانستند  هم  و  شد  حل 

از دانشمندان   ]5[  .بیان نمايند اخیرا توجه بسیاری 

علوم کامپیوتر و صنايع به معادلات ديفرانسیل فازيي  

کنترل  يک  با  تعامل  در  بتواند  که  شود  مي  جلب 

 
1 Lotfi Aliasker Zadeh   
2 Hukuhara  

3 Bede    
4 Gal   
5 Stefanini   

کننده زمان  مجزا باشند و از طرفي ابهام وارد شده  

اين  به  يابي  دست  برای  لذا  باشد  مي  اولیه  مقادير 

ذات   در  فازی  يک ضريب  ورود  با  دانشمندان  هدف 

معرفي   را  ترکیبي  فازی  ديفرانسیل  معادلات  مسئله 

علوم  پیشرفت  جهت  در  نوين  گامي  تا  نمودند 

باشد صنايع  و  کامپیوتر  علوم  مخصوصا  ،  6[مختلف 

. ساختار اصلي اين مقاله به صورت زير است:  ]8،  7

اساسي که  بنیادی و قضايای  مفاهیم  در بخش دوم 

بیان مي   در ساير قسمتهای مقاله استفاده مي شود 

فازی  ديفرانسیل  معادله  ابتدا  سوم  بخش  در  شود. 

روش   از  استفاده  با  سپس  شود  مي  معرفي  ترکیبي 

د نشان  و  فازی حل مي شود  که  اويلر  اده مي شود 

در  مقاله همگراست.  پیشنهادی  تقريبي  های  جواب 

بخش چهارم از مقاله خطای موضعي برشي، خطای  

فازی    اويلر  روش  سازگاری  و  پايداری  و  جامع 

روش  ابتدا  پنجم  بخش  در  شود.  مي  بررسي 

الگوريتم  سپس  و  شود  مي  اراده  مقاله  پیشنهادی 

روش معرفي شده و معادله ديفرانسیل فازی ترکیبي  

نهايت   پذيری قوی حل مي شود و در  تحت مشتق 

معادلات   نوع  اين  برای  جواب  دسته  سه  جوابهای 

با  CSSو    TSSمعرفي شده و درنهايت رابطه بین  

جزئیات توضیح داده مي شود. در بخش ششم برای 

های   مثال  پیشنهادی  روش  کارايي  دادن  نشان 

 عددی ارائه شده است. 

 

 تعاريف و مفاهیم مقدماتي   -2

در اين بخش از مقاله مفاهیم بنیادی که در سرتاسر  

 مقاله استفاده مي شود معرفي مي شود.

يک عدد فازی دلخواه باشد    uفرض مي کنیم 

هر ازای  به  مقاله  اين  سرتاسر  در  0لذا  1r   ،

]  مجموعه ] { | ( ) }ru u r =      و
0[ ] { |  ( ) 0}u cl u =     و داريم  را 

صورت   -آر به  فازی  عدد  برش 

[ ] [ ( ), ( )]ru u r u r− به    =+ شود.  مي  داده  نشان 

دلخواه   فازی  عدد  دو  هر  ،  و    u ،vازای 
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صورت  به  ترتیب  به  اسکالر  ضرب  و  جمع 

[ ] [ ] [ ]r r ru v u v+ = ]و    + ] [ ]r ru u

 نمايش داده مي شود. 

 

کنید:  ]3[  1-2  تعريف ,فرض  , ,u v w z    و

هاسدورف     فاصله  باشد، 

: {0}D به صورت  

[0,1]( , ) supmax  

{| ( ) ( ) | , | ( ) ( ) |}.

rD u v

u r v r u r v r
 

 

 تعريف مي شود و دارای خصوصیات زير مي باشد 

1.( , ) ( , ) D u w v w D v u  =  

2  .( , )  | | ( , )D u v D u v  =  

3.( , ) ( , ) ( , )D u v w z D u w D v z   + 

4  .(  , )  ( , )  ( , )D u v w z D u w D v z + 

که  طوری  uبه  v   وw z   که باشند.  موجود 

نمايانگر تفاضل هاکوارا است و به صورت   در آن 
w v u   اگر تنها  و  اگر  باشد  مي 

u v w  .باشد 

 

کنید  :]9[  2-2  تعريف u,فرض  v     ،باشد

و  uتفاضل تعمیم يافته هاکوهارا بین دو عدد فازی 

v  به صورت 

    

 ( )    ( 1) .

( )     ,
gH

v
u v w

or ii v u w

i u w= +
= 

= + −

 تعريف مي شود. 

 

شود  :3-2گزاره   مي  فرض  مقاله  اين  سرتاسر  در 

gHu v .همواره وجود دارد 

]: توجه شود که در سرتاسر مقاله تابع , ]a b  

آر و  است  فازی  مقدار  هر   -تابعي  ازای  به  آن  برش 

[0,1]r    و[ , ]a b  صورت به 

( ; ) [ ( ; ), ( ; )]r r r  شود. تعريف مي 

 

فازی   :]10[  4-2  تعريف  مقدار  تابع 

:[ , ] a b  نقطه در 
0 [ , ]a b   پیوسته

وجود داشته باشد عدد    0گويند اگر به ازای هر

مانند که 0  حقیقي  طوری  به   ،

0( ( ), ( ))D     گاه هر   .[ , ]a b    و

0| |  −    تابعي فازی پیوسته روی   گويیم

ی   ]بازه  , ]a bاگر بازه  است  هر  روی 

0 [ , ]a b   .پیوسته باشد 

 
هاکوهارا   : ]5[  5-2  تعريف  ی  يافته  تعمیم  مشتق 

مقدار  فازی  تابع  :برای  ( , )a b E  نقطه در 

0 ( , )a b  به صورت 

(1)    0 0

0
0

( )    ( )
( ) lim ,

gH

gH
h

h

h

 


→

+
 = 

 

اگر  شود.  مي  )0تعريف  )gHگويیم آنگاه   ،

gHمشتق پذير تعمیم يافته ی هاکوهارا )  

 است. 0ديفرانسیل پذير( در نقطه  

 

کنید    : ]11[  6-2  تعريف فرض 

: ( , )a b 0و     → ( , )a b     .باشد

مشتق پذير تعمیم يافته قوی   تابعي  گويند تابع 

نقطه  در  باشد   0در  داشته  وجود  اگر  است 

0( )gH    به طوری که 

• (i به ازای هر )0h   0در همسايگي از نقطه، 

• 0 0 0 0  ( ) ( ),  ( ) ( )h h    +  −

 و حد   

0 0

0

0 0
0

0

( )    ( )
lim

( )    ( )
lim ( ). 

h

gH
h

h

h

h

h

 

 
 موجود باشد. يا 

• (ii  هر ازای  به   )0h    نقطه از  همسايگي  در 

،صفر
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0 0 0 0( ) ( ),  ( ) ( )h h  ،

 حد

0 0

0

0 0
0

0

( )    ( )
lim

( )    ( )
lim ( ).

h

gH
h

h

h

h

h

 

 

 موجود باشد. 

 

کنید    : ]12[  7-2  تعريف فرض 

:[ , ]a b 0و    → ( , )a b  .باشد 

 

(i  تابع  )( )t  تابعي )]را   ) ]i gH  

 گويند اگر 0ديفرانسیل پذير در نقطه

(2    ). 0 0 0( ; ) [( ) ( ; ),( ) ( ; )],i gH r r r  − +  = 
 

(ii)   تابع( )t    تابعي )]را  ) ]− −ii gH  

 گويند اگر 0ديفرانسیل پذير در نقطه

(3  ). 0 0 0( ; ) [( ) ( ; ),( ) ( ; )]ii gH r r r  + −  = 

 

0گوئیم    :]12[  8-2  تعريف ( , )a b    يک نقطه

است اگر به ازای   سويچ برای ديفرانسیل پذيری  

ی   نقطه  از  همسايگي  باشد    0هر  داشته  وجود 

1نقاط 0 2    به طوری که 

نقطه  Iنوع   در   :1(  ،2( و  باشد  برقرار  برقرار  (  3( 

( برقرار 2( برقرار باشد و )3، )  2نباشد و در نقطه

 نباشد. 

نقطه  IIنوع   در   :1(  ،3( و  باشد  برقرار  برقرار 2(   )

نقطه در  و  )2نباشد   ،2( و  باشد  برقرار  برقرار  3(   )

 نباشد. 

 

بوسیله    -3 فازی  هیبريدی  ديفرانسیل  معادله  حل 

 روش اويلر فازی 

)دستگاه معادله ديفرانسیل هیبريدی فازی  )HFS 

 زير را در نظر بگیريد  

(4)1( ) , ( ), ( ) ,  [ , ],

( ) .

( )   

 

         

  

+
  = 


=

   

 

آن   در  ]که  , ]C +     ازای به  و 

0,1,..., =     0داريم 10 , 
همچنین   ]و  , ]k C   فرض است اکنون   .

ی   بازه  هر  در  که  کنید 
1[ , ]k kt t +

معادله     جواب 

( حاصل مي  5( وجود دارد و يکتاست لذا معادله )4)

 شود.

(5)

0 0 0 0

0 0 0 0 1

1 1 1 1

1 1 1 1 2

1

( ) , ( ), ( )

, ( ) , [ , ],

( ) , ( ), ( )

, ( ) , [ , ],
( )

( ) , ( ), ( )

, ( ) , [ , ],

( )
       

( )
       

( )
       
   

    

      

     

      

     
 

      

      +

  =


= 

 =

 = 
 = 



 =

 = 



 

 

( تابع  4فرض کنید جواب معادله   )( )x t    باشد که

 ( معرفي مي شود.6به صورت )

(6      )

0 0 1

1 1 2

0 0

1

( ), [ , ],

( ), [ , ],

( ) ( , , )

( ), [ , ],  

    

    

     

     +







= = 
 

 

 

 روش اويلر فازی   -3-1

مي کنیم  اکنون  معرفي  را  فازی  اويلر  روش  خواهیم 

روش از  يکي  روش  حل اين  برای  عددی  ساده  های 

اولیه   مقدار  اين  مسائل  برای  است.  فازی  مقدار 

( فازی  ترکیبي  اولیه  مقدار  مسئله  به  4منظور  را   )

بازه  r  ازای در  0هایثابت  1 1[ , ], ,[ , ], ,  

مجموعه يک  با  بازه  هر  سپس  بگیريد  نظر  ی در 

1kN    طوری به  شود  مي  افراز  ای  شبکه  نقاط 

)که جواب دقیق   )     به وسیله( )    تخمین
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ازای   به  ای  شبکه  نقاط  يافتن  برای  شود.  مي  زده 

0 kn N   صورت به  n,نقاط  nh   

1hو طول گام   
N

 




 + −
معرفي مي شود و در  =

gH( با توجه به نوع  4نهايت جواب معادله ی )

تابع   پذيری  )ديفرانسیل  )     زير صورت  به 

 حاصل مي شود. 

کنید  ▪ فرض  اول:  )حالت  )   يکتای جواب 

)](، تابعي  4معادله ) ) ]i gH  ديفرانسیل پذير و

به   2متعلق  ([0, ], )gHC T   به طوری که     باشد

ی   بازه  روی  آن  پذيری  ديفرانسیل  ,0]نوع  ]T  

 ( حاصل مي شود.   7تغییر نکند آنگاه  معادله )

(7  )

, 1 ,

, ,

0

( ) ( )

, ( ),          ( ) ,

(0)

   

.

[ ( )]
n n

n n

h  

  

 

   

+ = 




= 
 
اگر   ▪ دوم:  )حالت  )   تابعي[( ) ]ii gH

2ديفرانسیل پذير متعلق به  ([0, ], )gHC T  باشد 

بازه ی   پذيری آن در  به طوری که نوع ديفرانسیل 

[0, ]T ( را داريم8تغییر نکند. آنگاه  معادله ) 

(8  )
, 1 ,

, ,

0

           

( ) ( ) ( 1)

, ( ), (   ) ,

(0) .

[ ( )]
n n

n n

h  

  

 

   

+ = −




= 

 

سوم: ▪ )اگر  حالت  )    تعريف   Iنوع    8-2در 

,0]صدق کند و   ]T   باشد لذا بنا به حالت اول

 ( نتیجه مي شود. 9و حالت دوم، معادله )

(9)

   

, 1 ,

, ,

, 1 ,

, ,

0

( ) ( )

     , ( ), ( )

     ,  0,1, , ,

( ) ( ) ( 1)

     , ( ), ( )

     ,  1, , 1,

(0) .

[ ( )]

[ ( )]

n n

n n

n n

n n

h

j

h

j N

  

  

  

  

 

   



 

   



+

+

= 

= 

= −











 = +  −

=

 

 

چهارم کنید   :حالت  )فرض  )    تعريف  8-2در 

,0]صدق کند و    IIنوع   ]T    بنا بنابراين  باشد. 

( به دست مي  10به حالت اول و حالت دوم، معادله )

 آيد. 

(10 )

, 1 ,

, ,

, 1 ,

, ,

0

( ) ( ) ( 1)

     , ( ), ( )

      ,  0,1, , ,

( ) ( )

      , ( ), ( )

      ,  1, , 1,

(0) .

[ ( )]

[ ( )]

n n

n n

n n

n n

h

j

h

y

j N

  

  

  

  

 

   



 

   



+

+

= −




= 


= 




= +  −

 =

 

 
هر ازای  به  0]و    kاکنون  , 1]r     همگرايي

( را نشان مي  10( تا )7جواب تقريبي ب معادلات )

رابطه  دهیم  مي  نشان  ديگر  عبارت  به  دهیم 

0
, 1

, , 0
lim ( ) ( )N

h h 


    +
 →

 برقرار است. =

 

 همگرايي تحت مشتق پذيری تعمیم يافته  -3-2
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iفرض کنید    :1-3لم   +،    0i   1وih   

اگر باشند.  :ثابت  0( ){ } iN

i n nz  به   = اويلر  تقريب 

ازای  
iN N=    برای مسئله مقدار اولیه فازی 

(11        )
1

( ) , ( ), ( )

( ) , [ , ].

[ ( )]gH i

i i i

       

      +

  =


= 

 

 

,باشد و   0( ){ } iN

i n n نشان دهنده نتايج حاصل   =

)0,( به ازای بعضي از  10( تا )7از معادلات ) )i  

دارد   وجود  آنگاه  0iباشد،      که طوری  به 

,0 ,0( ) ( ),0( )i i iD z      و

, ,( ) ( ),0( )
i ii N i N iD z     .است 

 

تمامي    برهان: برای  اثبات  روند   اينکه  به  توجه  با 

حالات مشابه است لذا حالت سوم بررسي مي شود.  

کنید   )فرض  )    تابعي[( ) ]i gH− −

و   پذير  ,ديفرانسیل  0( ){ } iJ

i n n نتیجه حاصل   =

)0,( به ازای  7از معادله ) )i  باشد لذا با استفاده

,0( به ازای  7از معادله ) , 1iJ=  نشان مي    −

دهیم که جواب تقريبي معرفي شده با استفاده روش  

( همگراست،   11پیشنهادی مقاله به جواب تقريبي )

 لذا داريم  

(12 )

, 1 , 1 ,

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

( ) ( ),0   ( )

  , ( ), ( )

  ( ) , ( ),

( ) ,0  ( ) ( ),0

      , ( ), ( )

, ( ) (

( ) (

[ ( )]

[

( )] ) ( )

( [ ( )]

    [ (

i i i

i i i i i

i i i i i

i i i

i i i i i

i i i i

D z D z

h z z

h

D z

h D z z

  

   

   

  

   

   

+ + =







) ,0 .)] )

 

 

اکنون فرض کنید  
iJ i     آنجايي که از  باشد و 

0Jiبر طبق فرضیات وجود دارد  
   به طوری که

, 1 , 1( ) ( ),0( )
i i ii J i J JD z   − − 

 لذا   

(13    )

, 1 , 1 , 1

, 1 , 1

, 1

   

, ( ),

( ) , ( ),

     ( ) ,0 .
2

  

2

( [ (

)] [

( )] )

i i i

i i

i

i

i J i J i i J

i J i J

Ji
i i J

D z z  

  


 

− − −

− −

−  =

 

 

مقدار   از  تقريب،  دو  بین  فاصله  که  شد  ثابت  لذا 

2
iJ   کوچکتر است بنابراين  تقريب حاصل از روش

( معادله  از  حاصل  تقريب  و  مقاله  (  11پیشنهادی 

برای  را  همگرايي  اين  کافیست  اکنون  همگراست 

 تمامي نقاط نیز اثبات کنیم لذا فرض کنید 

1 min { , }
2 2

J
i i

J
i


 − 

 
 

و
, 1 , 1 1( ) ( ),0( )

i i ii J i J JD z   − − −    باشد

فرض   با  =1iJآنگاه  معادلات  و    − از  استفاده 

داريم  (  13( و )12)
 

(14 )

, ,

, 1 , 1

, 1 , 1 , 1

, 1 , 1 , 1

1

( ) ( ),0

( ) ( ),0

, ( ), ( )

, ( ), ( ) ,0

.
2

( )

( )

( [ ( )]

[ ( )] )

i i

i i

i i i

i i i

i

i J i J

i J i J i

i J i J i i J

i J i J i i J

i
J i i

D z

D z h

D z z

h

 

 

   

   



− −

− − −

− − −

−

 

  

 

 

,2( به استقراء به ازای هر  14معادله ) , iJ =   
که آنجايي  از  و  است  برقرار  پیوسته   نیز  تابعي 

)است لذا  وجود دارد   1) 0
iJ  − −       به طوری که

, , ( 1)( ) ( ),0( )
i i ii J i J JD z     − − − −

 است. در نتیجه 

(15 )           

, ,

, ,

, ,

( 1)

, ( ),

( ) ,

( ), ( ) ,0

.   
2

( [

( )] [

( )] )

i i

i i

i i

i

i J i J i

i J i J

i J i i J

J

D z

z

 

 

 



  

 

  



− −

− −

− −

− −
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 اکنون فرض کنید

( 1) ( 1)

1 min ,
2 2

{ }i i

i

J J

J

  


− − − −

− اگر    = باشد، 

, ,( ) ( ),0( )
i i ii J i J JD z     − − − 

iJباشد آنگاه با فرض   = و با در نظر گرفتن  −

 (، داريم  15(  و )12معادلات )

(16   ), ( 1) , ( 1)

, ( 1) , ( 1)  

( ) ( ),0

( ) ( ),0

( )

( )
i i

i i

i J i J

i J i J

D z

D z

 

 

 

 

− − − −

− − − −

 

, , ,

, , ,

( 1) ( 1)

( 1)

  , ( ), ( )

, ( ), ( ) 0

.
2 2

 ,  

( [ ( )]

[ ( )] )
i i i

i i i

i i

i

i i J i J i i J

i J i J i i J

J J

i J

h D z z

h

  

  

 



   

   

 


− − −

− − −

− − − −

− −



  
 

 

ازای   به  iJبنابراين  داريم  =  ،

,0 ,0 0( ) ( ),0( )i iD z      نتیجه در   ،

,1 ,1 1( ) ( ),0( )i iD z       به و  داريم  را 

حقیقي    مقادير  1iJازای  = معادله  −  ،  

,2 ,2 2( ) ( ),0( )i iD z   
است     برقرار 

ازای   به  کاهشي  روند  ادامه  با  2و  داريم  =

, 1 , 1 1( ) ( ),0 .( )
i i ii J i J JD z   − − −   از

( معادله  که  رابطه 14آنجايي  نمايانگر   )

, 1 , 1 1( ) ( ),0( )
i i ii J i J JD z   − − −

است   

توان  مي  رابطه  اين  از  استفاده  با  بنابراين 

, ,( ) ( ),0( )
i ii J i J iD z      نتیجه را 

شرط    نتیجه اثبات قسمت اول لم فوق با  گرفت.  در

0i =   .به ازای تمامي نقاط اثبات شد 

کنید   فرض  لم  دوم  قسمت  اثبات  )برای  ) 

)]تابعي   ) ]ii gH− باشد،  − است  پذير  ديفرانسیل 

( معادله  طبق  بر  ازای    8لذا  به  و   )

, , 1i iJ N=   داريم −

(17   )

, 1 , 1

,

, , ,

,

, , ,

, ,

, , ,

, , ,

( ) ( ),0

  ( ) ( 1)

, ( ) ( )

( ) ( 1)

, ( ) ( )  ,0

( ) ( ),0

( 1)   , ( ) ( )

, ( ) ( )  

( )

(

[ ( )]

[ ( )] )

( )

( [ ( )]

[ ( )]

i i

i i

i i i i

i i

i i i i

i i

i i i i i

i i i i

D z

D z h

z z

h

D z

h D z z

 



   



   

 

   

   

+ +

= −

 −



−

,0 .)

 

 

اکنون فرض کنید 
iN i  از آنجايي که وجود ،

0Niدارد 
   به طوری که 

, 1 , 1( ) ( ),0( )
i i ii N i N ND z   − −  

 است،  بنابراين داريم 

(18)     

, 1 , 1

, 1 , 1

, 1 , 1

, ( ),

( ) ,

   ( ), ( ) ,0

  .
2 2

( [ (

   )] [

( )] )

i i

i i

i i

i

i N i N i

i N i N

i N i i N

Ni

D z

z

  

 

  



− −

− −

− −

 =

 

 حال اگر

1 min{ , }
2 2

Ni i
N

i


 −   

 باشد و 

 , 1 , 1 1( ) ( ),0( )
i i ii N i N JD z   − − −   

ازای   به  نتیجه  =1iNدر  از   − استفاده  با 

 (، داريم18( و )17معادلات )

(19   ), ,

, 1 , 1

( ) ( ),0

( ) ( ),0 ( 1)

( )

( )
i i

i i

i N i N

i N i N

D z

D z

 

 − − −

 

, 1 , 1 , 1

, 1 , 1 , 1

1

  , ( ), ( )

, ( ), ( )  , 0

( 1) .
2

( [ ( )]

[ ( )] )
i i i

i i i

i

i i N i N i i N

i N i N i i N

i
N i i

h D z z

h

   

   



− − −

− − −

− − 
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( معادلات  طبق  بر  )15بنابراين  و  توان 16(  مي   )

 نتیجه گرفت

, ,( ) ( ),0 .( )
i ii N i N iD z     

 

ازای   به  )]لذا  ) ]ii gH− پذيری − ديفرانسیل 

  همگرايي در تمامي نقاط اثبات شد.

 

( را در نظر بگیريد. اگر 8)  -(4)  معادلات  :2-3قضیه  

 +  باشد آنگاه داريم 

(20           )  
0

, 1
, , 0
lim ( ) ( ).N

h h 


    +
 →

= 

 

 .  ]13[رجوع شود به رفرنس  برهان:

 

 آنالیز روش اويلر فازی   -4

امری  خطا  عددی  های  روش  در  که  دانیم  مي 

بخش   اين  در  رو  اين  از  است  ناپذير   اجتناب 

بررسي مي   موضعي و خطای جامع  برشي  خطاهای 

بررسي   به  مفاهیم  اين  از  استفاده  با  سپس  شود 

 .همگرايي، سازگاری و پايداری پرداخته مي شود

 

 خطای برشي موضعي    -4-1

کنید    ]14[1-4تعريف فرض   :  دهنده نشان 

 ( به صورت 7باقي مانده روش عددی برای معادله )

, 1 ,

, ,

( )   ( )

     , ( ), ( )   .

(

[ ( )] )
n gH n

n n

  

  

 

   

+ =


 

 

آن در  که  باشد 
1

h
  =      برشي خطای  را 

 موضعي گويند و 
2

. .( ),  ( ).
2 2

i gH i gH

h h
       = =

 

 ( داريم  8است. به ازای روش عددی معادله )  

, 1 ,

, ,

( )   ( )

   ( 1) , ( ), ( )   .

(

[ ( )] )
n gH n

n n

  

  

 

   

+ =

−
 

 

 بنابراين
2

.

.

( 1) ( ), 
2

( 1) ( ).
2

ii gH

ii gH

h

h

 

 



 

 = −

= −

 

 

دهیم   مي  شرح  را  فازی  اويلر  روش  سازگاری  ابتدا 

کنیم مي  فرض  منظور  اين  برای 

. 2( ),0( )i gHD M     نظر در  با  بنابراين   ،

اگر پذيری  ديفرانسیل  نوع  )گرفتن  )   تابعي

[( ) ]i gH−  ديفرانسیل پذير باشد آنگاه  −

0 0

.
0

. 2
0

lim max  ,0 lim max

  ( ),0 lim  max
2 2

  ( ),0 lim   0.
2

( )

( )

( )

h hb b

i gH
h b

i gH
h

D

h h
D

h
D M

 




 












→ → 

→ 

→

=

 =

  =

 

 

)اگر )   تابعي[( ) ]ii gH− پذير    − ديفرانسیل 

 باشد آنگاه 

0 0

.

0

.

.
0

2
0

lim max  ( ,0) lim max 

( 1) ( ),0
2

lim | ( 1) | max 
2

( ),0

lim   ( ),0
2

lim   0.
2

( )

( )

( )

h hT T

ii gH

h T

ii gH

ii gH
h

h

D

h
D

h

D

h
D

h
M

 




 

















→ → 

→ 

→

→

=

−

= −



=

 =
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حقیقي]15[2-4لم   اعداد  تمام  ازای  به   :z   داريم

.1 zz e+  
 

 خطای جامع   -4-2

خطای جامع در روش اويلر در لحظه ی  :  3-4تعريف 

1  نشان داده مي شود   +1eبا نماد    +

)اگر • )]تابعي    ( ) ]i gH− ديفرانسیل −

     پذير باشد  آنگاه خطای جامع به صورت

1 , 1 0,

0, 0 0,

, ,

( )   ( )

  , ( ), ( )

   , ( ), ( )   .

(

[ ( )]

[ ( )] )

n gH n

n n

n n

e h

h

 

  

 

   

   

+ += 



  
 

)اگر • )]تابعي    ( ) ]ii gH− ديفرانسیل  −

 پذير باشد آنگاه خطای جامع به صورت 

1 , 1 0,

0, 0 0,

, ,

( )   ( ) ( 1)

, ( ), ( ) ( 1)

( 1) , ( ), ( )   .

(

[ ( )]

[ ( )] )

n gH n

n n

n n

e

h

h

 

  

 

   

   

+ += −

−

−

 

به    :4-4تعريف   عددی  های  جواب  همگرايي 

   جوابهای دقیق به صورت

1
0

1 1
0

limmax  ( ,0) 0

limmax  ( ), 0.( )
h

h

D e

D




 




+
→

+ +
→

=

 =
 

 مي باشد. 

 

کنید    :5-4قضیه  )فرض  )gH    و موجود 

, ( ), ( )( )     شیتس لیپ  شرط  در 

 روی مجموعه ی 

0

, ( ), ( ) [0, ], 

        ( , ),  , 0 ,

{( )|

}

p

B q p q

    

 
 

انواع   تحت  اويلرفازی  روش  آنگاه  کند  صدق 

ديفرانسیل پذيری تعمیم يافته به جواب مسأله اولیه  

 ( همگرا مي شود. 4فازی )

 

کنید    برهان: )فرض  )    تابعي[( ) ]i gH− −

معادله  بنابراين با استفاده از    ديفرانسیل پذير باشد،  

با فرض  (    7) و 
2

. ( )
2

i gH

h
d = جواب ،

 ( در معادله   4دقیق معادله )

(21    )   1( ) ( )

    , ( ), ( ( )) .( )

h

d

 

   

 

   

+ = 


 

 

معادله  از  فوق  معادله  کردن  کم  با  کند.  مي  صدق 

 ( داريم 7)

1 1( ), ( ),

[ , ( ), ( ( ))

, , , ( ) ] ( ,0).

( ) ( )

( ( )

( ))

D D

h D

D d

   

  

   

 

   

 

+ + =

+

+

 

 

که   آنجايي  ,از  ( ), ( )( )     شرط در 

 لیپ شیتس صدق مي کند درنتیجه

  , ( ), ( ( ))

, , , ( )    

( ), ( ( )) , , ( )   .

( ( )

( ) ) (

( ) ( ) )

D

D

  

   

   

   

 

   

  

 

تعريف   گرفتن  نظر  در  شرط    1-2با  از  استفاده  و 

 لیپشیتس داريم 

1 1( ), (1 )

( ), ,0

( )

( ) ( )

D h

D D d

  

  





+ +  +

+
 

 

کنید   فرض 
0

( ,0)
N

d max D d
 

  و  =

0 N
max 
 

 ، لذا =

1 1( ), (1

) ( ), .

( )

( )

D

h D d

 

 





+ +  +

+
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ازای تمامي   به  برقرار   از آنجايي که نامساوی  ها 

 است، لذا داريم 

1 1

1 1

2

1 1

( ), (1 )

(1 ) ( ),

(1 ) ( ),

1 (1 ) .

( )

[ ( ) ]

( )

[ ]

D h

h D d d

h D

d h

 

 

 







+ +

− −

− −

 +

+ + +

= +

+ + +

 

 

 با ادامه همین روند داريم 
1

1 1

0 0

( ), (1 )

( ), 1 (1 )

(1 ) .

( )

( ) [

]

D h

D d h

h


 







+

+ +  +

+ + +

+ + +

 

 

داريم طرفي  1از 

0

(1 ) 1
(1 )

kk
i

i

hL
hL

hL

+

=

+ −
+ =   در

 نتیجه داريم 
1

1 1

1

0 0

( ), (1 )

( ), (1 ) 1 .

( )

( ) [ ]

D h

d
D h

h


 







+

+ +

+

 +

+ + −
 

 

لم   از  استفاده  0و    2-4با  ( 1)h T +     به

)ازای مقادير 1) ( 1)N +   داريم −

1 1

0 0

( ),

( ), [ 1].

( )

( )

T

T

D e

d
D e

h

 



+ + 

+ −
 

 

 همچنین فرض کنید

0 1

2

.
0

( ,0)

   ( ),0
2

( )

N

i gH
T

d max D d

h
max D







  −

 

=

=
 

 

لذا  
0 0( ), 0,( )D   در نتیجه ،=

1 1

.
0

( ),

[ 1] ( ),0 .

( )

( )T

i gH
T

h
D

h

e max D

 







+ +

 



−

 

 

 بنابراين 

1 1
0

( ), 0( )
h
lim D   + +
→

→  

 

تحت   اويلر  روش  نتیجه  )]در  ) ]i gH− −

پذ کنیدديفرانسیل  فرض  اکنون  است.  همگرا  يری 

( )    تابعي[( ) ]ii gH− پذير  − ديفرانسیل 

 و فرض کنید باشد  
2

.( 1) ( ),
2

ii gH

h
d = −  

 

( جواب دقیق معادله 8بنابراين با استفاده از معادله )

 صدق مي کند  زير( در معادله 4)

1( ) ( ) ( 1)

, ( ), ( ( )) .( )

h

d

 

   

 

   

+ = −


 

 

 در نتیجه 

1 1( ), ( ),

  , ( ), ( ( )) ,

, , ( )   ,0 .

( ) ( )

[ ( ( )

( ) )] ( )

D D

h D

D d

   

  

   

 

   

 

+ + =

+

+

 

 

که   آنجايي  ,از  ( ), ( )( )y     شرط در 

 لیپ شیتس صدق مي کند، بنابراين 

  , ( ), ( ( ))

, , ( ) ,0

  , ( ), ( ( ))

, , , ( )  

  ( ), ( ( )) , , ( )   .

( ( )

( ) )

( ( )

( ) ) (

( ) ( ) )

gH

D

D

D

  

  

  

   

   

   

 

   

 

   

=



 

و شرط لیپ شیتس، معادله    1-2با استفاده از تعريف

 زير حاصل مي شود 

(22     )1 1( ), (1

     ) ( ), ,0 .

( )

( ) ( )

D h

D D d

 

   





+ +  −

+
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 فرض کنید 

0 1

0 1

, 

( ,0),

N

N

max

d max D d







  −

  −

=

=
 

 لذا داريم 

(23                  )1 1( ), (1

) ( ), .

( )

( )

D

h D d

 

 





+ +  −

+
 

 

( معادله  که  آنجايي  تمامي 23از  ازای  به  صدق    ( 

 مي کند لذا داريم 

1 1

1 1

2

1

1

( ), (1 )

(1 ) ( ),

(1 ) ( )

, 1 (1 ) .

( )

[ ( )

] (

) [ ]

D h

h D

d d h D

d h

 

 











+ +

− −

−

−

 −

− +

+ = −

+ + −

 

 

 با ادامه همین روند، داريم
1

1 1

0 0

( ), (1 )

( ), 1 (1 )

(1 )

( )

( ) [

]

D h

D d h

h


 







+

+ +  −

+ + −

+ + −

 

 

با توجه به  
1

0

1 (1 )
(1 )

kk
i

i

hL
hL

hL

+

=

− −
− = 

 داريم

(24 )
1

1 1

1

0 0

( ), (1 )

( ), 1 (1 ) .

( )

( ) [ ]

D h

d
D h

h


 







+

+ +

+

 −

+ − −

 

 

لم   از  استفاده  zو   2-4با  h= به − زير  معادله   ،

 دست مي آيد 

(25        )1 ( 1) 1
(1 ) ,h

T
h e

e

 + − +−   

 

ازای   به  که  آنجايي  )از  1) ( 1)N +  رابطه   −

( 1)h T +   ،  از برقرار استفاده  با  لذا  است، 

 ( داريم 25-24معادلات )

1 1

0 0

1
( ),

1
( ), 1 .

( )

( ) [ ]

T

T

D
e

d
D

h e

 



+ + 

+ −

 

 

 اکنون فرض کنید

0 1

2

.
0

,0

( ),0 .
2

( )

( )

k N

ii gH
T

d max D d

h
max D






  −

 

= =

−

 

 

لذا  
0 0( ), 0( )D   بنابراين داريم =

1 1

.
0

( ),

1
[1 ] ( ),0 .

( )

( )ii gHT t T

h
D

h

max D
e

 



+ +

 



−

 

 

بنابراين 
 

1 1
0

( ), 0( )
h
lim D   + +
→

→  

 

)]در نتیجه  تحت   ) ]ii gH− يری ديفرانسیل پذ−

 نیز روش اويلر فازی همگرا است.  

 

 پايداری روش اويلر فازی   -3-4

کنید  ]14[6-4تعريف فرض   :10,1,..., و   

اويلر فازی با 1 0جواب معادله  E   باشد به

1طوری که   1zو همچنین فرض کنید   0

با   مشابه  عددی  روش  0جواب  0 0z  

باشد. روش اويلر فازی پايدار است اگر مقادير مثبتي  

 وجود داشته باشدبه طوری که و مانند  

1 1( , ) , 

( 1) , 

1,  (0, ).

D z

h T

N h
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  با
0( ,0)Dتعريف از  استفاده  با  و    4-6. 

پذيری    ]14[مرجع مشتق  تحت  روش  پايداری 

 تعمیم يافته به راحتي محاسبه مي شود. 

 

با    -5-1 ترکیبي  فازی  ديفرانسیل  معادلات  حل 

 استفاده از روش تخصیص 

معرفي   تخصیص  روش  جزئیات  ابتدا  بخش  اين  در 

ديفرانسیل  معادله  آن  به  توجه  با  مي شود و سپس 

فازی ترکیبي تحت مشتق پذيری تعمیم يافته قوی  

حل شده و در نهايت سه مجموعه جواب معرفي مي  

 شود.

 

 روش تخصیص   -5-1

کنید   ]16[ )  xفرض  معادله  و   4در    )

[( ) ]i gH ديفرانسیل باشد اکنون با استفاده از

تخصیص  )-1ابتدا    1روش  معادله   به  (4برش  را 

 صورت زير به دست مي آوريم 

(26)      1

0

( ;1)   , ( ;1), ( ;1)  

,  [ , ],

(0;1) (1).

( ( ) )
       

  

 

سپس با توجه به روش تخصیص پهناهای مجهول به  

( ازای  26معادله  به    )[0,1]r  مي کم  و  اضافه 

 شود

(27 )    
( ;1) ( ; )   , ( ;1)

  ( ; ), ( ;1) ( ; )   ,

[(

( ) )]

r

r r
 

(28) 
( ;1) ( ; )   , ( ;1)

    ( ; ), ( ;1) ( ; )   .

[(

( ) )]

r

r r
 

 

 
1Alocating method 

به    r[0,1]ازای   به  مجهول  پهناهای  آن  در  که

  صورت
( ; )

( ; )
r

r   و( ; )
( ; )

r
r 

  است.

 ( داريم 28( و )27با بکار بردن معادلات  )

(29   )

1

( ; ) ( ;1)   , ( ;1)

( ; ), ( ;1) ( ; )   ,

(0; ) (0;1) (0; ),  [ , ].

[(

( ) )]

r

r r

r r

 

(30   )

1

( ; )   , ( ;1) ( ; ),

        ( ;1) ( ; )   ( ;1),

(0; ) (0; ) (0;1),  [ , ].

[(

( ) )]

r r

r

r r

 

 

)پهناهای  خواهیم  مي  اکنون ; )r   و( ; )r   با  

  آوريم   دست  به  (30)   و   (29)  ديفرانسیل  معادلات  حل

 لذا سه پهنای زير را معرفي مي کنیم

(31         )
[0,1]

( ; ) min{ ( ; ), ( ; )},l

r
r r r 

(32    )       
[0,1]

( ; ) { ( ; ), ( ; )},u

r
r max r r 

(33    )
( ; ) ( ; )

(1 ) ( ; ),  [0,1],  [0,1].

u

l

r r

r r

   

 

= +

−  
 

 

( جواب  33( تا )31نتیجه با استفاده از پهناهای ) در  

 های جديد به صورت زير حاصل مي شود. 

(34)( ) [ ( ;1) ( ; ), ( ;1) ( ; )],l l lr r 

(35)( ) [ ( ;1) ( ; ), ( ;1) ( ; )],u u ur r 

(36)( ) [ ( ;1) ( ; ), ( ;1) ( ; )].r r 

 

کنید   فرض  )اکنون  )  ( معادله  در  (  26موجود 

)]تابعي   ) ]ii gH− پذ− باشدديفرانسیل  لذا   ير 

 داريم

(37         )         

( ) [ ( ,1) ( , )

            , ( ,1) ( , )].

r

r
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( معادله  از  استفاده  با  مشابه  طور  )27به  و   )28  )

 داريم

(38 )

0 0 0

0 0 0

( ;1) ( ; )   , ( ;1)

( ; ), ( ;1) ( ; )   ,

( ;1) ( ; )   , ( ;1)

( ; ), ( ;1) ( ; )   ,

( ; ) ( ;1) ( ; ),

( ; ) ( ;1) (

   

; ).

[(

( ) )]

[(

( ) )]

r

r r

r

r r

r r

r r

      

      

      

      

     

     








 + =

+ +

 − =

− −

= −

= +







 

 

پهناهای  اول  حالت  همانند  )اکنون  ; )r   و

( ; )r  را به دست مي آوريم 

(39 )

( ; )   , ( ;1) ( ; )

, ( ;1) ( ; )   ( ;1),

(0; ) (0; ) (0;1).

     

[(

( ) )]

r r

r

r r

      

      

  

 = +

+ −







 = −

 

(40      )

( ; ) ( ;1)   , ( ;1)

( ; ), ( ;1) ( ; )   ,

(0; ) (0;1) (0; ).

[(

( ) )]

r

r r

r r

     

      

  

 = 




−

− −

= −





 

 

)  اکنون معادلات  از  استفاده  و)39با  روش  40(  به   )

0مشابه جواب به ازای   1rداريم 

(40 )( ; ) [ ( ,1) ( , ), ( ,1) ( , )].r r r 
 

های  جواب  قبل  حالت  با  مشابه  نهايت  در 

( ), ( )l u   و(  . به دست مي آيد(

 

معادله    -5-2 برای  تايي  سه  جديد  جواب  مجموعه 

 ديفرانسیل ترکیبي فازی 

برای   جواب  از  مجموعه  سه  بخش  زير  اين  در 

و   گرفته  نظر  در  فازی  ترکیبي  ديفرانسیل  معادلات 

جواب  به  ها  جواب  مجموعه  اين  شود.  مي  معرفي 

متحد  جواب  مجموعه  های  نام  به  تايي  سه  های 

(USS)  مجموعه جواب های قابل قبول ،(TSS) 

نامیده    (CSS)و مجموعه جواب های قابل کنترل  

 مي شوند.    

 

)  : 1-5تعريف  فازی  ترکیبي  ديفرانسیل  را 4معادله   )

متحد جواب  مجموعه  بگیريد،  نظر  ،  (USS)در 

و مجموعه   (TSS)قبولمجموعه جواب های قابل  

کنترل   قابل  های  به   (CSS)جواب  ترتیب  به 

 معرفي مي شود.  صورت زير

1

1

1

( ) ( ) , ( ), ( )

,  ( ) , [ , ] ,

( ) ( ) , ( ), ( ) ,

( ) , [ , ] ,

( ) ( ) , ( ), ( ) ,

( ) , [ , ]}.

{ | ( )

}

{ | ( )

}

{ | ( )

k

X

X

X

 

   

 

  

 

   

        

     

        

     

        

     



+



+



+

=  

  

= 

 

= 

 

 

 

( اين  4اکنون مي خواهیم جواب معادله  فرم  به  را   )

سه مجموعه جواب بیابیم.  ابتدا اصطلاحات بدبینانه  

مي    / نظر  در  نظر  مد  روش  برای  را  بینانه  خوش 

گیريم و سپس اين اصطلاحات را برای اين مجموعه 

نهايت مشاهده مي   در  و  بريم  مي  بکار  از جواب ها 

های جواب  در  بدبینانه  نگرش  که  و    TSSشود 

های   جواب  در  بینانه  خوش  چشم CSSنگرش  به 

جواب   مجموعه  بین  ارتباط  آن  بر  علاوه  خورد.  مي 

TSS    جواب مجموعه  شود     CSSو  مي  معرفي 

قابل ذکر است که استفاده از اين مجموعه جواب ها  

و اصلاحات بدبینانه / خوش بینانه به نظر فرد خبره 

بستگي دارد و فرد خبره مي تواند به صلاح ديد خود 
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نتیجه   در  و  اصلاحات  اين  مسئله  شرايط  به  بنا  و 

 جواب ها را تغییر دهد.  

همانند روش تخصیص در اين بخش نیز ابتدا پهنای  

 چپ و راست  به صورت زير معرفي مي شود

(42)    
[0,1]

( ; ) min{ ( ; ), ( ; )},l

r
r r r     


=   

(43)   
[0,1]

( ; ) { ( ; ), ( ; )},u

r
r max r r     


= 

(44  )  
( ; ) ( ; )

(1 ) ( ; ),  [0,1],  [0,1].

u

l

r r

r r

   

 

= +

−  
 

 

( معادلات  از  استفاده  با  به  44-42و   ها  جواب   )

 صورت زير معرفي مي شود. 

(45    )           
( ) [ ( ;1) ( ; )

, ( ;1) ( ; )],

l l

l

r

r

     

   

= −

+
 

(46)               
( ) [ ( ;1) ( ; )

, ( ;1) ( ; )],

u u

u

r

r

     

   

= −

+
 

(47 )              
( ) [ ( ;1) ( ; )

, ( ;1) ( ; )].

r

r

     

   

= −

+
 

 

)2-5گزاره پهناهای  کنید  فرض   :42( و  به  43(   )

( باشد آنگاه  46( و )45ترتیب مربوط به جواب های )

( ) SSl T     و( ) CSSu  . 

کنید  3-5گزاره فرض   :  ( معادله  و 47جواب   )

0{ }n  دنباله اولیه   يک  مقدار  با    غیرکاهشي 
0 داريم   باشد به طوری که هر گاه    0

 آنگاه   1

0

( ) ( )

( ) ,   ,  0.

( )

( )

l

u
 

 

دنباله   :4-5گزاره  اگر 
0{ }n    غیر دنباله  يک 

0افزايشي با  مقدار اولیه   باشد به طوری که    1

 آنگاه   1داريم هر گاه  

0

CS( ) ( )

( ) , , 1.

S

SS

( )

( )

u

l T
 

 

 مثال ها  -6

در اين بخش با توجه به روش پیشنهادی مقاله مثال  

 ارائه مي شود.های عددی 

: معادله ديفرانسیل فازی ترکیبي زير  را در  1-6مثال

 نظر بگیريد 

1

( ) ( ) ( )

     ( ) ,   [ , ],

      ,  0,1,2,  ,

(0; ) [0.75 0.25

   ,1.125 0.125 ], 0 1.

( )
gH

t

k

r r

r r

   



    

    

 



+

 = +





= = 
 = +


−  


M

 

 

)که در آن  ) | sin( ) |M  =   و  0,1,2, =   و 

0̂,     if 0,
( )

,

   

     if {1,2, }. 



 

 

 =
= 

 
 

 

دقیق   جواب  )]است.  ) ]i gH− ديفرانسیل   −

( معادله  حل  با  اگر  48پذيری   آيد.  مي  دست  به   )
0 =  ،  [0,1]    باشد داريم 

(48     )

( ; ) ( ; ),

( ; ) ( ; ),

(0; ) [0.75 0.25 ,

       1.125 0.125 ], 0 1.

r r

r r

r r

r r

 

 

  =

  =
 = +


−  

 

 

را   جواب  از  تقريبي  اويلر  روش  از  استفاده  با  اکنون 

 داريم

 

1 0 0

0

,

[0.75 0.25 ,1.125 0.125 ].

h

r r

= 


= + −
 

 

ازای   ,1,2به  =     1و[ , ],    +    جواب

 دقیق از حل معادله زير به دست مي آيد 
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( ; ) ( ; ) | sin( ) | ( ; ),

( ; ) ( ; ) | sin( ) | ( ; ),

(0; ) [0.75 0.25

        ,1.125 0.125 ], 0 1.

r r r

r r r

r r

r r

   

   

 = +

  = +
 = +


−  



 

 بنابراين 

2 1 1 1

0

| sin( ) | ,

[0.75 0.25 ,1.125 0.125 ].

( )h

r r

 =  


= + − 
 

 1-6. جواب دقیق مثال  1شکل 

 
 

 1-6تقريب جواب مثال .  2شکل 

 
 

استفاده از روش الوکیتین حل مي  اکنون معادله را با 

ابتدا يک کات مسئله ) اين منظور  برای  را 4کنیم   )

ازای به  و  گرفته  نظر  0در  [0,1]و    =   

 داريم 

(1) (1)

(1)

( ) ( ) ( ),

(0) 1.
 

دقیق   جواب  )که  ) e  به   = توجه  با  است. 

 ( داريم30( و )29معادلات ديفرانسیل معمولي )

(49 )( ; ) ( ; ),  (0; ) 0.25(1 ),

( ; ) ( ; ),  (0; ) 0.125( ). 1

r r r r

r r r r
 

 

 (، داريم 49با حل معادله )

( ; ) 0.25(1 ) ,

  ( ; ) 0.125(1 ) .

r r e

r r e
 

 

به بخش   با توجه  از معادلات    2-5اکنون  استفاده  و 

 ( داريم 42-44)

0 1

0 1

( ; ) min{ ( ; ), ( ; )} 0.125(1 ) ,

( ; ) max{ ( ; ), ( ; )} 0.25(1 ) ,

( ; ) (1 ) 0.125 (1 )(1 ).

l

r

u

r

u

r r r r e

r r r r e

r e r







     

     

   

 

 

= = −

= = −

= + − = − + 
 

آن   در  [0,1]که    ،0 1r     [0,1]و 

 است. بنابراين  

(1) (1)( ; ) ( ) ( ; ),  ( )

                ( ; ) , 

[

]

l

l

r r

r

       

 

− = −

+

 

( ; ) 1 0.125(1 ) ,  1

                  0.125(1 ) ,

[ ( ) (

)]

r e r e

r

  − = − − +

−

 

(1) (1)( ; ) ( ) ( ; ), 

                   ( ; ) , 

[

]

u

u

r r

r

      

 

+ = − +
 

(1) (1)

   ( ; ) 1 0.25(1 ) ,  1

                     0.25(1 ) ,

( ; ) ( ) ( ; ),  ( )

                 ( ; ) ,

( ; ) 1 0.125(1 )(1 )

,  1 0.125(1 )(1 ) .

[ ( ) (

)]

[

]

[ ( )

( )]

r e r e

r

r r

r

r e r

e r

 





 

       

 

 

+ = − − +

−

= − +

= − − +

+ − +
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که  است  روشن  وضوح  به  شوند  مي  حاصل 

( ) TSS −     و( ) +   و  ، يک

ازای  به  است.  بدبینانه/خوشبینانه  جواب 

0 , [1,2] =    داريم 

(1) (1) (1)

(1)

( ) ( ) | sin( ) | ( ),

(0; ) [0.75 0.25 ,1.125 0.125 ].

( ) ( ) | sin( ) | ( ),

(0) 1.

r r r

      



      



 = +


= + −

 = +

 =

 

 

جواب  نتیجه  در 
cos

( ) e



 

−

مي   = دست    به 

 آيد و با توجه به پهناها داريم  
cos

cos

( ; ) 0.25(1 ) , 

( ; ) 0.125(1 ) .

r r e

r r e











 

 

−

−


= −


 = −

 

 

( پهناهای زير به    33-31) حال با استفاده ازمعادلات

 دست مي آيد 
cos

cos

cos

( ; ) 0.125(1 ) ,

( ; ) 0.25(1 ) ,

( ; ) 0.125(1 ) (1 ).

l

u

r r e

r r e

r r e
















 

 

 

−

−

−

= −

= −

= − +

 

 

 

 

 

 

 نهايتا جواب ها به صورت زير به دست مي آيد 

cos

cos

cos

cos

cos

co

( ; ) 1 0.125(1 )

              , 1 0.125(1 ) ,

( ; ) 1 0.25(1 )

                , 1 0.25(1 ) ,

( ; ) 1 0.125(1 )(1 )

             ,

[ ( )

( )]

[ ( )

( )]

[ ( )

r e r

e r

r e r

e r

r e r

e




























 

 

 

−
−

−

−
+

−

−

−

= − −

+ −

= − −

+ −

= − − +

s

1 0.125(1 )(1 )  .( )]r


 + − +

 

 

 ( رسم شده است3جواب های تحلیلي در شکل )

 

)]جواب تقريبي    .3شکل   ) ]i gH− ديفرانسیل  −

 1-6برشي برای  مثال   -پذيری به فرم آر 

 
 

( شکل  به  4در  جواب  که  است  روشن  وضوح  به   )

دست آمده در روش تخصیص و روش اويلر به جواب 

 مسئله همگرا هستندواقعي  

 

 

 

 

 

 
 1-6مقايسه بین جواب های مثال   .4شکل  
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معادله ديفرانسیل فازی ترکیبي زير را در :  2-6مثال 

 نظر بگیريد  

1

( ) ( ) ( ) ( ) ,

     [ , ], , 0,1,2,  ,

(0; ) [0.75 0.25 ,1.125 0.125 ]

     , 0 1.

( )gH

r r r

r

 

  

       

     



+

  = − +

  = = 


= + −
  

M

 

 

 که در آن 

2 (mod1) ,   if   (mod1) 0.5,
( )

2 1 (mod1) if   (mod1) 0.5.

( )

( ), 

 


 

 
= 

− 

M  

0̂,      if    0,
( )

,   if   {1,2,  }  .



 

 

 =
= 

 
 

 

)]لذا جواب  ) ]ii gH−  ديفرانسیل پذيری داريم−

( ; ) ( ; ) ( ) ( ; ),

( ; ) ( ; ) ( ) ( ; ),

(0; ) [0.75 0.25 ,1.125 0.125].

r r r

r r r

r r r

   

   

 = − +



= − +
 = + −






 M

M

 

از   )نمايشي  )    و. ( )ii gH     شکل های   در 

 ( به ترتیب رسم شده اند. 6( و ) 5)

 
 2-6جواب دقیق مثال   .5شکل  

 
 

 2-6مثال    تقريب جواب  .6شکل  

 
بخش   در  الوکیتین  روش  از  استفاده  با  ،  5اکنون 

تحلیلي   های  )]جواب  ) ]ii gH− ديفرانسیل −
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پذيری  به دست مي آوريم. جواب  تقريبي به دست  

( شکل  در  روش  اين  از  شده  7آمده  داده  نمايش   )

 است. 

 
)]جواب   .7شکل   ) ]ii gH−   -ديفرانسیل پذيری به فرم آر−

 2-6برش  مثال  

 
 

( شکل  به  8در  جواب  که  است  روشن  وضوح  به   )

اويلر به جواب دست آمده در روش تخصیص و روش  

 .واقعي مسئله همگرا هستند

 
 مقايسه روش اويلر و تخصیص با جواب واقعي   .8شکل 

 

 
 

معادله ديفرانسیل فازی ترکیبي زير را در    3-6مثال  

 که نظر بگیريد 
2

1

( ) ( ) ( ) ( ) ,

  [ , ], , 0,1,2,  ,

(0; ) [0.75 0.25 ,1.5 0.5 ],

0 1.   

( )gH

r r r

r

 

  

      

     





+

 = − +

 



= = 


= + −
  

M

  2 (mod1) , if   (mod1) 0.5,
( )   

2 1 (mod1) ,if   (mod1) 0.5,

0̂, if   0,
( )

, if   {1,2, }.

( )

( )



 


 


 

 

 
= 

− 

 =
= 

 

M

  

 
 3-6جواب دقیق مثال  .9شکل  
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 3-6جواب  تقريبي مثال   .10شکل  

 
 

)]جواب تقريبي    .11شکل  ) ]i gH− ديفرانسیل پذيری به  −

 3-6برشي مثال    -فرم آر

 
 

( شکل  به  12در  جواب  که  است  روشن  وضوح  به   )

دست آمده در روش تخصیص و روش اويلر به جواب 

 واقعي مسئله همگرا هستند

 

 

 

 

 

 

 

 
 مقايسه روش اويلر و تخصیص با جواب واقعي   .12شکل  
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گیری: فازی    نتیجه  اويلر  روش  ابتدا  مقاله  اين  در 

های   جواب  يافتن  برای  روش  اين  از  و  شد  معرفي 

استفاده   ترکیبي  فازی  ديفرانسیل  معادلات  تقريبي 

و   برشي  موضعي  خطای  راستا  اين  در  سپس  شدو 

خطای جامع، پايداری و همگرايي روش مورد بررسي 

قرار گرفت. سپس با استفاده از مشتق پذيری تعمیم 

معادله   حل  برای  تخصیص  روش  معرفي  به  يافته 

استفاده   با  و  شد  پرداخته  فازی  ترکیبي  ديفرانسیل 

فازی  اويلر  روش  و  تخصیص  روش  ازجوابهای 

 همگرايي جواب ها بررسي شد. 
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