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  2مقدمه -1
جبرها  -푀푉اي در زمینه تحقیقات گستردهمحققان 

ها را تعریف آلانجام دادند. آنها مفاهیمی مانند ایده
ها را مورد مطالعه و بررسی قرار آلکردند و انواع ایده
آل حالت را حالت و ایده جبر-푀푉دادند. در ادامه 

اي از مفاهیم تعریف کردند. در این مقاله، ابتدا پاره
شود. اساسی و قضایاي مربوطه، به اختصار آورده می

از  퐼ال آل حالت توسعه یافته ایدهسپس، مفهوم ایده
푀푉– جبر퐴  وابسته به زیرمجموعه퐵  از퐴  را

ل اکنیم و یک شرط معادل براي ایدهمعرفی می
  بیان و اثبات  Bحالت توسعه یافته وابسته به 

 푆(퐵)دهیم کلاس کنیم. همچنین نشان میمی
هاي حالت توسعه یافته پایدار آلمجموعه همه ایده

퐵تحدید به  ⊆ 퐴 در ،푀푉– جبر퐴 یک مشبکه و ،
 یک جبر هایتینگ است.

3  
 پیشینه تحقیق -2

1جبرها، بوسیله چانگ-푀푉اولین بار 
 1958در سال 4

ها یک ساختار جبري در واقع آن. [2]معرفی شدند 
از منطق بینهایت ارزشی لوکاسویچ هستند و نظریه 

نظریه . [2]توسعه داده شد  1986ها بعد از سال آن
  جبرها بازي - 푀푉ها یک نقش اصلی در آلایده
جبرها مفید -푀푉کند و براي مشخص کردن می

  است.
ها جبرها، حالت-푀푉سال بعد از بوجود آمدن  40

2جبرها بوسیله ماندیسی-푀푉روي 
مطرح شدند و  5

ها در در جهت اندازه میانگین ارزش درستی گزاره
منطق لوکاسویچ که تعمیم اندازه احتمال روي 
 .جبرهاي بولی هستند مورد استفاده قرار گرفتند

[14] 
جبرها و -푀푉ها روي در دهه آخر، نظریه حالت

توسط بسیاري از محققان  هاآنساختارهاي نسبی 

                                                
  

 

1  C. C. Chang 
2  D. Mundici 

3: کهرمانند
4، کروپا[13]و ماندیسی  6

7 [12] ،
5دورانسکیو راچانک

6جورجسکیو، [16] 8
و  [10] 9

-푀푉ها روي گرفت. حالت دیگران مورد مطالعه قرار
7جبرها، توسط فلامینو

8و مونتاگنا 10
عمیقاً مورد  11

9.کیونگو[9]و  [8]بررسی قرار گرفتند 
12

- 퐵퐿مفهوم  
-푀푉جبر حالت را به عنوان تعمیمی از مفهوم یک 

ها یک همچنین، آن .[4]جبر حالت معرفی کرد 
جبرها تعریف کردند که - 푀푉روي  σعمل یکتایی 

 کند. مفهوم ایدهها را حفظ میخواص عادي حالت
هاي جبرها و ویژگی-MVهاي توسعه یافته در ال

  . [5]آنها توسط فروزش بررسی شده است 
 
  نیازهاپیش -3

در این بخش، به معرفی برخی از تعاریف اولیه و 
هاي بعدي مورد نیاز است، قضایایی که در بخش

  پردازیم.می
 

,∗,⊕,퐴)جبر  [2]. 1,3 تعریف از نوع  (0
(2, 1, جبر است، اگر در شرایط زیر -푀푉یک  (0
  صدق کند:

(1) (퐴,⊕,  یک تکواره آبلی است،(0
(2) (푎∗)∗ = 푎،  
(3) 0∗⊕푎 = 0∗،  
(4) (푎∗⊕푏)∗⊕푏 = (푏∗⊕푎)∗⊕푎.  

  
را به صورت  ∨و  ∧و  ⊙هاي کمکی و عمل 1ثابت 

  کنیم:زیر تعریف می
(1) 푎 ⊙ 푏 = (푎∗⊕푏∗)∗.  
(2) 푎 ⊖ 푏 = 푎 ⊙ 푏∗.  

                                                
3  J. Kuhr 
4  A. Kroupa 
5  J. Rachunek 
6  G. Georgescu 
7  T. Flamino 
8  F. Montagna 
9  L. C. Ciungu 
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(3) 1∗ = 0.  
(4) 푎 ∧ 푏 = 푎 ⊙ (푎∗⊕푏) = 푏⊙ (푏∗⊕푎)   
푎 ∨ 푏 = 푎 ⊕ (푎∗⊙푏) = 푏 ⊕ (푎 ⊙ 푏∗).  

  
퐿اگر  [3] .2,3تعریف = (퐿,∧,∨, 0, یک  (1

푎مشبکه کراندار باشد. یک عضو  ∈ 퐿 دار را متمم
푏گوییم، اگر یک  ∈ 퐿  موجود باشد بطوریکه دو

푎شرط  ∨ 푏 = 푎و  1 ∧ 푏 =   را داشته باشد. 0
 퐵(퐿)را با  퐿دار ي عضوهاي متمممجموعه همه

  دهیم.نشان می
  

، براي هر 퐴جبر -푀푉در هر  [3]. 3,3 لم
푥, 푦 ∈ 퐴 :شرایط زیر برقرارند  

(1) 푥, 푦 ≤ 푥 ⊕ 푦 و     
푥 ≤ 푛푥 = 푥 ⊕ 푥 ⊕⋯⊕ 푥.  
(2) 푥 ≤ 푦 اگر و تنها اگر   푥 ⊙ 푦∗ = 0.  
اگر   (3) 푥 ∈ 퐵(퐴) آنگاه براي هر ،푦 ∈ 퐴 ،
푥 ∧ 푦 = 푥 ⊙ 푦. 
اگر   (4) 푥 ≤ 푦 و   푧 ≤ 푡 آنگاه ،푥 ⊕ 푧 ≤ 푦 ⊕ 푡.  

(5) 1

1

( )
(x x ) ( )

n

n

x x x
x x

   
   




  

(6) 푛푥 ∧ 푚푦 ≤ 푛푚(푥 ∧ 푦). 
(7) (푥 ⊙ 푦∗) ∧ (푦 ⊙ 푥∗) = 0.  

  
 داري عناصر متممي همهمجموعه 퐵(퐴)جاییکه 
퐿(퐴) باشد بطوریکه می퐿(퐴)  مشبکه توزیع پذیر

  باشد.می 퐴در  1و  0با 
  

یک زیر مجموعه  퐼فرض کنید  [2]. 4,3 تعریف
گوئیم اگر  퐴آل از را یک ایده 퐼باشد.  퐴غیر تهی از 

  د:و تنها اگر در شرایط زیر صدق کن
(1) 0 ∈ 퐼. 
اگر   (2) 푥, 푦 ∈ 퐼 آنگاه ،푥 ⊕ 푦 ∈ 퐼. 
اگر   (3) 푥 ∈ 퐼 و   푦 ∈ 퐴 و   푦 ≤ 푥 آنگاه ،푦 ∈ 퐼 
 

را با  퐴جبر -푀푉هاي یک آلمجموعه تمام ایده
퐼푑(퐴) دهیم.نشان می  

푥یک عضو  [3]. 5,3 تعریف ∈ 퐴  داراي مرتبه푛 
کوچکترین عدد طبیعی (در صورت  푛است، اگر 

푛푥وجود) باشد به قسمی که  = و آن را به  1
표푟푑(푥)صورت  = 푛 دهیم. در این حالت نشان می
  :نویسیمداراي مرتبه متناهی است و می 푥گوییم 

표푟푑(푥) ≤ ∞.  
  

یک جبر هایتینگ، یک مشبکه  [15]. 6,3 تعریف
( , , )A    باشد به قسمی که براي هرمی 0با 
	푎, 푏 ∈ 퐴  عضوa b A   موجود باشد به

푥قسمی که براي هر  ∈ 퐴 ،푎 ∧ 푥 ≤ 푏  اگر و تنها
푥اگر  ≤ 푎 → 푏.  در یک جبر هایتینگ퐴 براي هر ،

푥 ∈ 퐴 ،푥 ⊙ 푥 = 푥از اینرو ،  
푥 ⊙ 푦 = 푥 ∧ 푦 = 푥 ⊙ (푥 → 푦)  

  
یک جبر هایتینگ  퐴فرض کنید  [15]. 7,3 لم

,푥باشد. آنگاه براي هر  푦, 푧 ∈ 퐴 شرایط زیر ،
  برقرارند:

(1) 1 → 푥 = 푥, 푥 → 푥 = 1.  
(2)	푥 → (푦 → 푧) = (푥 ⊙ 푦) → 푧 = 푦 →
(푥 → 푧).  
(3) 푥 → (푦 ∧ 푧) = (푥 → 푦) ∧ (푥 → 푧)   

  
- 푀푉آل از یک ایده 퐼فرض کنید [5]. 8,3 تعریف

퐵و  퐴جبر  ⊆ 퐴 آل توسعه یافته از باشد. ایده퐼 
 کنیم:را به صورت زیر تعریف می 퐵وابسته به 

( ) { | , }IE B x A x b I b B         
  

aاگر  A ،({ })IE a  را به صورت( )IE a  نمایش
  دهیم.می
  

جبر -푀푉دو  푁و  푀فرض کنید  [3]. 9,3 تعریف
푓:푀باشند.  → 푁  را یک همریختی푀푉- جبر

,푥گویند، اگر براي هر 푦 ∈ 푀   شرایط زیر برقرار
  باشند:

(1) 푓(0) = 0،  
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(2) 푓(푥 ⊕ 푦) = 푓(푥)⊕ 푓(푦)،  
(3) 푓(푥∗) = (푓(푥))∗.  

  
جبر حالت، یک جفت -푀푉یک  [8]. 10,3 تعریف
(퐴, 휎)  است بطوریکه퐴  یک푀푉 - جبر است و

휎: 퐴 → 퐴 روي  یک عمل یکتایی بهA  است که
,푥براي هر  푦 ∈ 퐴 کند:در شرایط زیر صدق می 

(1) 휎(1) = 1،  
(2) 휎(푥∗) = 휎(푥)∗،  
(3) 휎(푥 ⊕ 푦) = 휎(푥) ⊕ 휎(푦 ⊖ (푥 ⊙ 푦))،  
(4)  휎(휎(푥) ⊕ 휎(푦)) = 휎(푥)⊕ 휎(푦)  

  
,퐴)جبر حالت -푀푉در یک  [8]. 11,3 لم 휎) ،

,푥براي هر  푦 ∈ 퐴هاي زیر برقرار است:، ویژگی  
(1) 휎(푥 ⊕ 푦) ≤ 휎(푥) ⊕ 휎(푦) 
(2) 휎 휎(푥) = 휎(푥) 
푥اگر  (3) ≤ 푦 آنگاه ،σ(푥) ≤ 휎(푦) 
(4) 휎(휎(푥)⊙ 휎(푦)) = 휎(푥)⊙ 휎(푦) 

  
جبر -푀푉آل حالت از یک ایده [8]. 12,3 تعریف
,퐴)حالت  휎) یک ،푀푉-آل بسته تحت ایدهσ 

,퐴)هاي حالت ازآلي ایدهاست. مجموعه 휎)  را با
퐼 (퐴) دهیم.نشان می 

  
آل حالت سره از یک ایده [8]. 13,3 تعریف
(퐴, 휎) د شوآل حالت ماکسیمال نامیده مییک ایده

اي از آل حالت سرهاگر اکیداً مشمول هیچ ایده
(퐴, 휎) هاي حالت آلي ایدهنباشد. مجموعه

,퐴)ماکسیمال از  휎)  را با푀푙 (퐴) دهیم.نشان می 
  

,퐴)فرض کنید  [7]. 14,3 لم 휎)  یک푀푉- جبر
باشد، آنگاه  퐴یک مجموعه ناتهی از  퐵حالت باشد و 

را به این صورت  퐵ده توسط آل حالت تولید شایده
  دهیم:نشان می

(퐵] = {푥 ∈ 퐴|	푥 ≤ 푛 푏 ⊕휎(푏 ) ⊕
⋯⊕ 푛 푏 ⊕ 휎(푏 ) , 푏 ∈ 퐵,	  
푛 ≥ 1, 푘 ≥ 1}  

(푎] = {푥 ∈ 퐴|	푥 ≤ 푛 푎 ⊕ 휎(푎) , 푛 ≥ 1}  
  

از  푃آل حالت سره یک ایده [7]. 15,3 تعریف
(퐴, 휎) شود اگر حالت اول نامیده می آلیک ایده

,푎براي  푏 ∈ 퐴 بطوریکه  
(푎 ⊕ 휎(푎)) ∧ (푏 ⊕ 휎(푏)) ∈ 푃 ،  

  
푎نتیجه شود  ∈ 푃  یا푏 ∈ 푃 .  
هاي حالت اول از آلمجموعه تمام ایدهقرارداد. 
(퐴, 휎)  را با푆푝푒푐 (퐴) دهیم.نشان می  

  
هاي آلایده 퐽و  퐼فرض کنید  [7]. 16,3 نکته

,퐴)حالت از  휎) دهیمباشند. قرار می  
퐼 ∧ 퐽 = 퐼 ∩ 퐽 و    
퐼 ∨ 퐽 = (퐼 ∪ 퐽] = {푥 ∈ 퐴|	푥 ≤ 푎 ⊕
푐, ∃푎 ∈ 퐼, 푐 ∈ 퐽}.  

  
,퐴)از   퐼آل حالت سره ایده [6]. 17,3 تعریف 휎) 
,푥آل حالت سرسخت گویند، اگر را ایده 푦 ∉ 퐼 
휎(푥)شود  نتیجه ⊙ 휎(푦)∗ ∈ 퐼  و

휎(푦)⊙ 휎(푥)∗ ∈ 퐼 براي هر ،푥, 푦 ∈ 퐴.  
  

آل حالت یک ایده 퐼فرض کنید  [6]. 18,3 قضیه
,퐴)سرسخت از  휎)  باشد. آنگاه퐼 آل حالت یک ایده

,퐴)ماکسیمال از  휎) .است  
  

,퐴)از  퐼آل حالت ایده [6]. 19,3 تعریف 휎)  را
푥)آل حالت بولی گویند، اگر ایده ⊕ 휎(푥)) ∧

(푥∗⊕휎(푥∗)) ∈ 퐼.  
  

آل حالت یک ایده 퐼رض کنید ف [6]. 20,3 قضیه
,퐴)اول و بولی از  휎)  باشد. آنگاه퐼 آل یک ایده

,퐴)حالت سرسخت از  휎) .است  
  

آل حالت سره از یک ایده 퐼اگر  [7]. 21,3 تعریف
(퐴, 휎)هاي آلاین صورت اشتراك همه ایدهاشد، درب
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,퐴)حالت ماکسیمال از  휎)  شاملI  را رادیکال
푅푎푑کنند و آن را با می تعریف 퐼حالت  (퐼) 

  دهند.نمایش می
  

,퐴)فرض کنید  [7]. 22,3 قضیه 휎)  یک푀푉-
퐼جبر حالت و  ∈ 퐼 (퐴)  باشد. آنگاه  

푅푎푑 (퐼) = {푥 ∈ 퐴|	푛휎(푥) ⊙ 휎(푥) ∈
퐼, ∀푛 ≥ 1}  

  
آل حالت یک ایده 퐼فرض کنید  [7]. 23,3 تعریف

,퐴)سره از  휎) ن صورت اگر باشد. در ای
푅푎푑 (퐼) = 퐼 آنگاه ،퐼 آل حالت نیمه را یک ایده

,퐴)ماکسیمال از  휎) .گویند  
  

,퐴)فرض کنید  [1]. 24,36 تعریف 휏)  و(퐵, 휎) 
푓:퐴جبر حالت باشند آنگاه -푀푉دو  → 퐵  را یک
푀푉- همریختی حالت گوییم اگر푓  همریختی
푀푉- جبري باشد و براي هر푥 ∈ 퐴 ،

푓 휏(푥) = 휎(푓(푥)).  
  

,퐴)فرض کنید  [7]. 25,3 لم 휎)  یک푀푉- جبر
,푎حالت و  푏 ∈ 퐴 :باشند. آنگاه شرایط زیر برقرارند 

푎اگر  (1) ≤ 푏 آنگاه ،(푎] ⊆ (푏] ،  
(2) (휎(푎)] ⊆ (푎] ،  
(3) (푎 ⊕ 휎(푎)] = (푎] ،  
(4) (푎] ∩ (푏] = ((푎 ⊕ 휎(푎)) ∧ (푏 ⊕
휎(푏))] ،  
(5) (푎] ∨ (푏] = (푎 ⊕ 푏] .  

  
퐼اگر  [7]. 26,3 گزاره , 퐼 ∈ 퐼 (퐴)آنگاه ،  

퐼 ↪ 퐼 = {푥 ∈ 퐴|퐼 ∩ (푥] ⊆ 퐼 }  
  

,퐴)آل حالت از یک ایده 휎) .است  
  

,퐴)فرض کنید  [7]. 27,3 گزاره 휎)  یک푀푉-
퐼)جبر حالت باشد. آنگاه  (퐴),∩,∨,↪ , {0}, 퐴) 
  یک جبر هایتینگ است.

,퐴)حالت  جبر- MV [6]. 28,3 تعریف 휎)  را
,푥زنجیر حالت گوییم، اگر براي هر  푦 ∈ 퐴، 

σ(푥) ≤ 휎(푦)  یا σ(y) ≤ 휎(푥) . 

 
-푴푽هاي حالت توسعه یافته در آلایده -4

 جبرهاي حالت
 جبر باشد.-푀푉یک  퐴در ادامه، فرض کنید 

 퐼آل حالت توسعه یافته ین بخش، به معرفی ایدهدر ا
پردازیم و برخی از می 퐴از  퐵وابسته به زیرمجموعه 

  دهیم.هاي آنرا را مورد مطالعه قرار میویژگی
  

-푀푉آل حالت از یک ایده 퐼فرض کنید . 1,4 قضیه
,퐴)جبر حالت  휎)  و퐵 ⊆ 퐴 باشد. آنگاه مجموعه 

퐸 (퐵) = {푥 ∈ 퐴|	(푥 ⊕ 휎(푥)) ∧ (푏 ⊕
휎(푏)), ∈ 퐼, ∀푏 ∈ 퐵}  

  
,퐴)آل حالت از یک ایده 휎) است به قسمی که 

퐼 ⊆ 퐸 (퐵).  
,푥فرض کنید  برهان. 푦 ∈ 퐸 (퐵) لذا براي هر ،
푏 ∈ 퐵 شودنتیجه می  

(푥 ⊕ 휎(푥)) ∧ (푏 ⊕ 휎(푏)) ∈ 퐼  و 
(푦 ⊕ 휎(푦)) ∧ (푏 ⊕ 휎(푏)) ∈ 퐼 . 

 آنگاه بنا به 
  )، داریم:6) و (5و ( )1( 3,3 م) و ل1( 11,3 لم

((푥 ⊕ 푦)⊕ 휎(푥 ⊕ 푦)) ∧ (푏 ⊕ 휎(푏)) ≤
(푥 ⊕ 푦⊕ 휎(푥) ⊕ 휎(푦)) ∧ (푏 ⊕ 휎(푏))   
≤ 푥⊕ 휎(푥) ⊕ 푦⊕ 휎(푦) ⊕

푥⊕휎(푥) ⊕ 푦⊕휎(푦) ∧ (푏 ⊕ 휎(푏))  
= 2( 푥 ⊕ 휎(푥) ⊕ 푦⊕ 휎(푦) ) ∧ (푏 ⊕
휎(푏))   
≤ 2(( 푥 ⊕ 휎(푥) ⊕ 푦⊕휎(푦) ) ∧ (푏 ⊕
휎(푏)))  
≤ 2( 푥 ⊕ 휎(푥) ∧ 푏 ⊕ 휎(푏)   

⊕ 푦⊕ 휎(푦) ∧ 푏 ⊕ 휎(푏) ) ∈ 퐼  
  

푥در نتیجه  ⊕ 푦 ∈ 퐸 (퐵) اگر .푦 ∈ 퐸 (퐵)  و
푥 ≤ 푦 ،푥 ∈ 퐴آنگاه ، 
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푥 ⊕ 휎(푥) ∧ 푏 ⊕ 휎(푏) ≤ 푦⊕
휎(푦) ∧ 푏 ⊕ 휎(푏) ∈ 퐼  

  
푥لذا  ∈ 퐸 (퐵) اکنون، فرض کنید .푥 ∈ 퐸 (퐵) .

  )، داریم:6) و (1( 3,3 ) و لم2( 11,3 آنگاه بنا به لم
휎(푥) ⊕ 휎(휎(푥)) ∧ 푏 ⊕ 휎(푏) =
2휎(푥) ∧ 푏 ⊕ 휎(푏)   
≤ 2(푥 ⊕ 휎(푥)) ∧ 푏 ⊕ 휎(푏)   
≤ 2 푥 ⊕ 휎(푥) ∧ 푏 ⊕ 휎(푏) ∈ 퐼,
∀푏 ∈ 퐵.  

  
σ(푥)در نتیجه  ∈ 퐸 (퐵) بنابراین .
퐸 (퐵) ∈ 퐼 (퐴) حال، اگر .푥 ∈ 퐼  آنگاه
푥 ⊕ 휎(푥) ∈ 퐼 در نتیجه براي هر ،푏 ∈ 퐵، 

푥 ⊕ 휎(푥) ∧ 푏 ⊕ 휎(푏) ∈ Iلذا ،  
푥 ∈ 퐸 (퐵) .  

  
퐼بنابراین  ⊆ 퐸 (퐵).  

  
آل حالت از یک ایده 퐼فرض کنید  .2,4 تعریف
푀푉-جبر حالت(퐴, 휎) باشد به قسمی که 퐵 ⊆ 퐴 .

퐸مجموعه  (퐵) آل حالت توسعه یافته از را ایده퐼 
푎گویند. اگر  퐵ته به وابس ∈ 퐴 ،퐸 ({푎})  را به

퐸صورت  (푎) دهیم.نمایش می  
  

퐴فرض کنید . 3,4 مثال = {0, 푎, 푏, 푐, 푑, 1} ،
0جاییکه  < 푎, 푏 < 푐 < 0و  1 < 푏 < 푑 < 1 .

  را به صورت زیر تعریف  ∗و  ⊕و  ⊙هاي عمل
  کنیم:می

1 푑 푐 푏 푎 0 ∗ 
0 푎 푏 푐 푑 1  

 

 
1 푑 푐 푏 푎 0 ⊕ 
1 푑 푐 푏 푎 0 0 
1 1 푐 푐 푎 푎 푎 
1 푑 1 푑 푐 푏 푏 
1 1 1 1 푐 푐 푐 
1 푑 1 푑 1 푑 푑 
1 1 1 1 1 1 1 

1 푑 푐 푏 푎 0 ⊙ 
0 0 0 0 0 0 0 
푎 0 푎 0 푎 0 푎 
푏 푏 0 0 0 0 푏 
푐 푏 푎 0 푎 0 푐 
푑 푑 푏 푏 0 0 푑 
1 푑 푐 푏 푎 0 1 

 
,∗,⊕,퐴)آنگاه  0, . [11]جبر است-푀푉یک  (1

  کنیم:را به صورت زیر تعریف می 퐴روي  휎نگاشت 
σ(푥) = 0				푥 = 0, 푏, 푑

1				푥 = 1, 푐, 푎   

  
,퐴)توان بررسی کرد که به راحتی می 휎)  یک

푀푉- جبر حالت و퐼 = {0, 푏, 푑} آل یک ایده
,퐴)حالت از  휎) باشد ومی  

퐸 ({푎, 푐}) = 퐼.  
  

,퐴)فرض کنید  . 4,4 گزاره 휎)  یک푀푉 - جبر
,퐼حالت باشد،  퐽 ∈ 퐼 (퐴)  و퐵, 퐶 ⊆ 퐴 آنگاه .

  شرایط زیر برقرارند:
اگر   (1) 퐵 ⊆ 퐶 آنگاه   퐸 (퐶) ⊆ 퐸 (퐵).  
اگر   (2) 퐼 ⊆ 퐽 آنگاه   퐸 (퐵) ⊆ 퐸 (퐵).  
(3) 퐸 (퐵) = 퐴 تنها اگر اگر و   퐵 ⊆ 퐼.  
(4) 퐵 ⊆ 퐸 (퐸 (퐵)).  
اگر   (5) 퐼 ⊆ 퐽 آنگاه   퐸 (퐽) ∩ 퐽 = 퐼.  
(6) 퐸 퐸 (퐵) ∩ 퐸 (퐵) = 퐼.  
اگر   (7) 1 ∈ 퐵 آنگاه   퐸 (퐵) = 퐼.  
(8) 퐸 (퐵) = 퐸 ((퐵] ).  

  
) 8( [5]، در مقاله 7,3 ) مشابه قضیه7(-)1( برهان.
퐵چون  ⊆ (퐵] ) داریم 1لذا بنا به قسمت (

퐸 ((퐵] ) ⊆ 퐸 (퐵) اکنون فرض کنید .
푥 ∈ 퐸 (퐵)این صورت براي هر . در푏 ∈ 퐵 داریم:  

(푥 ⊕ 휎(푥)) ∧ (푏 ⊕ 휎(푏)) ∈ 퐼   
  

푦و فرض کنید  ∈ (퐵]14,3 . در نتیجه بنا به لم ،
푏 ∈ 퐵 و푛 ≥ 푘و 1 ≥   قسمی کههدارند بوجود  1
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푦 ≤ 푛 푏 ⊕ 휎(푏 ) ⊕⋯⊕
푛 푏 ⊕휎(푏 ) =⊕ 푛 (푏 	⊕ 휎(푏 ))  

  
) 5) و (1( 3,3 ) و لم2) و (1( 11,3 آنگاه بنا به لم

  ) داریم:6و (
(푥 ⊕ 휎(푥)) ∧ (푦 ⊕ 휎(푦)) ≤ (푥 ⊕ 휎(푥)) ∧
(	⊕ 푛 푏 ⊕ 휎(푏 ) ⊕
⊕ 2푛 휎(푏 ) )  
≤ ((푥 ⊕ 휎(푥)) ∧ (	⊕ 푛 푏 ⊕
휎(푏 ) )  
⊕((푥 ⊕ 휎(푥)) ∧ ⊕ 2푛 휎(푏 ) )  
≤⊕ 푛 푥⊕ 휎(푥) ∧	 푏 ⊕ 휎(푏 )   

⊕(⊕ 2푛 푥⊕ 휎(푥) ∧

푏 ⊕ 휎(푏 ) ) ∈ 퐼  
  

푥لذا ∈ 퐸 ((퐵] 퐸بنابراین.( (퐵) = 퐸 ((퐵] ).   
  

,퐴)فرض کنید . 5,4 قضیه 휎)  یک푀푉 - جبر
,퐴)آل حالت سره از یک ایده 퐼حالت و  휎)  .باشد

  آنگاه شرایط زیر معادلند:
(1) 퐼 ∈ 푆푝푒푐 (퐴)، 
(2) 퐸 (퐵) = 퐴 یا   퐸 (퐵) = 퐼 براي هر  
퐵 ⊆ 퐴، 
(3) 퐸 (푎) = 퐼 براي هر   푎 ∈ 퐴\퐼. 

  
(1) برهان. ⟹ 퐸فرض کنید  (2) (퐵) ≠ 퐼  و

푥 ∈ 퐸 (퐵)\퐼 بنابراین براي هر ،푏 ∈ 퐵 ،
(푥 ⊕ 휎(푥)) ∧ (푏 ⊕ 휎(푏)) ∈ 퐼 . 

푏، 15,3 بنا به تعریف ∈ 퐼  براي هر푏 ∈ 퐵 پس .
퐵 ⊆ 퐼شود نتیجه می )3( 4,4 . آنگاه از گزاره

퐸 (퐵) = 퐴.  
(2) ⟹ 푎فرض کنید  (3) ∈ 퐴\퐼4,4 . از گزاره 

퐸شود ) نتیجه می3( (푎) ≠ 퐴 بنابراین بنا به ،
퐸داریم  )2قسمت ( (푎) = 퐼.  

(3) ⟹ ,푎فرض کنید  (1) 푏 ∈ 퐴  بطوریکه
(푎 ⊕ 휎(푎)) ∧ (푏 ⊕ 휎(푏)) ∈ 퐼  و푎 ∉ 퐼 .

퐸م ) داری3آنگاه بنا به قسمت ( (푎) = 퐼 و چون 
(푎 ⊕ 휎(푎)) ∧ (푏 ⊕ 휎(푏)) ∈ 퐼داریم ، 

푏 ∈ 퐸 (푎) یعنی ،푏 ∈ 퐼 در نتیجه .
퐼 ∈ 푆푝푒푐 (퐴).  

  
,퐴)فرض کنید . 6,4 قضیه 휎)  یک푀푉 - جبر

,퐴)آل حالت سره از یک ایده 퐼حالت و  휎)  .باشد
  آنگاه شرایط زیر معادلند:

(1) 퐼 ∈ 푀푙 (퐴)،  
(2) 퐸 (퐵) ∈ 푀푙 (퐴) یا   퐸 (퐵) = 퐴 براي هر  
퐵 ⊆ 퐴. 

  
(1) برهان. ⟹ 퐸فرض کنید  (2) (퐵) ≠ 퐴 .

퐼آنگاه  ⊆ 퐸 (퐵) ≠ 퐴  و چون퐼 ∈ 푀푙 (퐴)،  در
  نتیجه

퐸 (퐵) = 퐼 ∈ 푀푙 (퐴)  
 

(2) ⟹ 퐵 فرض کنید (1) = . آنگاه بنا به {1}
 فرض داریم) و 7( 4,4 گزاره

퐼 = 퐸 (1) ∈ 푀푙 (퐴).  
  

,퐴)فرض کنید . 7,4 گزاره 휎)  یک푀푉 - جبر
퐽}حالت و  } ∈ , 퐽 ∈ 퐼 (퐴)  ،퐵, {B } ∈ ⊆ 퐴 

  باشد. آنگاه 
(1) 퐸 (∪ ∈ 퐵 ) =∩ ∈ 퐸 (퐵 ).  
(2) 퐸⋂ ∈

(퐵) =∩ ∈ 퐸 (퐵).  
  

,퐴)فرض کنید . 8,4 لم 휎)  یک푀푉- جبر حالت و
퐼, 퐽, 퐾 ∈ 퐼 (퐴) باشد. آنگاه 

(1) 퐸 (퐽) ∩ 퐽 ⊆ 퐼. 
(2) 퐽 ∩ 퐾 ⊆ 퐼 اگر و تنها اگر   퐾 ⊆ 퐸 (퐽). 

  
푥) فرض کنید 1( برهان. ∈ 퐸 (퐽) ∩ 퐽 آنگاه .
푥 ∈ 퐽  و푥 ∈ 퐸 (퐽)ي هر . لذا برا푏 ∈ 퐽  نتیجه

  .شودمی
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(푥 ⊕ 휎(푥)) ∧ (푏 ⊕ 휎(푏)) ∈ 퐼 . 
  

푏گیریم در نظر می = 푥 داریم ،(푥 ⊕ 휎(푥)) ∧
(푥 ⊕ 휎(푥)) ∈ 퐼 از اینرو .≤ 푥 ⊕ 휎(푥) ∈ 퐼 .

푥آل در نتیجه بنا به ویژگی ایده ∈ 퐼 بنابراین .
퐸 (J) ∩ J ⊆ I .  

퐽فرض کنید  )2( ∩ 퐾 ⊆ 퐼  و푥 ∈ 퐾 آنگاه براي .
푏 هر ∈ 퐽ریم ، دا(푏 ⊕ 휎(푏)) ∈ 퐽 و 

(푥 ⊕ 휎(푥)) ∈ 퐾طبق ویژگی مینیمم داریم . 
푥 ⊕휎(푥) ∧ 푏 ⊕휎(푏) ≤ 푥 ⊕ 휎(푥),
푏 ⊕ 휎(푏)   

  
 آل هستند. پسایده 퐾و  퐽و چون 

푥 ⊕휎(푥) ∧ 푏 ⊕휎(푏) ∈ 퐽 ∩ 퐾 . 
  

푏آنگاه براي هر  ∈ 퐽 شودنتیجه می. 
푥 ⊕휎(푥) ∧ 푏 ⊕휎(푏) ∈ 퐼 . 

  
푥 از اینرو ∈ 퐸 (퐽) یعنی ،퐾 ⊆ 퐸 (퐽) ،اکنون .

퐾فرض کنید  ⊆ 퐸 (퐽)) داریم1. طبق قسمت ،(  
퐽 ∩ 퐾 ⊆ 퐽 ∩ 퐸 (퐽) ⊆ 퐼.   

  
پایدار تحدید به  퐼آل حالت ایده. 9,4 تعریف

شود،اگر نامیده می 퐴از  퐵زیرمجموعه 
퐼 = 퐸 (퐵).  

  
,퐴)از  آل حالتیک ایده 퐼کنید  ضفر. 10,4 لم 휎) 

퐸باشد. آنگاه  (퐵) آل پایدار کوچکترین ایده
است بطوریکه  퐴از  퐵تحدید به زیرمجموعه 

퐼 ⊆ 퐸 (퐵).  
퐸 داریم ،1,4 بنا به گزاره برهان. (퐵) ⊆

퐸 ( )(퐵) ،فرض کنید . برعکس푥 ∈ 퐸 ( )(퐵) .
푏هر آنگاه براي  ∈ 퐵داریم ،  

(푥 ⊕ 휎(푥)) ∧ (푏 ⊕ 휎(푏)) ∈ 퐸 (퐵).  
  

′푏از اینرو براي هر  ∈ 퐵:داریم ، 

((( ( )) ( ( ))
(( ( )) ( ( )))
( ' ( '))

x x b b
x x b b

b b I

 
  



   
  

  

  

  
푏 گیریمدر نظر می = 푏  و براي هر푏 ∈ 퐵  بنا به

  )، داریم:1( 3,3 لم
푥⊕ 휎(푥) ∧ 푏 ⊕ 휎(푏) ⊕

휎 푥⊕ 휎(푥) ∧ 푏 ⊕ 휎(푏) ∧

푏 ⊕ 휎(푏 ) ≥ 푥 ⊕ 휎(푥) ∧

푏 ⊕ 휎(푏) ∧ 푏 ⊕ 휎(푏) =
푥 ⊕ 휎(푥) ∧ 푏 ⊕ 휎(푏) ∈ 퐼   

  
푥در نتیجه  ∈ 퐸 (퐵) لذا .퐸 ( )(퐵) ⊆

퐸 (퐵)  و در نتیجه퐸 ( )(퐵) = 퐸 (퐵) .
퐸بنابراین  (퐵)  پایدار تحدید به퐵 .است  

 퐵آل پایدار تحدید به یک ایده 퐽، فرض کنید اکنون
퐼باشد بطوریکه  ⊆ 퐽نتیجه 2( 4,4 . از گزاره (  

퐸شود که می (퐵) ⊆ 퐸 (퐵) = 퐽.  
  

,퐼کنیم اگر یاداوري می نکته. 퐽 هايالایده 푀푉 -
퐼باشند به قسمی که  A جبر ∧ 퐽:= 퐼 ∩ 퐽, 퐼 ∨

퐽: = (퐼 ∪ 퐽]آنگاه ،(퐴,∧,∨)   مشبکه کامل توزیع
  .[15]پذیراست

  
퐸، داریم 10,4 بنا به لم. 11,4 نتیجه (퐵)  یک

است. از اینرو هر  퐵آل حالت پایدار تحدید به ایده
قرار 푆(퐵)  در 퐵آل حالت پایدار تحدید به ایده

푆(퐵) دارد، جاییکه = {퐸 (퐵)|	퐼 ∈ 퐼 (퐴)} .
퐸براي تمام عضوهاي  (퐵),퐸 (퐵) ∈ S(B) ،

퐸را به صورت  ⊔و  ⊓هاي عمل (퐵) ⊓
퐸 (퐵) = 퐸 ∧ (퐵) و퐸 (퐵) ⊔ 퐸 (퐵) =

퐸 ∨ (퐵) کنیم. جاییکه تعریف می퐸 ∧ (퐵)  یا)
퐸 ∨ (퐵)اینفیمم (سوپریمم) از ( 

{퐸 (퐵),퐸 (퐵)} در S(B) باشد. نشان می  
퐸 دهیم کهمی ∨ (퐵)  سوپریمم از
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퐸 (퐵)	و	퐸 (퐵)  درS(B) 4,4 است. بنا به گزاره 
퐸)، داریم 2( (퐵),퐸 (퐵) ⊆ 퐸 ∨ (퐵) براي هر .

퐸مانند  퐵آل حالت پایدار تحدید به ایده (퐵) ،
퐸بطوریکه  (퐵),퐸 (퐵) ⊆ 퐸 (퐵) ثابت ،  

   :کنیممی
퐸 ∨ (퐵) ⊆ 퐸 (퐵) . 

  
푥فرض کنید  ∈ 퐸 ∨ (퐵) آنگاه براي هر .푏 ∈ 퐵 ،

푥داریم  ⊕휎(푥) ∧ 푏 ⊕휎(푏) ∈ 퐼 ∨ J .
푎لذا  ∈ 퐼 ⊆ 퐸 (퐵)  و푐 ∈ 퐽 ⊆ 퐸 (퐵)  وجود

푥بطوریکه  دارند ⊕휎(푥) ∧ 푏 ⊕휎(푏) ≤
푎 ⊕ c ،در نتیجه براي هر  푏 ∈ 퐵:داریم  

푥 ⊕휎(푥) ∧ 푏 ⊕휎(푏) ∈ 퐸 (퐵) ∨
퐸 (퐵) ⊆ 퐸 (퐵) . 

  
푥، 10,4 لذا بنا به لم ∈ 퐸 ( )(퐵) = 퐸 (퐵) .

퐸یعنی  ∨ (퐵)  سوپریممی از{퐸 (퐵),퐸 (퐵)} 
  است.  S(B)در 

مشبکه   (∨,∧,퐴)همچنین بنا به نکته قبل چون
 کامل توزیع پذیراست، لذا داریم:

퐸 (퐵) ⊓ 퐸 (퐵) ⊔ 퐸 (퐵) =  

퐸 (퐵) ⊓ 퐸 ∨ (퐵) =  
= 퐸 ∧( ∨ )(퐵)  
=퐸( ∧ )∨( ∧ )(퐵)  
=퐸 ∧ (퐵) ⊔ 퐸 ∧ (퐵)  
= (퐸 (퐵) ⊓ 퐸 (퐵)) ⊔ (퐸 (퐵) ⊓ 퐸 (퐵).  

  
  .پذیر استیک مشبکه توزیع (⊔,⊓,푆(퐵))بنابراین 

  
퐼اگر . 12,4 نتیجه ∈ 퐼 (퐴)  و퐵 ⊆ 퐴 آنگاه ،

 شرایط زیر برقرارند:
(1) 퐸 (퐼) = 퐸 (0) = 퐴. 
(2) 퐸 (퐵) = 퐸 (퐸 퐸 (퐵) ). 

  
  

  برهان.
퐼) و چون 3( 4,4 بنا به گزاره )1( ⊆ 퐼  نتیجه  

퐸شود می (퐼) = 퐴 {0}. همچنین چون ⊆ 퐼 ،
퐸همانند قبل  (0) = 퐴. 

퐵)، داریم 4( 4,4 بنا به گزاره )2( ⊆ 퐸 (퐸 (퐵)) 
 شود)، نتیجه می1( 4,4 و بنا به گزاره

퐸 (퐸 퐸 (퐵) ) ⊆ 퐸 (퐵).  
  

  دهیمحال نشان می
퐸 (퐵) ⊆ 퐸 (퐸 퐸 (퐵) ) . 

  
푥فرض کنید  ∈ 퐸 (퐵) آنگاه براي هر .푏 ∈ 퐵 

  :داریم
(푥 ⊕ 휎(푥)) ∧ (푏 ⊕ 휎(푏)) ∈ 퐼 .  

  
퐵) چون 4( 4,4 بنا به گزاره ⊆ 퐸 (퐸 (B))لذا ،  

(푥 ⊕ 휎(푥)) ∧ (푏 ⊕ 휎(푏)) ∈ 퐼  
  

푏براي هر  ∈ 퐸 (퐸 (퐵))در نتیجه .  
푥 ∈ 퐸 (퐸 퐸 (퐵) ) .  

  
퐸بنابراین  (퐵) = 퐸 (퐸 퐸 (퐵) ).   

  
از آل حالت سره یک ایده 퐼فرض کنید . 13,4 قضیه
(퐴, 휎)  باشد و퐵 زیرمجموعه 퐴 آنگاه ،

퐸 (퐵) ∩ 퐵 ⊆ 퐼.  
푥فرض کنید برهان.  ∈ 퐸 (퐵) ∩ 퐵 آنگاه ،

푥 ∈ 퐸 (퐵)  و푥 ∈ 퐵 لذا براي هر ،푏 ∈ 퐵 ،
  داریم:

푥 ⊕휎(푥) ∧ 푏 ⊕휎(푏) ∈ 퐼.  
 

푏براي  = 푥 ∈ 퐵 شودنتیجه می  
푥 ⊕ 휎(푥) = 푥 ⊕ 휎(푥) ∧  
푥⨁휎(푥) ∈ 퐼  
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푥 )، داریم1( 3,3 بنا به لم ≤ 푥 ⊕휎(푥)  و بنا به
푥 آل داریمویژگی ایده ∈ 퐼 بنابراین .

퐸 (퐵) ∩ 퐵 ⊆ 퐼.   
  

}퐸 .14,4 نتیجه }(퐵) ∩ 퐵 = {0}.  
  

,퐴)فرض کنید . 15,4 گزاره 휏)  و(퐵, 휎)  دو
푀푉- جبر حالت و푓:퐴 → 퐵  یک푀푉- همریختی

푓(퐴حالت باشد بطوریکه  ) = 퐵′ جاییکه ،퐴′  و
퐵′ هاي به ترتیب زیرمجموعه퐴 퐵 .هستند  

  آنگاه شرایط زیر برقرارند:
 ′퐵آل حالت پایدار تحدید به یک ایده 퐼اگر  )1(

푓باشد، آنگاه  (퐼) آل حالت پایدار تحدید یک ایده
 است. ′퐴به 

آل حالت پایدار یک ایده 퐼پوشا باشد،  푓اگر  )2(
퐾푒푟(푓)و  ′퐴تحدید به  ⊆ 퐼  باشد، آنگاه푓(퐼) 

 است.  ′퐵آل حالت پایدارتحدید به یک ایده
آل حالت پایدار یک ایده 퐼) فرض کنید 1( برهان.

퐼باشد. آنگاه  ′퐵تحدید به  = 퐸 (퐵 ، کافی است (
  نشان دهیم 

푓 (퐼) = 푓 퐸 (퐵 ) = 퐸 ( )(퐴 ).  
푥 ∈ 퐸 ( )(퐴 ) ⇔ 푥⊕ 휏(푥) ∧
푎 ⊕ 휏(푎) ∈ 푓 (퐼), ∀푎 ∈ 퐴   
⇔ 푓 푥⊕ 휏(푥) ∧ 푎⊕ 휏(푎) ∈ 퐼, ∀푎 ∈ 퐴   

⇔ 푓(푥) ⊕ 푓 휏(푥) ∧ 푓(푎) ⊕

푓 휏(푎) ∈ 퐼, ∀푎 ∈ 퐴   

⇔ 푓(푥) ⊕ 휎 푓(푥) ∧ 푓(푎)⊕

휎 푓(푎) ∈ 퐼, ∀푎 ∈ 퐴   

⇔ 푓(푥) ⊕ 휎 푓(푥) ∧ 푓(푏) ⊕ 휎(푏) ∈
퐼, ∀푏 ∈ 퐵   
⇔ 푓(푥) ∈ 퐸 (퐵 )  
⇔ 푥 ∈ 푓 퐸 (퐵 ) .  
 

آل حالت پایدار تحدید یک ایده 퐼) فرض کنید 2( 
 퐵آل حالت از یک ایده 푓(퐼)باشد. بوضوح،  ′퐴به 

  است. کافی است نشان دهیم که 

퐸 ( )(퐵 ) = 푓 퐸 (퐴 ) = 푓(퐼).  
  

푥فرض کنید  ∈ 푓(퐸 (퐴 푡. آنگاه (( ∈ 퐸 (퐴 ) 
푥وجود دارد به قسمی که  = 푓(푡) لذا براي هر .

푎 ∈ 퐴′ داریم  
푡 ⊕ 휏(푡) ∧ 푎⊕ 휏(푎) ∈ 퐼.  

  
푏از اینرو براي هر  = 푓(푎) ∈ 퐵′ :داریم  

푥 ⊕ 휎(푥) ∧ 푏 ⊕ 휎(푏) = 푓(푡) ⊕

휎 푓(푡) ∧ 푓(푎) ⊕ 휎 푓(푎)   

= (푓(푡) ⊕ 푓(휏(푡)) ∧ 푓(푎) ⊕ 푓 휏(푎)   
= 푓 푡 ⊕ 휏(푡) ∧ 푓 푎 ⊕ 휏(푎)   
= 푓 푡 ⊕ 휏(푡) ∧ 푎 ⊕ 휏(푎) ∈ 푓(퐼).  

  
푥در نتیجه  ∈ 퐸 ( )(퐵 برعکس، فرض کنید  .(

푥 ∈ 퐸 ( )(퐵 푠پوشاست،  푓چون  ،( ∈ 퐴  وجود
푓(푠)دارد به قسمی که  = 푥:لذا داریم .  

푥 ∈ 퐸 ( )(퐵 ) ⇔ 	 푥 ⊕ 휎(푥) ∧
푏 ⊕ 휎(푏) ∈ 푓(퐼), ∀푏 ∈ 퐵   
⇔ (푓(푠) ⊕ 푓(휏(푠)) ∧ 푓(푎 )⊕

푓 휏(푎 ) ∈ 푓(퐼), 푎 ∈ 퐴   

⇔ 푓 푠⊕ 휏(푠) ∧ 푎 ⊕ 휏(푎 ) =
푓(푡), ∃푡 ∈ 퐼, ∀푎 ∈ 퐴   
⇔ 푠⊕ 휏(푠) ∧ 푎 ⊕ 휏(푎 ) ⊙ 푡∗ ∈
퐾푒푟(푓) ⊆ 퐼, 푡 ∈ 퐼, ∀푎 ∈ 퐴   
⇔ 푠⊕ 휏(푠) ∧ 푎 ⊕ 휏(푎 )   
≤ 푡 ∨ 푠⊕ 휏(푠) ∧ 푎 ⊕ 휏(푎 )   
= 푡 ⊕ (푡∗ ⊙( 푠 ⊕ 휏(푠) ∧ 푎 ⊕
휏(푎 ) ) ∈ 퐼, ∀푎 ∈ 퐴   
⇔ 푠⊕ 휏(푠) ∧ 푎 ⊕ 휏(푎 ) ∈ 퐼, ∀푎 ∈ 퐴    
⇔ 푠 ∈ 퐸 (퐴 ),		  
⇔ 푥 ∈ 푓 퐸 (퐴 ) .	  
 

 ′퐵آل حالت پایدار تحدید به یک ایده 푓(퐼) بنابراین
   است.

  
,퐴)فرض کنید  .16,4 نتیجه 휏)  و(퐷, 휎)  دو
푀푉- جبر حالت و푓:퐴 → 퐷  یک푀푉- همریختی
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퐸حالت پوشا باشد. آنگاه  ( )(퐵) =
푓 (퐸{ }(퐶))  براي퐵 ⊆ 퐴  بطوریکه퐶 ⊆ 퐷 

푓(퐵)بطوریکه  = 퐶.  
  

퐸آل حالت اول و یک ایده 퐼اگر . 17,4 گزاره (퐵) 
,퐴)آل حالت سره از ایده 휎)  باشد، آنگاه퐼  پایدار

  است. 퐵تحدید به 
نباشد.  퐵پایدار تحدید به  퐼فرض کنید برهان. 
퐸آنگاه  (퐵) ≠ 퐼 1,4 و بنا به قضیه، 

푥 ∈ 퐸 (퐵)  وجود دارد به قسمی که푥 ∉ 퐼از . 
푏اینرو براي هر  ∈ 퐵 داریم ،푥 ⊕휎(푥) ∧
푏⊕ 휎(푏) ∈ 퐼  چون퐼 آل حالت اول است ایده

푏لذا  ∈ 퐼 در نتیجه .퐵 ⊆ 퐼3( 4,4 . بنا به گزاره ،(
퐸شود نتیجه می (퐵) = 퐴 .این یک تناقض است .
퐸بنابراین  (퐵) = 퐼 .  

  
آل حالت یک ایده 퐼فرض کنید  .18,4 قضیه

퐸ماکسیمال و  (퐵) آل حالت سره از یک ایده
(퐴, 휎)  باشد، آنگاه퐸 (퐵) آل حالت یک ایده

  است.  퐵پایدار تحدید به  퐼ماکسیمال و 
 شود، نتیجه می4,1 بنا به قضیه برهان.

퐼 ⊆ 퐸 (퐵) چون .퐼 ل حالت ماکسیمال آیک ایده
퐸و  (퐵) آل حالت سره از یک ایده(퐴, 휎)  ،است

퐼شود لذا نتیجه می = 퐸 (퐵).  
  

آل حالت یک ایده 퐼فرض کنید . 19,4 قضیه
퐸سرسخت و  (퐵) آل حالت سره از یک ایده

(퐴, 휎)  باشد، آنگاه퐸 (퐵) آل حالت یک ایده
  است. 퐵ایدار تحدید به پ 퐼سرسخت و 

퐼چون  1,4 بنا به قضیهبرهان.  ⊆ 퐸 (퐵)   و بنا
퐸، واضح است 17,3 به تعریف (퐵) آل یک ایده

آل یک ایده 퐼فرض کنید حالت سرسخت است. 
,퐴)حالت سرسخت از  휎) باشد. آنگاه بنا به قضیه 

18,3 ،퐼 آل حالت ماکسیمال از یک ایده(퐴, 휎) 

پایدار تحدید  퐼، 18,4 است. در نتیجه بنا به قضیه
   است. 퐵به 

آل حالت پایدار از دهد هر ایدهمثال زیر نشان می
(퐴, 휎) آل حالت سرسخت از ممکن است یک ایده
(퐴, 휎) .نباشد  

  
퐴فرض کنید . 20,4 مثال = {0, 푎, 푏, ، جاییکه {1

0 < 푎, 푏 < را به صورت  ∗و  ⊕، ⊙هاي . عمل1
 کنیم:یر تعریف میز

 
1 푏 푎 0 ⊙ 
0 0 0 0 0 
푎 0 푎 0 푎 
푏 푏 0 0 푏 
1 푏 푎 0 1 

 
1 푏 푎 0 ⨁ 
1 푏 푎 0 0 
1 1 푎 푎 푎 
1 푏 1 푏 푏 
1 1 1 1 1 

 
1 푏 푎 0 ∗ 
0 푎 푏 1  

 
,∗,⊕,퐴)آنگاه  0, . [15]جبر است - 푀푉یک  (1

یر تعریف را به صورت ز 퐴روي  휎اکنون نگاشت 
  کنیم:می

σ(푥) =

1				푥 = 1
푏				푥 = 푎
푎				푥 = 푏
0				푥 = 0

  

  
,퐴)توان بررسی کرد که به راحتی می 휎)  یک

푀푉- جبر حالت و퐼 =  آل حالتیک ایده {0}
,퐴)پایدار از  휎) باشد چونمی 푏 = 푏 ⊙ 푏 =

휎(푎)⊙ 휎(푏)∗ ∉ 퐼  و푎 = 푎 ⊙ 푎 =
휎(푏)⊙ 휎(푎)∗ ∉ 퐼و ، از اینر퐼 آل حالت سرایده 

,퐴)سخت از  휎) باشد.نمی  
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آل حالت اول و یک ایده 퐼فرض کنید . 21,4 قضیه
퐸 بولی، (퐵) آل حالت سره از یک ایده(퐴, 휎) 

퐸باشد، آنگاه  (퐵) آل حالت بولی و یک ایده퐼 
  است. 퐵پایدار تحدید به 

است و  آل حالت بولییک ایده 퐼چون  برهان.
퐼 ⊆ 퐸 (퐵)داریم 19,2 ، بنا به تعریف ،퐸 (퐵) 

یک  퐼فرض کنید  آل حالت بولی است.یک ایده
,퐴)آل حالت اول و بولی از ایده 휎)  باشد. آنگاه بنا

آل حالت سرسخت از یک ایده 퐼 ،20,3 به قضیه
(퐴, 휎) 19,4 است. در نتیجه بنا به قضیه ،퐼  پایدار

  است.  퐵د به تحدی
  

∗푥. 22,4 نتیجه ∈ 퐸 (퐵)  اگر و تنها اگر퐼  یک
,퐴)آل حالت بولی از ایده 휎) .باشد  

آل حالت پایدار از دهد هر ایدهمثال زیر نشان می
(퐴, 휎) آل حالت بولی از ممکن است یک ایده
(퐴, 휎) .نباشد  

  
ت توان ثاب، به راحتی می3,3 در مثال. 23,4 مثال

퐼کرد که  = آل حالت پایدار تحدید یک ایده {0}
퐵به  = {푏, 푐, 푑}  است اما퐼 آل حالت بولی از ایده

(퐴, 휎) نیست چون  
푐 ⊕ 휎(푐) ∧ 푏⊕ 휎(푏) = 푏 ∉ 퐼.  

  
آل حالت نیمه یک ایده 퐼فرض کنید  .24,4 قضیه

,퐴)ماکسیمال از  휎)  باشد، آنگاه퐸 (퐵)  یک  
  نیمه ماکسیمال است.آل حالت ایده

آل حالت نیمه ماکسیمال یک ایده 퐼چون  برهان.
퐼است و  ⊆ 퐸 (퐵)داریم 23,3 ، بنا به تعریف ،
퐸 (퐵) آل حالت نیمه ماکسیمال است. یک ایده  

آل حالت نیمه دهد هر ایدهمثال زیر نشان می
,퐴)ماکسیمال از  휎) آل حالت ممکن است یک ایده  

  

,퐴)یدار از پا 휎) .نباشد  
  

را به  퐴روي  휎، نگاشت 20,4 در مثال. 25,4 مثال
  کنیم:صورت زیر تعریف می

σ(푥) = 1				푥 = 1, 푎
0				푥 = 0, 푏  

  
,퐴)توان بررسی کرد که به راحتی می 휎)  یک

푀푉- جبر حالت و퐼 = {0, 푏} آل حالت از یک ایده
(퐴, 휎)  و푅푎푑 (퐼) = 퐼 ت. از اینرو اس퐼  یک

,퐴)آل حالت نیمه ماکسیمال از ایده 휎)  ااست ام퐼 
퐵پایدار تحدید به  = {푎}  نیست چون براي

푎 ∈ 퐵 :داریم  
1⊕ 휎(1) ∧ 푎 ⊕ 휎(푎) = 1 ∧ 1 =
1 ∉ 퐼  

  
퐵فرض کنید . 26,4 قضیه ⊆ 퐶  و퐼 آل یک ایده

آل یک ایده 퐼باشد. آنگاه  퐵حالت پایدار تحدید به 
  است. 퐶تحدید به  حالت پایدار

آل حالت پایدار تحدید به یک ایده 퐼چون  برهان.
퐵  است، داریم퐼 = 퐸 (퐵)در نتیجه بنا به قضیه . 

   )، داریم1( 4,4 و گزاره 1,4
퐼 ⊆ 퐸 (퐶) ⊆ 퐸 (퐵) = 퐼 .  

  
آل حالت پایدار تحدید یک ایده 퐼شود لذا نتیجه می

  است.  퐶به 
  

زیر  퐵آل حالت و یک ایده 퐼فرض کنید  .27,4 لم
 باشد. آنگاه در جبر هایتینگ 퐴اي از مجموعه

(퐼 (퐴),∩,∨,↪ , {0}, 퐴)داریم ،  
퐸 (퐵) = (퐵] ↪ 퐼.  

  
و زیر  퐼آل حالت دهیم براي ایدهنشان می برهان.

퐴 ،퐸از  퐵مجموعه  (퐵) = (퐵] ↪ 퐼 فرض .
푥کنید  ∈ 퐸 (퐵)کنیم. ثابت می 

푥 ∈ (퐵] ↪ 퐼 .  
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[퐵)لذا کافی است ثابت کنیم  ∩ (푥] ⊆ 퐼 .
푡فرض کنید  ∈ (퐵] ∩ (푥]آنگاه بنا به لم ، 

14,3 ،푏 ∈ 퐵  و푛 ≥ 푘و  1 ≥ 푛و  1 ≥ 1 
  وجود دارند به قسمی که

푡 ≤ 푛 푏 ⊕휎(푏 ) ⊕⋯⊕
푛 푏 ⊕ 휎(푏 ) و   
푡 ≤ 푛 푥 ⊕휎(푥)  .  

  
  )، داریم:5( 3,3 بنا به لم

푡 = 푡 ∧ 푡 ≤ 푛 푏 ⊕휎(푏 ) ⊕⋯⊕

푛 푏 ⊕ 휎(푏 ) ∧ 푛 푥 ⊕휎(푥)   
≤ (푛 푥 ⊕ 휎(푥) ∧ 푛 푏 ⊕ 휎(푏 ) )⊕
⋯⊕ (푛 푥⊕ 휎(푥) ∧ 푛 푏 ⊕ 휎(푏 ) )  

  
푥چون  ∈ 퐸 (퐵) ∈ 퐼 (퐴) لذا بنا به ویژگی ،

  )، داریم:6( 3,3 آل و لمایده
푛 푥 ⊕휎(푥) ∧ 푛 푏 ⊕ 휎(푏 ) ≤
푛푛 ( 푥 ⊕휎(푥) ∧ 푏 ⊕ 휎(푏 ) ) ∈ 퐼  

  لذا
푛 푥 ⊕휎(푥) ∧ 푛 푏 ⊕ 휎(푏 ) ∈ 퐼،  
(1 ≤ 푖 ≤ 푘) .  

  
푡در نتیجه  ∈ 퐼 لذا .(퐵] ∩ (푥] ⊆ 퐼 و داریم 

퐸 (퐵) ⊆ (퐵] ↪ 퐼.  برعکس، فرض کنید
푥 ∈ (퐵] ↪ 퐼4( 25,3 . از اینرو بنا به لم ،(

푏براي هر  ∈ 퐵 :داریم  
푏⊕ 휎(푏) ∧ 푥 ⊕ 휎(푥) = (푏] ∩

(푥] ⊆ (퐵] ∩ (푥] ⊆ 퐼.  
  

푏در نتیجه براي هر  ∈ 퐵 داریم 
푏⊕ 휎(푏) ∧ 푥 ⊕휎(푥) ∈ 퐼 و    
푥 ∈ 퐸 (퐵) .  

  
[퐵)لذا  ∩ (푥] ⊆ 퐸 (퐵) بنابراین در جبر .

퐼هایتینگ  (퐴)  داریم퐸 (퐵) = (퐵] ↪ 퐼 .  

,퐴)جبر حالت - 푀푉یک  .28,3 لم 휎)  زنجیر
,푥حالت است اگر و تنها اگر براي  푦 ∈ 퐴، 

푥 ⊕휎(푥) ∧ 푦⊕ 휎(푦) = 0   
  

휎(푥) آنگاه = 휎(푦)یا  0 = 0.   
,퐴) فرض کنید برهان. 휎) یک푀푉- زنجیر حالت و

푥 ⊕휎(푥) ∧ 푦⊕ 휎(푦) =  ، براي0
푥, 푦 ∈ 퐴 بنا به تعریف .푀푉- زنجیر حالت داریم

휎(푥) ≤ 휎(푦)  یا휎(푦) ≤ 휎(푥) در نتیجه .
휎(푥) = 휎(푦)یا  0 = برعکس، براي هر  .0
푥, 푦 ∈ 퐴دهیمان می، نش 

휎(푥) ≤ 휎(푦) یا   휎(푦) ≤ 휎(푥) .  
  

푎گیریم در نظر می = 휎(푥)⊙ 휎(푦)∗ و 
푏 = 휎(푦)⊙ 휎(푥)∗داریم 4( 11,3 . بنا به لم ،(

휎(푏) = 푏  و휎(푎) = 푎3,3 ، همچنین بنا به لم  
  )، داریم:7) و (6(

푎⊕ 휎(푎) ∧ 푏⊕ 휎(푏) = 2푎 ∧ 2푏 ≤
4(푎 ∧ 푏) = 0  

  
  در نتیجه

푎⊕ 휎(푎) ∧ 푏⊕ 휎(푏) = 0،  
  

푎بنا به فرض، داریم  = 휎(푎) = یا  0
푏 = 휎(푏) = 휎(푥) . در نتیجه0 ⊙ 휎(푦)∗ = 0 

⊙휎(푦)یا  휎(푥)∗ = 0 .  
 شود)، نتیجه می2( 3,3 لذا بنا به لم
휎(푥) ≤ 휎(푦)  یا휎(푦) ≤ 휎(푥).  بنابراین

(퐴, 휎)  یک푀푉- .زنجیر حالت است 
  

,⊔,⊓,푆(퐵)). 29,4 قضیه 퐸{ }(퐵),퐴)  یک جبر
  هایتینگ است.

퐸 براي هر برهان. (퐵), 퐸 (퐵), 퐸 (퐵) ∈ 푆(퐵) ،
  :کافی است نشان دهیم
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(1) 퐸 (퐵) ↪ 퐸 (퐵) ∈ 푆(퐵) 
(2) 퐸 (퐵) ⊓ 퐸 (퐵) ⊆ 퐸 (퐵) ⇔
	퐸 (퐵) ⊆ 퐸 (퐵) ↪ 퐸 (퐵) 

  
  )، داریم: 2( 7,3 و 27,4 هايو لم 27,3 بنا به  گزاره

퐸 (퐵) ↪ 퐸 (퐵) =
((퐵] ↪ 퐼) ↪ ((퐵] ↪ 퐽) =
(퐵] ↪ ((퐵] ↪ 퐼) ↪ 퐽   
= (퐵] ⊙ ((퐵] ↪ 퐼) ↪ 퐽  
= ((퐵] ∧ 퐼) ↪ 퐽	  
= ((퐵] ⊙ 퐼) ↪ 퐽  
= (퐵] ↪ (퐼 ↪ 퐽) ∈ 푆(퐵).  

 
)، 1) و (3( 7,3 و 27,4 هايو لم 27,3 بنا به گزاره

  داریم:
퐸 (퐵) ⊓ 퐸 (퐵) ⊆ 퐸 (퐵)  
⇔	퐸 ∧ (퐵) ⊆ 퐸 (퐵)  
⇔	(퐵] ↪ (퐼 ∧ 퐽) ⊆ (퐵] ↪ 퐾  
⇔	(퐵] ∧ (퐵] ↪ (퐼 ∧ 퐽) ⊆ 퐾  
⇔	(퐵] ∧ 퐼 ∧ 퐽 ⊆ 퐾  
⇔	(퐵] ∧ 퐼 ⊆ 퐽 ↪ 퐾  
⇔	(퐵] ↪ ((퐵] ∧ 퐼) ⊆
	(퐵] ↪ (퐽 ↪ 퐾)  
⇔	((퐵] ↪ (퐵] ) ∧ ((퐵] ↪ 퐼) ⊆
	(퐵] ↪ (퐽 ↪ 퐾)  
⇔ (퐵] ↪ 퐼 ⊆	 (퐵] ↪ (퐽 ↪ 퐾)  
⇔	퐸 (퐵) ⊆ 퐸 (퐵) ↪ 퐸 (퐵)  

  
هاي حالت آلمجموعه همه ایده 푆(퐵)بنابراین 

  .، جبر هایتینگ است퐵پایدار تحدید به 
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