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  چکیده
تابع  تحلیل برآوردگرهاي بیز انقباضی پارامتر مقیاس توزیع نمایی دوپارامتري تحت هدف اصلی ما در این مقاله

فزاینده در حضور پارامتر  سانسورشده نوع دوم هايداده براساس توزیع پیشین مزدوج و یافته زیان آنتروپی تعمیم
برآوردگر انقباضی پارامتر مقیاس را بر اساس برآوردگر بیزي که  باشد. به همین منظور در این مقاله ابتدامکان می

تابع زیان تعمیم یافته آنتروپی و توزیع پیشین مزدوج به دست آمده ارائه داده و سپس کارایی برآوردگر  تحت
درستنمایی ماکزیمم، برآوردگر بیز، برآوردگر بیز تجربی و برآوردگر  برآوردگر پیشنهادي را با سایر برآوردگرها مثل،

دهیم. روشی که ما در این مقاله براي بدست آوردن برآوردگر بیز تجربی و بیز انقباضی تجربی مورد بررسی قرار می
 هاي شبیهشش طرح مختلف و داده برآوردگر بیز انقباضی تجربی استفاده شده، روش حدسی است. با استفاده از

 شوند، نهایتاًهاي پیشین جفري و هارتیگان، کارایی برآوردگرهاي پیشنهادي با هم مقایسه میسازي شده و توزیع
 گیرد.هاي واقعی کارایی برآوردگرهاي پیشنهادي مورد بررسی قرار میبا استفاده از داده

  
تابع زیان آنتروپی تعمیم یافته، طرح سانسور  بیزي انقباضی، توزیع نمایی دوپارامتري، برآوردگر هاي کلیدي: واژه

  نوع دوم فزاینده.
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  مقدمه .1
خاصیت است که  اي  توزیع نمایی تنها توزیع پیوسته

طور توان این دارد، این ویژگی تابع را می حافظی بی
تفسیر کرد که رویدادهایی را که در گذشته اتفاق 

توانیم در نظر نگیریم و از زمان حال به  افتاده می
از این رو بیشتر در  بعد را مبدأ زمان قرار بدهیم.

ه کار گرفته تئوري صف ب حل مسائل احتمال و
سازي  مدل چنین از این توزیع براي شود. هم می

کردن و آسان ساختن شیوه حل مسائل واقعی 
ي توزیع نمایی براهمچنین  کنند. استفاده می

تجهیزاتی کاربرد دارد که از کار افتادگی و شکست 
هر یک از قطعات آن باعث از کار افتادگی کل 

گردد و نیز در تجهیزاتی که علل عمده  دستگاه می
ها به صورت تصادفی بوده، شکست و از کار افتادگی

تواند بکار گرفته شود. از این توزیع احتمال می
یع نمایی دو داراي توز 푋گوئیم متغیر تصادفی 

نمودار پارامتري است هرگاه تابع چگالی احتمال و 
 این تابع به صورت زیر باشد.

푓 (푥|훽) = exp − (푥 − 훼) 	퐼(푥 >
훼)		(1)  

  
و نمودار این  1تابع توزیع تجمعی نمایی دو پارامتري

تابع توزیع براي مقادیر مختلف پارامترها به صورت 
  باشد، زیر می

퐹 (푥|훽) = 1 − exp − (푥 − 훼)   
  

بینی و اي در زمینه برآورد و پیشتحقیقات گسترده
سایر نکات دیگر، مربوط به توزیع نمایی دوپارامتري 

هاي اخیر مورد توجه نویسندگان متعددي  در سال
] برآوردگر بیزي پارامتر 12قرار گرفته شده است. [

مقیاس و همچنین تابع قابلیت اطمینان و تابع نرخ 
ه از توزیع پیشین جفري شکست را با استفاد

بر اساس مقادیر  2بخش) و پیشین هارتیگان (ناآگاهی
                                                
1 Two Parameter Exponential Distribution 
2 Hartigan Prior 

] برآورد بیزي پارامترهاي 3رکوردها بدست آوردند. [
رکورد تحت -kتوزیع نمایی دوپارامتري را بر اساس 

تابع زیان لاینکس مورد بررسی قرار دادند. اما هدف 
 اصلی ما در این مقاله به دست آوردن، برآوردگر

نمایی دو  پارامتر مقیاس توزیع 3انقباضی بیزي
است که متفاوت از رویکردهاي ذکر شده  پارامتري

باشد. چون در روش محاسبه برآوردگرهاي می
شود، انقباضی از تکنیک کمترین رسیک استفاده می

بنابراین در بسیاري از شرایط عملی این برآوردگر، 
زیان در کلاس برآوردگرهاي پیشنهادي تحت تابع 

بهتري خواهد بود.  برآوردکننده 4یافته آنتروپی تعمیم
گر با استفاده از اطلاعات قبلی در این روش، آزمایش

درباره مقدار پارامتر، آنرا در فرم یک مقدار حدس 
گیري و تواند براي نتیجهزند و این مقدار میمی

استنباط پارامتر مورد نظر استفاده شود. در این 
و از این جهت مقدار  است훽 ر مورد نظر مقاله، پارامت

نشان داده و  훽 حدس زده شده از این پارامتر را با
این مقداري است که می تواند براي استنباط و 

استفاده شود. همچنین در این  훽 گیري براينتیجه
 مقاله، از روش برآورگرهاي بیز تجربی براي

훽برآورد بر اساس مشاهدات نمونه استفاده شده   
نویسندگان زیادي، از روش مقدار حدسی که  .است

شود را، براي استنباط از فضاي پارامتر اختیار می
] 18ها مورد مطالعه قرار دادند. [پارامتر توزیع

هاي انقباضی را براي پراکندگی معکوس  برآوردکننده
훽 =

∑
کوس تحت در توزیع گوسین مع 

] 20زیان لینکس مورد مطالعه قرار دادند. [ تابع
بیزي تابع نرخ شکست و تابع قابلیت  برآوردگرهاي

اطمینان تحت توزیع نمایی یک پارامتري را با 
استفاده از مقدار حدسی، مطالعه کردند. پراکاش و 

برخی از برآوردگرهاي انقباضی و  سینگ
ل توزیع پارتو براي پارامتر شک بیزي را برآوردگرهاي

                                                
3 Bayes Shrinkage Estimation 
4 General Entropy Loss Function (GELF) 
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تحت تابع زیان انتروپی تعمیم یافته بدست آورده 
] مطالعاتی در مورد برآورد پارامتر شکل، 24[ .است

  تحت کلاسی از برآوردگرهاي انقباضی را براي 
انجام  هاي طول عمر با استفاده از توزیع وایبولمدل

هاي ساده بر اي براي آزمون ] مطالعه19دادند. [
اي بیزي انقباضی، براي پارامتر اساس برآوردگره

مقیاس، توزیع نمایی، با توزیع پیشین ناسره تحت 
  تابع زیان توان دوم خطا انجام دادند.

ترین تکنیکی که از روش، مقدار نقطه شاید محبوب
حدسی استفاده می شود، تکنیک برآوردگرهاي 

] 21[ 1انقباضی است، که ابتدا توسط تامپسون
وردگرهاي انقباضی زمانی، برآ پیشنهاد شده است.

، MME ،Unbiasedبهتر از برآوردگرهاي متداول (
MLE ،BLUE ،UMVUE ،Bayes( ، عمل  

کنند که مقدار حدسی به مقدار واقعی آن تقریبا می
نزدیک باشد حتی وقتی که حجم نمونه کوچک 
باشد زیرا، این نزدیکی همان مفهوم کمترین 

باشد. مساله برآوردگرهاي انقباضی  که مخاطره می
] آن را پیشنهاد داد، بدین صورت بوده 21تامپسون [

 از پارامتر 훽که، ابتدا یک برآوردگر نااریب (متداول) 
훽  را انتخاب سپس훽  را به عنوان یک مقدار

(برحسب تجربه)  훽 حدسی که نزدیک به پارامتر
کیب شود در نهایت ترکیب خطی (ترپیشنهاد می

محدب) از این دو برآوردگر را برآوردگر انقباضی به 
  صورت زیر تعریف کرد،

훽 = 푘훽 + (1 − 푘)훽 , (0 ≤ 푘 ≤ 1)    )2(  
  

تکنیک انقباض در مطالعات متعددي مورد استفاده 
اي ] مطالعه11قرار گرفته است به عنوان مثال؛ [

استفاده از توزیع جمعیت براي بهبود "تحت عنوان 
ماندن فرد در مطالعات متوسط زمان زنده 

را با استفاده از سازگاري بیز تجربی  "اپیدمیولوژیک
] برآورد انقباضی چندگانه در 22[ 2انجام دادند. تسو

                                                
1 Thompson 
2 Tso 

بینی عرضه پول در کشور هنگ کنگ را مورد پیش
  ] بررسی 17[ 3بررسی قرار دادند. مارشال

هاي بیماري و میزان مرگ و میر و بهبود آن شاخص
ز برآوردگرهاي بیزي تجربی مورد با استفاده ا

  استفاده قرار دادند.
هاي طول عمر و قابلیت اطمینان،  در آزمون

گیرند گاهی واحدهایی که مورد آزمایش قرار می
شوند و یا از قبل از شکست (از کار افتادگی) گم می

 شوند، چنین واحدهایی معمولاًآزمایش خارج می
ترین . معروفشوندواحدهاي سانسور شده نامیده می

اول  طرح هاي سانسور عبارتند از، طرح سانسور نوع
و طرح سانسور نوع دوم، اما یکی از نقاط ضعف 

این  اول و نوع دوم هاي سانسور معمول نوعروش
است که آنها در حذف واحدها در نقطه شکست 

پذیر نیستند، در همین راستا نوع جدیدي از انعطاف
فته طرح سانسور نوع طرح هاي سانسور که تعمیم یا

دوم است این مشکل را برطرف کرد و آن را طرح 
نامند و این امر در می 4سانسور فزاینده نوع دوم

  .هاي اخیر موجب محبوبیت آن شده استسال
  
  دوم سانسورهاي فزاینده نوع .1-1

گیري سانسور فزاینده نوع دوم به غیر از طرح نمونه
روانشناسی  هاي طول عمر صنعتی بلکه درآزمون

 شود. حذف واحدها دربالینی نیز به کار گرفته می
گیري سانسورهاي فزاینده نوع دوم این طرح نمونه

دهد که تا قبل از پایان آزمایش، اجازه را به ما می
 5بالاکریشنان و آگگاروالا واحدها را حذف کنیم. 

] کتابی تحت عنوان داده هاي سانسور شده 5[
انواع سانسورها و کاربردهایشان اند که در آن نوشته

چنین براي مطالعه  مورد مطالعه قرار گرفت. هم
] و منابع 2و  1، 16، 14، 13بیشتر می توان به [

] یک طرح کلی را براي 8ذکر شده مراجعه کرد. [

                                                
3 Marshall 
4 Progressive Type-II Censored Data 
5 Balakrishnan and Aggarwala 
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هاي سانسور شده فزاینده نوع دوم ارائه کردند داده
  نشان داده شده است.  1 که در شکل
سانسور فزاینده نوع دوم بدین گیري طرح نمونه
باشد، فرض کنید در یک آزمایش طول صورت می

واحد تحت آزمایش در زمان صفر قرار دارند  푛عمر، 
تا شکست (مرگ) مشاهده شود.   푚خواهیم و می

هنگامی که اولین شکست مشاهده شد (یعنی زمان 
푥مشاهده اولین واحد نمونه  : , ،(푟  تا از  

باقی مانده به طور تصادفی انتخاب شده و هاي واحد
در زمان مشاهده دومین  شوند.از آزمایش خارج می

شکست (یعنی زمان مشاهده دومین واحد نمونه 
푥 : , ،(푟  تا از푛 − 푟 − هاي باقیمانده واحد 1

به طور تصادفی انتخاب شده و از آزمایش خارج 
 ام푚در نهایت، در زمان مشاهده شکست  شوند.می

امین واحد نمونه -푚(یعنی زمان مشاهده 
푥 : )، تمام واحدهاي باقی مانده یعنی ,

푟 = 푛 −푚 − 푟 − 푟 −⋯− 푟  تا از
در این طرح  شوند. واحدهاي آزمایش حذف می

푟سانسور یعنی سانسور، تمامی مقادیر  , 푟 , … , 푟 
 اند.همه از پیش مشخص شده

 مقاله، بدست آوردن برآوردگراصلی ما در این هدف 
 براي پارامتر توزیع برآوردگر انقباضی بیزي و بیز

با استفاده از توزیع پیشین  پارامتري نمایی دو
گیري سانسور شده نمونه مزدوج بر اساس طرح

که ما در مورد  فزاینده نوع دوم است. از آنجایی
훽و در نتیجه مقدار حدسی 훽مقدار واقعی پارامتر    

نظري نداریم، بنابراین در این مقاله پیشنهاد هیچ 
훽کنیم برآوردگرهاي بیز تجربی ازمی را بر اساس   

مشاهدات نمونه به دست آوریم تا مقدار حدس زده 
مقداري معقول باشد (تا حد  훽شده از پارمتر 

برخلاف مقالات ذکر  امکان به پارامتر نزدیک باشد).
بر محاسبه برآوردگر ها تمرکز شده در بالا که در آن

 انقباضی بر اساس نمونه هاي کامل یا سانسور شده
هاي نمایی، پارتو یا با استفاده از توزیع نوع دوم

را  نمایی دو پارامتري وایبول است، در اینجا ما توزیع
با طرح سانسور شده فزاینده نوع دوم مورد بررسی 

   .دهیمقرار می
  
  

  
  

,풙풓ퟏ:풎,풏تایی از طرح سانسور شده فزاینده نوع دوم، که در آن  풎نمایش نمونه  .1شکل  풙풓ퟐ:풎,풏,… , 풙풓풎:풎,풏 هاي  زمان
,풓ퟏشکست (واحدهاي نمونه) و  풓ퟐ, … , 풓풎 بیانگر اعداد متناظر از واحدهاي حذف شده در آزمایش 
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بدست  تجربی براي بیزعلاوه بر این، از برآوردگر 
استفاده کرده و بر اساس  훽آوردن مقدار حدسی 

 کنیم.انقباضی بیزي را محاسبه می آن برآوردگر
سپس براي مقایسه برآوردگرها، تابع مخاطره از 

تجربی  بیز تجربی و برآوردگر انقباضی بیز برآوردگر
نمایی دو پارامتري را محاسبه کردیم.  براساس توزیع

هاي  به معرفی تابع زیان و کلاس توزیع ،2بخش  در
، 3پردازیم. در بخش پیشین براي برآوردگر بیزي می

훽بیز و بیز تجربی براساس برآوردگرهاي و   
همچنین تابع مخاطره برآوردگر درستنمایی 

را  بیزي و برآوردگر انقباضی بیز ماکزیمم، برآوردگر
 سازي در، مطالعه شبیه4به دست آوردیم. در بخش 

푝 حالت  = ، 5پرداخته شد. و سپس در بخش  1,2
هاي واقعی طول عمر از توزیع  با استفاده از داده

نمایی دو پارامتري به ارزیابی تابع مخاطره برآوردگر 
  .بیزي پرداختیم بیز کلاسیک و برآوردگر انقباضی

  
 . تابع مخاطره و توزیع پیشین2

به عنوان یک متغیر تصادفی با  훽در رویکرد بیزي، 
شود. توزیع معلوم (توزیع پیشین) در نظر گرفته می

در این مقاله، توزیع پیشین مزدوج به فرم زیر در 
  نظر گرفته شده است.

휋(훽|휆, 훾) ∝ 훽 ( )푒푥 푝 − , 훽 > 0   )3(  
  

훾که در آن  > 휆و  0 > 0 .  
توزیع پیشین مزدوج این است که  مزیت استفاده از

طور طبیعی متعلق به همان خانواده پسین به توزیع
هاي علاوه بر این، در خانواده توزیع هاست،از توزیع
휆) با قرار دادن 3پیشین ( = 훾 = توزیع پیشین  0

휆جفري تولید شده و با قرار دادن = 2, 훾 = 0  
  شود.توزیع پیشین هارتیگان تولید می

 در بسیاري از مواقع نیاز به بررسی نسبت برآوردگر
توان تابع زیانی باشد بنابراین میبه پارامتر می

] 7به همین منظور، [ .شود تعریف کرد که شامل 
  ،تابع زیان آنتروپی را به صورت زیر تعمیم دادند

푙 훽, 훽 ∝ − 푝푙푛 − 1 ;          )4(  
		푝 ≠ 0	  

  
훽	 حداقل مقدار این تابع درنقطه = 훽 دهد. رخ می
푝اگر در این تابع قرار دهیم  = آنگاه تابع زیان  1

تابع  شود، نویسندگان زیادي ازآنتروپی حاصل می
عنوان مثال ند بهاوپی استفاده کردهزیان آنتر

푙푛  ]. با فرض10و9[ = 훽 − 훽	 یا
= 푒푥푝 훽 − 훽 آنگاه تابع زیان فوق به تابع ،

  .شود میزیان لاینکس به صورت زیر تبدیل 
푒푥푝 푝 훽 − 훽 − 푝 훽 − 훽 − 1    

  
] پیشنهاد شده 23[ 1که توسط زلنر شودتبدیل می

] نشان دادند که تحت تابع زیان آنتروپی 7است. [
با معلوم بودن  훽تعمیم یافته، برآوردگر بیز پارامتر 

  آیدبه صورت زیر بدست می 푥نمونه 
휃 = 퐸 훽 |푥   
 

  برآورد. 3
푋فرض کنید  , 푋 ,… , 푋  نمونه تصادفی به حجم

푛  از توزیع نمایی دو پارامتري با تابع چگالی احتمال
) باشد. فرض کنید نمونه 1داده شده در (

푋 = (푋 : : , 푋 : : , … , 푋 : : اي نمونه (
هاي طول عمر و حاصل از سانسور مرتب شده از داده
با طرح سانسور   푚به حجم فزاینده نوع دوم

푅 = (푅 = 푟 ,푅 = 푟 ,… , 푅 = 푟 اشد. ب (
 برابر است با، 훽در این صورت تابع درستنمایی از 

휄(훽) = 퐴∏ 푓 푥( ) 훽 1− 퐹 푥( ) 훽   
= 퐴훽 exp{− ∑ (	1 + 푟 )  
푥( ) − 훼 퐼( , ) 푥( ) }  

                                                
1 Zellner 
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= 퐴훽 푒 ∏ 	퐼( . ) 푥( )         )5(  
  

)푥که در آن  )푋از  ام푖مشاهده  ( ) = 푋 : براي  :
푖 = 1,2, … ,푚 باشد ومی 

푇 = ∑ (	1 + 푟 ) 푥( ) − 훼   
퐴 = 푛(푛 − 푟 − 1) …  
푛 − ∑ 푟 − 푚 + 1   

  
در این صوت اگر برآوردگر نااریب درستنمایی 

 푇( نشان دهیم خواهیم داشت 훽푀퐿퐸ماکزیمم را با 
  برآوردگر درستنمایی ماکزیمم):

휃 =    

= ∑ (1 + 푟 ) 푥( ) − 훼 = 푇   
  

تحت نمونه سانسور فزاینده  푇آماره . 1-3لم 
 درجه آزادي است. 2푚نوع دوم داراي توزیع دو با 

푍. فرض کنید اثبات = 푥( ) − 훼 , 
		푖 = 1,2, … ,푚 هاي مرتب آنگاه، آماره

푍 < 푍 < ⋯ < 푍  نمونه سانسور شده فزاینده
باشد (نمایی با نوع دوم از توزیع نمایی استاندارد می

  ). فرض کنید1پارامتر 
푊 = 푍 	  
푊 = (푛 − 푟 − 1)(푍 − 푍 )	  
푊 = (푛 − 푟 − 푟 − 2)(푍 − 푍 )  
⋮ 
푊 = (푛 − 푟 − 푟 − ⋯− 푟 − 푚 + 1)  
												(푍 − 푍 )  

  
푊در این صورت  ,푊 ,… ,푊  متغیرهاي

توزیع با توزیع نمایی  تصادفی مستقل و هم
  بنابراینباشند، استاندارد می

2∑ 푊 ↝ 휒   
  که در آن

2∑ 푊 = 2∑ (1 + 푟 )푍   
= ∑ (1 + 푟 ) 푥( ) − 훼   

= 푇 = 푇∗ ↝ 휒   

) و تابع درستنمایی 3با استفاده از چگالی پیشین (
) و بکارگیري قضیه بیز، توزیع پسین توام به 5(

  شود:صورت زیر نتیجه می
Π 훽|푥 ∝ 푓 푥 훽 Π(훽|훾, 휆)				  

= ( ) ( ) ( )

( )
  

  
توزیع پسین بدست آمده توزیع گاماي معکوس با 

훼́پارامترهاي = 휆 + 푚   و훽 = 훾 + 푇  .است
تحت تابع زیان آنتروپی  훽بنابراین برآوردگر بیز 

  آیدتعمیم یافته به صورت زیر بدست می
훽 = 퐸 (훽 ) 푇 							   

= ∫ 훽 Π(훽|푡 )푑훽                     )6(  

= ∫ 훽 	휋 훽|푥 			  

= ( )
( )

(훾 + 푇)  
  

براي بدست آوردن برآوردگر انقباضی بیزي با در 
ید پارامترهاي نظر گرفتن نقطه حدسی، ابتدا با

بدست آوریم، به همین  훽اساس توزیع پیشین را بر
훽	منظور باید معادله  = 퐸 훽 را حل کنیم، 

훽 = 퐸 훽 ⇒ 		훾 = − 푚 훽 			  
  

푐که در آن  = ( )
( ).  

، برآوردگر انقباضی 훽	در  훾با قرار دادن مقدار 
تحت تابع زیان آنتروپی تعمیم یافته  훽بیزي پارامتر 

  شودبه صورت زیر حاصل می
훽 = 푐 훽 − 푚 +푚푇 		  
= 푐푚푇 +(1 − 푐푚)훽                       )7(  
= 푘 푇 +(1 − 푘 )훽    

  

푘که در آن  = 푐푚 = ( )
( ) 	푚  و

푇 = = 훽. 
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براي محاسبه تابع مخاطره برآوردگر بیزي و 
برآوردگر انقباضی بیزي باید تابع چگالی احتمال این 
برآوردگرها را بدست آوریم. به همین منظور قرار 

  دهیم،می
푊 = = 푎(훽) + 푏   
= 푎(훽) + 푏푇∗  

  
푎(훽)که در آن  = 푐훾  و푇∗ = 	(푇∗ ↝

휒 푏و  (   ، در این صورت،=
푓 (푤) =  

( )
( )

( ) , 푤 > 푎(훽)

0																																												푂. 푤.		
   

  
تابع مخاطره برآوردگر بیزي تحت تابع زیان آنتروپی 

  آید،تعمیم یافته به صورت زیر بدست می
푅 (훽) = 퐸 퐿 훽 ,훽 						  
= 퐸 − 푝푙푛 − 1 	  

= 퐸[ 푎(훽) + 푏   
−푝푙푛 푎(훽) + 푏 − 1]	  

= ∫ 푤( ) ( ) 푒
( )

  
( ) 푑푤  

−푝∫ 푙푛(푤)( ) ( ) 푒
( )

  
( ) 푑푤 − 1  

  
)دهیم قرار می ) = 푡∗،  

= ∫ [(푎(훽) + 푏푡∗)    
−푝푙푛(푎(훽) + 푏푡∗) − 1]푓 (푡∗)푑푡∗   

= ∫ [∑
푝
푗 푎(훽)

∗

( )   
−(푝푙푛(푎(훽) + 푏푡∗) − 1)]  
× ( ) 푡∗ 푒

∗

	푑푡∗  

= ∑ ( )….( )
!

  
(2푏) 푎(훽) ( )

( )   

−푝∫ 푙푛(푎(훽) + 푏푡∗) ( )             )8(  

푡∗ 푒
∗

	푑푡∗ − 1			, 푝 > 0  
  

  دهیم،به طور متشابه قرار می
푉 = = 훽 +   
= 푒(훽) + 푑푇∗  

  
푒(훽) که در آن  = 훽 و푇∗ =

(푇∗ ↝ 휒 푑و  (   ، در این صورت،=
푓 (푣) =

( )
( )

( ) 		푣 > 푒(훽)

0																									 표. 푤
  

  
تابع مخاطره برآوردگر انقباضی بیزي تحت تابع زیان 

  آید،آنتروپی تعمیم یافته به صورت زیر بدست می
푅 (훽) = 퐸 퐿 훽 , 훽 					  
= 퐸 − 푝푙푛 − 1 	,		  
푝 > 0  
= 퐸[ 훽 +   
−푝푙푛 훽 + − 1]  

= ∫ [푣 − 푝푙푛(푣) − 1]
( )( ) 	  

푒
( ) ( ) 푑푣  

  
)دهیم قرار می ) = 푡∗، 

= ∫ [(푒(훽) + 푑푡∗)   
−푝푙푛(푒(훽) + 푑푡∗) − 1]푓 (푡∗)푑푡∗		  
= ∑ ( )….( )

!
  

( ) ( )
( )                           )9(  

−푝∫ 푙푛 ( ) + 푡∗    

( ) 푡∗ 푒
∗

	푑푡∗ − 1   
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تابع مخاطره برآوردگر نااریب درستنمایی ماکزیمم 
تحت تابع زیان آنتروپی تعمیم یافته به صورت زیر 

 آیدبدست می
푅 (훽) = 퐸 퐿 훽 , 훽 							  

= 퐸 − 푝푙푛 − 1 	   

= ∫ − 푝푙푛 − 1 푓 (푡 )	푑푡   
  

∗푇) داریم 1-3بنابر لم ( = ↝ 휒، 

=   
∫

∗
− 푝푙푛

∗
− 1 푓 ∗(푡∗) 푑푡∗  

= ( ( )
( )                               )10(  

−푝 휓(푚)− 푙푛(2푚) − 1),  
푝 > 0  

휓(푚)که  = ∫ ( ) 푒 푡 푙푛(푡)푑푡 
  باشد.تابع دایگاما می

براي پیدا کردن برآوردگر بیز انقباضی از روش مقدار 
استفاده کردیم، اما گاهی اوقات  훽حدسی براي 

تواند مجهول باشد. بنابراین براي این مقدار نیز می
  استفاده  훽از برآوردگر بیز تجربی  훽برآورد 

) وابسته به 6در ( 훽퐺퐵کنیم. برآوردگر می
) 7در ( 훽آوردگر است و بر 훾و  휆پارامترهاي 

وابسته است این پارامترها وابسته به  휆فقط به 
هستند. استفاده از برآوردگر بیز  훽توزیع پیشین 

توان در را می 훾و  휆تجربی براي برآورد پارامترهاي 
] مشاهده 4[ 2] و آواد و گاراف15[ 1مقالات لیندلی

، تابع 푥کرد. بر اساس نمونه تصادفی داده شده 
) یک تابع چگالی احتمال 5در ( 훽درستنمایی از 

−푚گاماي معکوس با پارامتر شکل  و پارامتر  1
باشد. بنابراین پارامترهاي توزیع می 푇مقیاس 

توان بر اساس اطلاعات را می 훾و  휆 پیشین یعنی
−푚نمونه تصادفی با استفاده از  برآورد  푇و  1

  ،کنیم
                                                
1 Lindley 
2 Awad and Gharraf 

훽 = 훽 . 												  

= ( )
( )

(	훾 +푚푇 )	                )11(  

= ( )
( ) 	2푇						  

		= 푐 푇	 ↝ 푐 	휒   
  

푐	که در آن  = 2 ( )
( ). 

훽	براي پیدا کردن   훽، از جایگزین کردن .
  داریم،کنیم. بنابراین استفاده می 훽بجاي 

훽 . = 푐 푚푇 + 1 − 푐 푚 훽 	  
= 푘 . 푇 + 1 − 푘 . 훽 						  
= 푘 . 	훽 + 1 − 푘 . 훽       )12(  
= 푐 T + 1 − 푐 푚 푐 푇		  
= 2푐 −푚푐 푇																				  
= 푘 푇	 ↝ 푘 휒   

  
توابع مخاطره برآوردگر بیز تجربی و برآوردگر 
انقباطی بیز تجربی به ترتیب به صورت زیر بدست 

 آیند،می
푅

.
(훽) = 퐸 퐿 훽 . , 훽 			  

= 퐸 . − 푝푙푛 . − 1   

= 퐸 − 푝푙푛 − 1   
= ( )

( ) 푐                                  )13(  

−푝 푙푛휓(푚) + 푙푛 − 1			  
  

  و به طور متشابه داریم،
푅

.
(훽) = 퐸 퐿 훽 . , 훽 		  

= ( )
( ) 푘                                 )14(  

−푝 푙푛휓(푚) + 푙푛 − 1			  

  
  سازي. مطالعه شبیه4
 مونت سازيشبیه یک از استفاده با بخش، این در

 مورد شده پیشنهاد برآوردگرهاي کارآیی کارلو



 

 127                                                          ... هايدو پارامتري مبتنی بر داده نمایی توزیع بیز انقباضی پارامتر مقیاس برآوردیابی
 

   

گیرید. به همین منظور، براي بررسی بررسی قرار می
هاي پیشین جفري از توزیع 훽	 کارایی برآوردگرهاي

هاي مختلف و هایی با اندازه) و نمونه3و هارتیگان (
راي شش هاي مختلف بهاي مطلوب با اندازهنمونه
 شود.سانسور استفاده می طرح

هاي به همین منظور در این بررسی، اندازه نمونه 
푛مورد نظر  = 20, 25, 30, هاي نمونه و اندازه 35
푚مطلوب  = 10, 15, و مقادیر ابر پارامتر  20

 و شش طرح سانسور نمونه훽		و 휆مختلف براي 
  گیریم.ارایه شده در نظر می 1گیري که در جدول 

푅	، طرح سانسور 1در جدول  = (0		0		푚)  نشان
هاي اول، دوم و سوم دهنده این است که در شکست

(سه شکست به  هیچ واحد فعالی حذف نشده است
باشد)، اما در عنوان واحدهاي نمونه سانسور می

 حذف و یا از آزمون واحد فعال 푚شکست چهارم، 
  شود.خارج می

سانسور نوع گیري هاي نمونهدر شبیه سازي طرح
] از توزیع رایلی با 6دوم از الگوریتم پیشنهادي [

훽پارامتر مقیاس  = برآوردگرها  استفاده نمودیم. 2
براساس مقدار میانگین برآوردها و کارایی مربوط به 

شود. در روش بیزي از مخاطره آنها مقایسه می

휆	هاي پیشین جفري (توزیع = 	훾 = ) و پیشین 0
휆هارتیگان ( = 	훾 =   ستفاده کردیم. ا) 2

براي محاسبه تابع زیان از دو مقدار مختلف 
)푝 = سازي در ) استفاده شده است. نتایج شبیه1,2

) خلاصه شده است. همه نتایج 3) و (2هاي (جدول
باشند. از می 10000تکرار  گیري با براساس نمونه

شود که مقادیر مشاهده می 3و  2هاي نتایج جدول
بستگی ندارد، اما به اندازه   푛نمونهمخاطره به اندازه 

بستگی دارد، با افزایش اندازه   푚نمونه مطلوب
یابد و ، مقادیر مخاطره کاهش می푚نمونه مطلوب 

  훽مقادیر برآوردگرهاي بیزي به مقدار واقعی
رود وقتی که در نتیجه انتظار می شود.تر مینزدیک

نگاه انتخاب شود آ  훽همسایگیدر 훽 مقدار حدسی 
مخاطره در کمترین مقدار قرار گیرند و برآوردگر 

 훽اما در عمل،  .بهتر عمل کند بیزي انقباضی
نامشخص(مجهول) است و این موضوع انتخاب مقدار 

 3و  2هاي از نتایج جدول سازد.حدسی را دشوار می
با وجود اینکه مقادیر مخاطره براي برآوردگرهاي بیز 

ز رآوردگرهاست، اما اتجربی کمی بیشتر از دیگر ب
تجربی ارزشمند  بیز دیدگاه عملی، برآوردگر انقباضی

  .است
  

  
  گیري سانسور که در مطالعات شبیه سازي شده مورد استفاده قرار گرفتنمونه : شش طرح1جدول 

 گیري سانسورطرح نمونه طرح
푅 اول = (0	0	0	0	0	0	0	0	0	10) 
푅 دوم = (0	0	0	0	0	0	0	0	0	15) 
푅 سوم = (0	0	0	0	0	0	0	0	0	0	0	0	0	0	10) 

푅 چهارم = (0	0	0	0	0	0	0	0	0	20) 
푅 پنجم = (0	0	0	0	0	0	0	0	0	0	0	0	0	0	15) 
푅 ششم = (0	2	1	0	0	2	1	2	1	1	0	0	2	0	8) 
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-برآورد، تحت تابع زیان آنتروپی تعمیمهاي مختلف از روش  휷بیز و برآوردگرهاي درستنمایی ماکزیمم میانگین :2 جدول
풑یافته با  = ퟏمخاطره واقعی (به صورت پررنگ) و مخاطره برآورد شده در داخل پرانتز ارائه شده است ،.  

  풏	نمونه	اندازه 푻풎	مطلوب	اندازه ،سانسور 	طرح	  
,20,10) برآوردگر توزیع پیشین [1]) (25,10, [2]) (25,15, [3]) (30,10, [4]) (30,15, [5]) (35,15, [6]) 

 جفري

훽  
 
 

훽  
 
 

훽  
 
 

훽  
 

훽  

4.985 
(0.049,9.050)  

 
4.065 

(0.063,0.325)  
 

5.046 
(0.049,1.519)  

 
5.248 

(0.050,1.916)  
 

4.971 
(0.049,1.915) 

4.99 
(0.05,9.05)  

  
4.07 

(0.06,0.32)  
  

5.05 
(0.05,1.52)  

 
5.25 

(0.05,1.91)  
 

4.97 
(0.05,1.91) 

5.00 
(0.03,14.03)  

 
4.33 

(0.04,0.28)  
 

5.03 
(0.03,1.66)  

 
5.17 

(0.03,2.18)  
 

4.99 
(0.03,2.18) 

4.99 
(0.05,9.05)  

 
4.06  

(0.06,0.32)  
 

5.05  
(0.05,1.52)  

  
5.25  

(0.05,1.91)  
  

4.97  
(0.05,1.91) 

4.99 
(0.03,14.03)  

 
4.32  

(0.04,0.28)  
 

5.02  
(0.03,1.65)  

  
5.16  

(0.03,2.18)  
  

4.98  
(0.03,2.18) 

6.04 
(0.06,14.03)  

 
5.20 

(0.04,0.08)  
 

6.07 
(0.06,2.165)  

 
6.25 

(0.07,2.18)  
 

6.03 
(0.06,2.18) 

 هارتیگان

훽  
  
 

훽  
  
 

훽  
 

훽  

4.70 
(0.04,0.01)  

 
5.00 

(002,0.08)  
 

5.24 
(0.05,1.91)  

 
4.96 

(0.05,1.91) 

4.75 
(0.04,0.01)  

 
5.05 

(0.05,0.09)  
 

3.30 
(0.05,1.91)  

 
5.02 

(0.05,1.91) 

4.79 
(0.03,0.05)  

 
4.98 

(0.03,0.05)  
 

5.14 
(0.03,2.18)  

 
4.96 

(0.03,2.18) 

4.72 
 

(0.54,0.01)  
5.01 

(0.05,0.08)  
  

5.25 
(0.05,1.91)  

  
4.97 

(0.05,1.91) 

4.82 
(0.03,0.05)  

 
5.02 

(0.03,0.06)  
 

5.01 
(0.03,2.18)  

 
5.00 

(0.03,2.18) 

5.79 
(0.05,0.05)  

 
6.05 

(0.06,0.24)  
 

6.25 
(0.07,2.18)  

 
6.03 

(0.06,2.18) 

  
-از روش هاي مختلف برآورد، تحت تابع زیان آنتروپی تعمیم 휷 بیز و برآوردگرهاي درستنمایی ماکزیمم میانگین: 3جدول

풑یافته با  = ퟐ مخاطره برآورد شده در داخل پرانتز ارائه شده است.، مخاطره واقعی (به صورت پررنگ) و  
  		풏	نمونه	اندازه ،풎	مطلوب	اندازه ،سانسور 	طرح	  

,20,10) برآوردگر توزیع پیشین [1]) (25,10, [2]) (25,15, [3]) (30,10, [4]) (30,15, [5]) (30,20, [6]) 

 جفري

훽  
  
 
훽  
  
 
훽  
  
 

훽  
 

훽  

5.01 
(0.20,109)  

 
3.93 

(0.24,0.68)  
 

5.04 
(0.20,8.01)  

 
5.14 

(0.20,3.93)  
 

5.00 
(0.20,3.93) 

4.98 
(0.20,109)  

 
3.92 

(0.24,0.68)  
 

5.02 
(0.20,7.93)  

 
5.11 

(0.20,3.93)  
 

4.98 
(0.20,3.93) 

4.98 
(0.13,239)  

 
4.20 

(0.15,0.59)  
 

5.00 
(0.13,8.73)  

 
5.07 

(0.13,4.44)  
 

4.98 
(0.13,4.44) 

4.99 
(0.20,109)  

 
3.92 

(0.24,0.68)  
 

5.02 
(0.20,7.95)  

 
5.12 

(0.21,3.93)  
 

4.98 
(0.21,3.93) 

4.99 
(0.13,239)  

 
4.21 

(0.15,0.59)  
 

5.01 
(0.13,8.78)  

 
5.08 

(0.03,2.18)  
 

4.99 
(0.03,2.18)  

6.05 
(0.31,239)  

 
5.07 

(0.18,0.59)  
 

6.07 
(0.32,13.5)  

 
6.16 

(0.34,4.44)  
 

6.05 
(0.31,4.44) 

 هارتیگان

훽  
훽  
훽  

 
훽  

 

4.53 
(0.18,0.07)  

 
5.02 

(0.19,1.45)  
 

5.13 
(0.20,3.93)  

 
5.00 

(0.20,3.93) 

4.51 
(0.18,0.07)  

 
5.00 

(0.20,1.44)  
 

5.11 
(0.20,3.93)  

 
4.98 

(0.20,3.93) 

4.68 
(0.12,0.06)  

 
5.02  

(0.13,1.41)  
 

5.10 
(0.13,4.44)  

 
5.02 

(0.13,4.44) 

4.50 
(0.18,0.07)  

 
4.98 

(0.20,1.42)  
 

5.10 
(0.20,3.93)  

 
4.96 

(0.20,3.93) 

4.67 
(0.12,0.06)  

 
5.01 

(0.13,1.39)  
 

5.09 
(0.13,4.44)  

 
5.00 

(0.13,4.44) 

5.63 
(0.37,0.12)  

 
6.06 

(0.37,0.12)  
 

6.16 
(0.33,4.44)  

 
6.05 

(0.31,4.44) 
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  هاتحلیل داده .5
هاي واقعی که ما در تحلیل داده از آن استفاده داده

) استخراج 2016کردیم از مقاله علیزاده و دیگران (
شده است. آنها نشان دادند که برآوردگر درستنمایی 
ماکزیمم بهتر از دیگر برآوردگرهاست. بنابراین براي 

، از برآوردگر درستنمایی ماکزیمم 휆برآورد مقدار 

واضح  5استفاده کردند. بنابر نتایج جدول  훽پارامتر 
 훽است که برآوردگرهاي انقباطی بیزي تجربی 

داراي کمترین مخاطره در میان برآوردگرهاي 
مقدار  푝پیشنهادي است. همچنین با افزایش 

برآوردها کاهش یافته ولی مقدار مخاطره افزایش 
  .یابدمی

  
  

 ام)풊زمان شکست نمونه  풓풊دوم ( گیري سانسور فزاینده نوع: مثال نمونه4جدول 
푖	 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
푥( )	 0.8 0.8 1.3 1.5 1.8 1.9 1.9 2.1 2.6 2.7 
푟 	 0 0 3 0 0 2 0 0 2 0 
푖	 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
푥( )	 2.9 3.1 3.2 3.3 3.5 3.6 4 4.1 4.2 4.2 
푟 	 2 1 0 0 4 0 0 2 0 0 
푖	 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
푥( )	 4.3 4.3 4.4 4.4 4.6 4.7 4.7 4.8 4.9 4.9 
푟 	 3 0 1 0 0 2 0 4 0 0 
푖	 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
푥( )	 5 5.3 5.5 5.7 5.7 6.1 6.2 6.2 6.2 6.3 
푟 	 3 3 0 0 3 0 0 2 0 0 
푖	 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 
푥( )	 6.7 6.9 7.1 7.1 7.1 7.1 7.4 7.6 7.7 8 
푟 	 2 0 2 1 0 0 4 0 0 2 
푖	 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
푥( )	 8.2 8.6 8.6 8.6 8.8 8.8 8.9 8.9 9.5 9.6 
푟 	 0 0 4 0 0 2 0 0 3 0 
푖	 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
푥( )	 8.2 8.6 8.6 8.6 8.8 8.8 8.9 8.9 9.5 9.6 
푟 	 0 0 4 0 0 2 0 0 3 0 
푖	 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
푥( )	 8.2 8.6 8.6 8.6 8.8 8.8 8.9 8.9 9.5 9.6 
푟 	 0 0 4 0 0 2 0 0 3 0 
푖	 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
푥( )	 8.2 8.6 8.6 8.6 8.8 8.8 8.9 8.9 9.5 9.6 
푟 	 0 0 4 0 0 2 0 0 3 0 
푖	 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
푥( )	 8.2 8.6 8.6 8.6 8.8 8.8 8.9 8.9 9.5 9.6 
푟 	 0 0 4 0 0 2 0 0 3 0 
푖	 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
푥( )	 8.2 8.6 8.6 8.6 8.8 8.8 8.9 8.9 9.5 9.6 
푟 	 0 0 4 0 0 2 0 0 3 0 

  
 ها : برآورد بیز تجربی و برآورد انقباضی بیز تجربی و مقادیر مخاطره آن5جدول 

p مخاطره انقباضی بیز تجربی  برآورد انقباضی بیز تجربی  مخاطره بیز تجربی برآورد بیز تجربی  
1  17.07043 17.34568 17.2696 17.34469 
2 16.9967 17.34468 17.19386 17.34273 
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 گیري. نتیجه6
در این مقاله، با استفاده از توزیع پیشین مزدوج و 
تابع زیان آنتروپی تعمیم یافته، برآورد انقباضی 
بیزي، پارامتر مقیاس، توزیع احتمال نمایی 
دوپارامتري را بدست آوردیم. برآورد بیزي و برآورد 

ده، با انقباضی بیزي که در این مقاله محاسبه ش
استفاده از یک مقدار حدسی از فضاي پارامتر بدست 
آمده است و نیز مقادیر ریسک این برآوردگرها را 

هاي بدست بدست آوردیم. بر اساس مقادیر ریسک
قابل  نسبتاً آمده ریسک برآوردگر انقباضی بیزي

قبول بود. در عمل مقدار واقعی پارامتر، یک عدد 
نامعلوم است به همین علت یک مقدار حدسی از 
فضاي پارامتر را براي آن انتخاب کردیم. از روش بیز 
تجربی براي برآورد مقدار حدسی از پارامتر استفاده 
کردیم و سپس مقادیر ریسک برآوردگرهاي بیز 

زي تجربی را محاسبه تجربی و برآوردگر انقباضی بی
عملکرد  کردیم. در مقایسه با برآوردگرهاي دیگر،

تر است مناسب تجربی نسبتاً برآورد انقباضی بیزي
به همین منظور پیشنهاد می شود که در عمل و 
اهداف بزرگتر، از برآوردگر انقباضی بیزي تجربی 

  مورد استفاده قرار گیرد. 
  

 تقدیر و تشکر
وران محترم براي ارائه نویسندگان مقاله از دا

شان در بهبود این مقاله پیشنهادات سازنده
  نمایند.سپاسگزاري می
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