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کاربرد روش تابع هسته براي حل يک کلاس از معادلات 
  انتگرال خطي دو بعدي با هسته منفرد ضعيف

  
  
  

 ۲ييم رضاي، مر*۱يا اصلاحچمحمد رض

  
 

  رانيت مدرس، تهران، اي، دانشگاه تربياضي، دانشکده علوم ريکاربرد ياضيگروه ر   )۲و۱(
  
  
 

 ۱۳/۰۶/۹۸تاريخ پذيرش مقاله:  ۰۵/۱۲/۹۶تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
با استفاده از شکل معادله، يک  کنيم. بدين منظوردر اين مقاله يک معادله انتگرال ولتراي نوع دوم خطي يک بعدي را حل مي

اش و توابع هسته باز توليد يک پايه براي فضاي توابع به کنيم و با استفاده از آن و عملگر الحاقيعملگر خطي تعريف مي
هاي ارائه شده در اين مقاله آوريم. مثالاي به دست ميآوريم. سپس جواب معادله انتگرال را بر حسب اين توابع پايهدست مي

اي به دهند. اما اين روش براي معادلات انتگرال ولتراي نوع دوم غير خطي يک بعدي نتيجهصحت و اعتبار روش را نشان مي
دهد، در اين حالت يک روش جديد براي محاسبه ضرايب فوريه بايستي ارائه شود بنابراين تمرکز بعدي ما ارائه يک دست نمي

غير خطي است. اين روش به راحتي قابل تعميم براي معادله انتگرال ولتراي نوع روش براي محاسبه ضرايب فوريه در حالت 
  کنيم.دوم خطي دو بعدي است و ما روي اين موضوع در مقاله ديگر کار مي

  
  

  معادله انتگرال ولترا، هسته باز توليد، ضرايب فوريه. هاي کليدي: واژه

                                                
   Email: Eslahchi@modares.ac.ir                                                                                    :     دار مکاتبات عهده .*

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش شگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقاتدان                                                                                                   
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 مقدمه - ۱
راي نوع دوم دانيد معادله انتگرال ولتهمانطور که مي

خطي يک بعدي در بسياري از علوم و مهندسي داراي 
هاي اخير چندين روش کاربردهاي فراواني است. در سال

براي حل اين معادلات داده شده است. به عنوان مثال 
 ۳و تکرار نوساني ۲هاي آدومين] روش۲و۱در [ ۱وزواز

براي حل اين گونه معادلات ارائه داده است. همچنين در 
- ] روش موجک۵و۴روش تابع هار کسري و در [ ]۳[

ارائه شده است. در اين مقاله يک روش جديد  ۴گلرکين
براي حل اين معادله ارائه خواهيم کرد. بدين منظور 
معادله انتگرال ولتراي نوع دوم خطي يک بعدي به 

  صورت زير را در نظر بگيريد:

  0( ) ( ) ( , ) ( )
x

u x f x K x t u t dt       )۱(  
  

x[0,1]که در آن   ،( )u x  يک تابع مجهول و
1
2( ), ( ) [0,1]u x f x W.  

1فضاي تابعي 
2 [0,1]W  يک فضاي هسته باز توليد است

که در بخش بعدي تعريف خواهد شد. هدف ما در اين 
)مقاله پيدا کردن تابعي مانند )u x  1در

2 [0,1]W  است به
) صدق کند. بدين منظور با توجه ۱طوري که در معادله (

1) يک عملگر خطي روي ۱به شکل معادله (
2 [0,1]W 

کنيم. سپس با استفاده از عملگر الحاقي نظير و تعريف مي
1توابع هسته باز توليد در 

2 [0,1]W  براي آن يک پايه  
) را بر حسب اين پايه به ۱سازيم. سپس جواب معادله (مي

  آوريم.دست مي
  
 پيشينه تحقيق - ۲

هاست مورد بحث ميان يابي انبار سالمسأله مکان
يابي در محققين است، با اين حال مطالعه نظريه مکان

يابي انبار توسط آلفرد وبر آغاز شد. وبر مکان ۱۹۰۹سال 
زي فاصله بين انبار و تسهيلات سارا با هدف حداقل
همچنين طبق تحقيقات کارماکر و  ]۵[موجود به کار برد. 

ترين معيار جهت انتخاب مکان انبار مدت همکارش، مهم
گويي، شرايط حمل و نقل، هزينه، شرايط زمان پاسخ

ترين معيارها شناخته مکاني و منابع انساني به عنوان مهم
شده است که در اين مطالعات هزينه شامل هزينه زمين و 

گويي شامل مان پاسخهزينه حمل و نقل است و مدت ز
 ]۶[دهي و مدت تاخير تعريف شده است. زمان پاسخ

اوزکان و همکارانش انتخاب مکان انبار را به عنوان 
گيري معرفي نموده و به تحليل و مهمترين بخش تصميم

معرفي معيارهاي مهمي چون قيمت واحد، هزينه 
ها، ميانگين فاصله تا ا کارگاهموجودي، ميانگين فاصله ت

در تحقيقات  ]۷[پذيري پرداختند. کننده و انعطافعرضه
  گيري مکان انبار از انجام شده در رابطه با تصميم

گيري بسياري استفاده شده است که هاي تصميممدل
  ) آمده است:۱ها در جدول ( اي از مدلخلاصه

هايي که در ترين مدل-) برخي از رايج۱در جدول (
ارزيابي و انتخاب مکان انبار ارائه شده است، معرفي 

  شدند. 
ها از يک مدل و در برخي ديگر ترکيبي در برخي از مقاله

توان ادعا کرد ده است. همچنين نميها استفاده شاز مدل
  ها بهتر است، زيرا تمامي که يک مدل از ساير مدل

ها نقاط ضعف و قوت خود را دارند و هر مدل ممکن مدل
است براي مسأله خاصي مناسب و کاربردي باشد. نکته 

گيري چند شاخصه بايد به هاي تصميمديگر اينکه در مدل
برخي  م توجه داشت.ه ۲و غيرجبراني ۱هاي جبرانيمدل

دهند و برخي ها اجازه مبادله بين معيارها را نمياز مدل
  کنند.مجوز مبادله را صادر مي

  
  

  گيري هاي تصميم بندي مدل ): طبقه۱جدول (
  منابع  روش  طبقه

  ريزي رياضيبرنامه
Mixed integer programming 

Non-linear programming 
Global optimization 

]۸ -۱۴[  

 ]AHP – TOPSIS- ELECTRE- VIKOR ]۶ ,۷ ,۱۵-۱۷  گيري چند معيارهتصميم
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هاي کلاسيک در اين مقاله علاوه بر اينکه يکي از مدل
جهت مکانيابي استفاده خواهد شد، با استفاده از روش 

UTASTAR هاي مورد بندي گزينهمطلوبيت رتبه
فوق نيز سنجش خواهد گرديد. در ارزيابي در مدل 

مجموع بايد عنوان نمود که اهميت ويژه استفاده از مدل 
UTASTAR گويي به اين اينست که قادر به پاسخ

بندي شده توسط هر هاي رتبهسوال است که آيا گزينه
 گيري توانايي برطرف نمودن نياز تصميممدل تصميم

به دنبال گيرنده را داراست يا خير؟ و در اين پژوهش 
پاسخ به اين سوال هستيم که آيا کانديداهاي احداث انبار 

هاي در شرکت مورد مطالعه که توسط يکي از مدل
اند واقعاً بندي شده گيري شناخته شده رتبهتصميم

  کانديداهاي مناسبي هستند يا خير؟ 
  
  روش حل معادله  - ۳

1) در ۱براي به دست آوردن جواب معادله (
2 [0,1]W ،

1ابتدا يک عملگر خطي روي 
2 [0,1]W  به صورت زير

  کنيم:تعريف مي
1براي هر 

2( ) [0,1]u x Wدهيم:، قرار مي  

0
( )( ) ( ) ( , ) ( )

x
Lu x u x K x t u t dt     

  
)اگر  )u x ) باشد در اين صورت داريم:۱جواب معادله (  

( )( ) ( )Lu x f x                                   )۲(  
  

شود به يافتن تابعي مانند بنابراين مسأله ما تبديل مي
( )f x ) صدق کند. فرض ۲به طوري که در معادله (

}1و دنباله  Lعملگر الحاقي نظير  L*کنيم  }i ix 
  در

  دهيم:چگال باشد در اين حالت قرار مي [0,1]بازه 
( ) ( )

ii xx r x   
  و

*( ) ( )( )i ix L x   
  يا

0
( ) ( ) ( , ) ( )

ix

i x i i xx r x K x t r t dt     

  
اشميت يک دنباله -با استفاده از روند متعامد سازي گرام

}1متعامد يکه مانند  ( )}i ix 
  از روي دنباله

1{ ( )}i ix 
 سازيم. فرض کنيد ميik  ضرايب در

  اشميت به صورت زير باشند:- روند گرام

1

( ) ( )
i

i ik k
k

x x  


  

  
}1دنباله  ( )}i ix 

  1در فضاي
2 [0,1]W  ،کامل نيست

1توان آن را به يک پايه براي اما مي
2 [0,1]W  .توسيع داد

  بدين منظور داريم،
1

1

({ ( )} )

{ ( )| ( ) ( ), , }

i i

n

i i i
i

span x

u x u x c x c n












    
 

  
  بستار اين زير فضا به صورت زير باشد، Sگيريم 

1({ ( )} )i iS span x 
  

  
Sو    زير فضاي مکمل متعامدS  1در

2 [0,1]W  .باشد
Sبا استفاده از روش زير يک پايه براي    به دست  

  دهيم:آوريم، قرار ميمي

1
2

( )
( )

( )
j

j
j W

x
x

x





  

  که در آن

    

  









   

  





1
2

1
2

1

1

1

( ) ( ) ( ), ( ) ( )

( ), ( ) ( )

j j j i iW
i

j

i i iW
i

x x x x x

x x x

 

  

j...,1,2و    1و به ازايj  ،
1

1

0
j

i





 دنباله .

1{ ( )}i ix 
  يک پايه برايS   است. چون

1{ ( )}i ix 
  1و{ ( )}i ix 

 هايي براي  به ترتيب پايه
S  وS   1هستند و

2 [0,1]W S S   ،بنابراين  

1 1{ ( )} { ( )}i i i iB x x  
    

  
1يک پايه براي 

2 [0,1]W .است  
  

}1اگر دنباله  :۱- ۳ قضيه }k ks 
  چگال  [0,1]در بازه  

  

  ) به صورت زير است:۱باشد آنگاه جواب معادله (
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1 1

1

( ) ( ) ( )

( )

i

ik k i
i k

j j
j

u x f s x

x

                     )۳(  

  
ها از دستگاه معادلات خطي زير به دست jکه در آن 

  آيند،مي

 

 



 







 




1 1

1

( ) ( )( )( )

( )( ) ( 1,2,...)

i

n ik k i n
i k

j j n
j

f x f s L x

L x n

      )۴(  

  
1فرض کنيم  اثبات:

2( ) [0,1]u x W ) ۱جواب معادله (
)باشد در اين صورت با بسط  )u x  بر حسب پايهB 

  داريم،

1
2

1
2

1

1

( ) ( ), ( ) ( )

( ), ( ) ( )

i iW
i

j jW
j

u x u x x x

u x x x

 

 









   

 




 

  
1گيريم 

2
( ), ( )j j W
u x x    بنابراين تساوي
  شود:فوق به صورت زير تبديل مي

  

 



 





    



1
2

1 1

1

( ) ( ), ( ) ( )

( )

i

ik k iW
i k

j j
j

u x u x x x

x

 

  

 



 





   



1
2

*

1 1

1

( ), ( )( ) ( )

( )

i

ik k iW
i k

j j
j

u x L x x

x

 

  

 



 





   



1
2

1 1

1

( )( ), ( ) ( )

( )

i

ik k iW
i k

j j
j

Lu x x x

x

 

  

 



 





   



1
2

1 1

1

( ), ( ) ( )

( )

i

ik k iW
i k

j j
j

f x x x

x

 

   
 

  

  
1 1 1

( ) ( ) ( )
i

ik k i j j
i k j

f s x x  

  
گيريم ) نتيجه مي۳از (يک عملگر خطي است  Lچون 

  که،

 

 



 












1 1

1

( )( ) ( )( )( )

( )( )

i

ik k i
i k

j j
j

Lu x f s L x

L x

 

  
)اما  )( ) ( )Lu x f x ،بنابراين  

 

 



 












1 1

1

( ) ( )( )( )

( )( )

i

ik k i
i k

j j
j

f x f s L x

L x

 

  
nxبه خصوص براي  x ،داريم  

 

 



 












1 1

1

( ) ( )( )( )

( )( )

i

n ik k i n
i k

j j n
j

f x f s L x

L x

 

  
n...,1,2که در آن  .  

) به ۳) با برش سري (۱( اکنون جواب تقريبي معادله
  آيد،صورت زير به دست مي

 

 

 







 



,
1 1

1

( ) ( ) ( )

( )

n i

n m ik k i
i k

m

j j
j

u x f s x

x

 

 
و
j،ها صادق در دستگاه معادلات خطي زير هستند  

 

 

 










1 1

1

( ) ( )( )( )

( )( )

n i

l ik k i l
i k

m

j j l
j

f x f s L x

L x

 

  
l...,1,2که در آن  .  
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)هرگاه : ۲-۳قضيه )u x و ۱عادله (جواب م (, ( )n mr x 
,خطاي جواب تقريبي  ( )n mu x  باشد که( )u x  و

, ( )n mu x داده ۴) و (۳هاي (بترتيب توسط فرمول (
  آيند:اند آنگاه نتايج زير به دست ميشده

,الف) جواب تقريبي  ( )n mu x  همگرا به جواب دقيق
( )u x  به معناي

1
2

.
W

  است. 
,ب) خطاي  ( )n mr x  يکنوا نزولي به معناي

1
2

.
W  است

  و
1
2

,
,
lim ( ) 0n m Wn m

r x


  

  
يک پايه متعامد نرمال  B(الف) چون  اثبات:
1
2 [0,1]W ) گيريم که ) نتيجه مي۳است از

, ( )n mu x  به
( )u x .همگرا است  

  (ب) داريم،



  

 



 
  



 
  

 


 

 

  

 

 



1
2

1
2

2 2
1, 1

1 1

2 2 2
( 1) 1

1 1

2 2 2
, ( 1) 1

1

( ) ( ( ))

[ ( )]

( ) [ ( )]

W

W

i

n m ik k
i n k

i

j n k k m
j m k

i

n m n k k m
k

r x f s

f s

r x f s

 

  
  بنابراين،

1 1
2 2

2 2

1, 1 ,( ) ( )
W W

n m n mr x r x     

 و لذا

1 1
2 2

1, 1 ,( ) ( )n m n mW W
r x r x    

 پس بنا به (الف) خواهيم داشت،

1
2

,,
lim ( ) 0n m Wn m

r x


  

 
  هاي عدديمثال - ۴

دهيم که روش فوق را در اين بخش چند مثال ارائه مي
کنيم. مقادير جواب تقريبي در سازي ميروي آنها پياده

10i,...,1,2که در آن  ixنقاط   کنيم را محاسبه مي
نماييم. ) مقايسه مي۱و آنها را با جواب دقيق معادله (

  کنند.مقادير به دست آمده صحت روش را تاييد مي
  

معادله انتگرال ولتراي خطي نوع دوم زير را  :۱-۴مثال 
  در نظر بگيريد:

0
( ) sin( ) 2 sin(2 2 ) ( )

x
u x x x t u t dt    

  
جواب دقيق اين معادله عبارتست از 

( ) 4 3sin( )u x x x   نتايج عددي اين  ۱جدول
 دهد.مثال را نشان مي

  
معادله انتگرال ولتراي نوع دوم خطي زير را  :۲-۴مثال 

  در نظر بگيريد:

0
( ) sin( ) ( )

x
u x x x t u t dt    

  

جواب دقيق اين معادله 
3

( )
6
x

u x x   است. جدول

  دهد. مينتايج عددي مربوط به اين مثال را نشان  ۲

  
  ۱-۴: خطاي مطلق جواب تقريبي براي مثال ۱جدول 

جواب تقريبي  خطاي مطلق
50,50 ( )u x جواب دقيق   ( )u x  ix  i  

0.0002008342 0.1007005842 0.1004997500 0.1 1 
0.0002731581 0.2037188495 0.2039920076 0.2 2 
0.0006014454 0.3140408253 0.3134393799 0.3 3 
0.0018391393 0.4335841123 0.431744973 0.4 4 
0.0028141361 0.5645375201 0.561723384 0.5 5 
0.0038536238 0.7099262038 0.706072580 0.6 6 
0.0050105120 0.8723574500 0.867346938 0.7 7 
0.006056379 1.053988106 1.047931727 0.8 8 
0.006067472 1.256086743 1.250019271 0.9 9 
0.041174261 1.434412785 1.475587046 1 10 
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  ۲-۴: خطاي مطلق جواب تقريبي براي مثال ۲جدول 
جواب تقريبي   خطاي مطلق

40,40 ( )u x   جواب دقيق( )u x  ix  i  
0.00053191962 0.09963474708 .1001666667 0.1 1 
0.0003307444 0.2016640777 .2013333333 0.2 2 
0.0000884224 0.3045884224 .3045000000 0.3 3 
0.0009501143 0.4116167810 .4106666667 0.4 4 
0.0011156143 0.5219489476 .5208333333 0.5 5 
0.0014922784 0.6374922784 .6360000000 0.6 6 
0.0020983302 0.7592649969 .7571666667 0.7 7 
0.0026783033 0.8880116366 .8853333333 0.8 8 
0.003115183 1.024615183 1.021500000 0.9 9 
0.032682029 1.133984638 1.166666667 1 10 

 
معادله انتگرال ولتراي نوع دوم خطي زير را  :۳-۴مثال 

  در نظر بگيريد:
2

0
( ) ( ) (2 8)sin( ) ( )

x
u x f x x xt u t dt    

  
  که در آن

  

  

2

2

( ) 2 4sin( )(sin2 cos2 )

(sin2 cos2 )(1 2 cos( ))

f x x x x x

x x x x
 

  
جواب دقيق اين معادله به صورت 

( ) sin 2 cos2u x x x  نتايج  ۳باشد. جدول مي
  دهد. عددي مربوط به اين مثال را نشان مي

  
معادله انتگرال ولتراي نوع دوم خطي رير را  :۴-۴مثال 

  در نظر بگيريد:

  2
2

1
( ) tan( )

cos( )
xu x xe x

x
 




2

20

(1 ) cos( )
( )

cos( )

x x xt
u t dt

x
 

 
)جواب دقيق اين معادله عبارتست از  ) xu x e جدول .

  دهد. نتايج عددي مربوط به اين مثال را نشان مي ۴
  

  گيرينتيجه
وم در اين مقاله ما روي معادله انتگرال ولتراي نوع د

خطي يک بعدي کار کرديم. روش به کاربرده شده در اين 
مقاله به راحتي قابل تعميم به حالت دو بعدي است. اما 

توان براي معادلات انتگرال ولتراي نوع اين روش را نمي
دوم غيرخطي استفاده کرد، در اين حالت براي محاسبه 

jده نمود. بنابراين ها بايستي از روش جديد استفا
ها در حالت غيرخطي است. jتمرکز بعدي ما محاسبه 

انجام شده  Mapleدر اين مقاله محاسبات با نرم افزار 
است. ما معتقديم که روش حاضر در اين مقاله با تغيير 

  سازي است. دهمجددأ قابل پيا Lعملگر 
  

  ۳-۴: خطاي مطلق جواب تقريبي براي مثال ۳جدول 
جواب تقريبي   خطاي مطلق

30,30 ( )u x   جواب دقيق( )u x  ix  i  
0.0002 1.178512166 1.178735909 0.1 1 
0.0008 1.309749905 1.310479336 0.2 2 
0.0015 1.388496239 1.389978088 0.3 3 
0.0012 1.415276569 1.414062800 0.4 4 
0.0003 1.381451467 1.381773291 0.5 5 
0.0002 1.294206443 1.294396840 0.6 6 
0.0018 1.153560835 1.155416873 0.7 7 
0.00822 0.9621475627 0.9703740807 0.8 8 
0.01777 0.7288779277 0.7466455362 0.9 9 
0.05350 0.5466505827 0.4931505903 1 10 



 

 ۱۶۵                                                   کاربرد روش تابع هسته براي حل يک کلاس از معادلات انتگرال خطي دو بعدي با هسته منفرد ضعيف
 

   

  ۴-۴: خطاي مطلق جواب تقريبي براي مثال ۴جدول 
جواب تقريبي  خطاي مطلق

50,50 ( )u x   جواب دقيق( )u x  ix  i  
0.000141383 1.105312301 1.105170918 0.1 1 
0.000299848 1.221702606 1.221402758 0.2 2 
0.000714772 1.350573580 1.349858808 0.3 3 
0.001773160 1.493597858 1.491824698 0.4 4 
0.000276945 1.648998216 1.648721271 0.5 5 
0.000585311 1.822704111 1.822118800 0.6 6 
0.000547327 2.014300034 2.013752707 0.7 7 
0.001476585 2.227017513 2.225540928 0.8 8 
0.001962347 2.457640764 2.459603111 0.9 9 
0.060680773 2.657601055 2.718281828 1 10 
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