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دستگاه    يف را براين مقاله وجود حداقل سه جواب ضعيدر ا
  م:يينماير ثابت ميز يخطشبه 
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nكه  1N  ي(به ازا ، ( ي دار با مرزدامنه كران 

،  كه عمود بر يبردار   باشد.يم 1Cاز كلاس
, 0   1 يازا، به i n ، ( )ia L    و

ip N است. تابع : nF     ي اگونهبه  
 يازااست كه به  1 2, ,..., n

nt t t  ،  

 1 2., , ,..., nF t t t    در  يازاوسته و به يپ  x

 ، , ,...,F x   در ،n، 1C  ن تابع  يچناست. هم

: nG    م كه يريگي در نظر م يرا طور
 يازابه  1 2, ,..., n

nt t t ،  1 2., , ,..., nG t t t  
)  ،x  يازار و به يپذاندازه   در   , ,..., )G x  ،    در

n، 1C  .مساله فوق را در ادامه  است  ,N  

ل با يفرانسير دستگاه معادلات دياخ يهادر سال م.يناميم
ها بوده است.  دانياضياز ر  ياريمورد توجه بس  يط مرزيشرا
ها را موجود در آن   و مراجع]  ٤-١[  يهاعنوان مثال مقالهبه

مساله   يت جواب براينهاي ، وجود ب]١[ د. درييمشاهده نما
  ر ثابت شده است: يز
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دار از مجموعه ها توابع كران ihكه  ,a b    به

 0,  .ف يوجود سه جواب ضع، ]٤[در مقاله هستند
شده است:  ي ر بررسيدستگاه ز يبرا
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اثبات   يچريكه توسط ر  يياه يبا استفاده از قض،  ]٧در مقاله [

باز  يها نشان دادند بازهسندهيشده است، نو
 0,   يازاكه به يطورموجود است به 
 دو جواب  ير دارايز يضويب يخط، دستگاه شبه

  باشد:  ي زا مو مج يه ينابد
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 ١١٣                                                                                              يضويب يخطشبه ك دستگاهي يف برا يوجود حداقل سه جواب ضع
 

   

ر اثبات  يمساله ز يبرا، ]٣[مشابه در مقاله  يجين نتايهمپن
 شده است: 
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 ر از پروفسوريه زيج، قضياثبات نتا يما برا يابزار اصل
  است.  ]٨[ يچرير

 
 

،  ي قيحق يانعكاس باناخ يك فضاي Xم ييفرض نما
I  :ك بازه، ي ، X  وسته  يپميك تابعك ني

 Xر مجموعه كراندار از  يهر ز يباشد كه رو 1Cينييپا
وارون   يم مشتق آن داراين فرض كنيچنكراندار است. هم 

J:باشد و X* يوسته رويپ X  ك تابعك ي ،
1C  هر   يازابا مشتق فشرده باشد و بهI ،  

 lim ( ) ( )
x

x J x


   

  
و   موجود باشد كه ،
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I x X

x X I

sup inf x J x

inf sup x J x





 

 
 

 

   

  
 

  
A  يك مجموعه باز ناته يصورت  نيدر ا I    ك عدد  يو

ر موجود است: يت زيبا خاص qمثبت 

A  ي ك مجموعه باز ناته يصورت  نيدر ا I    ك عدد  يو
  ر موجود است: يت زيبا خاص qمثبت 

:تابعك  يازاو به A يزاابه  X     با
0مشتق فشرده،   هر   يموجود است كه برا

 0,  معادله ، 

      0u J u u       

  
  ف است.  يسه جواب ضع يدارا

م نمود يل استفاده خواهيذ از گزاره يجه اصليدر اثبات نت
  ] اثبات شده است. ٦[كه در مقاله 

 

,و  يك مجموعه ناته ي Xميفرض كن J   دو تابع
x يازام بهين فرض كنيچنباشد. هم  X يرو X  ،

  0x   0وu X كه  يطورباشد به
   0 0 0u J u   1م يعلاوه فرض كن. بهu X 

0rو   موجود باشد كه  
الف)  1u r ،   

ب) 
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1هر  يراصورت بنيدر ا  هر  يو برا  ، 
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  م داشت يخواه
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حاصل  Xم يفوق، فرض كن يهاه ياستفاده از قض يبرا

,11سوبولف  يفضا n يرتضرب دكا ( )pW   ،
21, ( )pW   1، ... و, ( )npW  ،يعني  

1 2 1,1, 1,( ) ( ) ... ( )npp pX W W W      

  باشد با نرم 

1 2 1 2( , ,..., ) ... ,n nu u u u u u     
  
  كه

1/( ( ( ) ( ) ( ) ) )i i
p p

i i i iu u x a x u x dx


    

  
1 يازابه  i n  .م:ييفرض نما است 
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ipجا كه از آن N 1 يبه ازا i n  ،c   

 م داشت: يخواه ]، ٥در مقاله [ ١.٤است. از گزاره 
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1 يبه ازا i n  كه ،

1
( )i ia a x dx
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1  يبه ازا i n كه ،   diam  مجموعه    اندازه لبگ
 باشد. يم  
  

),ف از مساله  يك جواب ضعي )N   تابع ،u X   است
  ر صدق كند: يكه در رابطه زيطوربه
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1هر يازابه  2.( , ,..., )nv v v X  
  

  ها ذكر خواهد شد.  و اثبات آن يج اصلين فصل نتايادر 
uيازابه ابتدا  X م:يكنيف ميتعر  
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 توان ثابت كردي]، م ٩مشابه روش ارائه شده در مقاله [

ر است: يصورت زبه   مشتق گاتو يتابع فوق دارا 
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1 يازابه  2( , ,..., )nv v v v X    1و 2( , ,..., )nu u u u.

  م.يكنيان و اثبات ميرا ب يه اصلينك قضيا  
  



 

 ١١٥                                                                                              يضويب يخطشبه ك دستگاهي يف برا يوجود حداقل سه جواب ضع
 

   

:م تابع يفرض كن nF  ، است كه  ي اگونهبه  ،
 يازابه  1 2, ,..., n

nt t t  ،1 2(., , ,..., )nF t t t  در

  يازاوسته و به يپ  x  ،( , , ..., )F x    در ،n،

 ،1C م عدد مثبت ين فرض كنيچناست. همr   و تابع

 * * *
1 ,..., nu u u X   كه يطورموجود است به  

)*) الف )u r ،  
0ن عدد مثبت يچنب) هم  كه يطورموجود باشد به  
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)جا، همه باًي، تقرx يازاپ) به  ,0,...,0) 0F x   
,0) يياي آنگاه بازه باز ناته  ]A r و عدد مثبت

qر:يت زيموجود است با خاص 

A يازابه   و تابع: nG  ، كه  ،
 يازابه  1 2, , ..., n

nt t t    ،  

1 2(., , , ..., )nG t t t  در ي ازار و به يپذاندازه  
x ،( , ,..., )G x   در ،n، ،1C   ،است

0   0] يازاكه به يطورموجود است به, ]   
),مساله  )N ف در يسه جواب ضع  يداراX  است كه
 كمتر است. qها از نرم آن 

موضوع را ثابت   ١-٢ه  يم با استفاده از قضيخواهي: مبرهان
:م. تابع  يينما X  را مانند قبل  X يو فضا،

J:م. تابع يريگينظر مدر X   يازا را به  ،
u X م:يكنيف مير تعريصورت زبه  

1( ) : ( , ( ),..., ( ))nJ u F x u x u x dx


   . 

  
طور  كراندار، به X  هر مجموعه كراندار از  يروتابع  

است كه  ينييف پايوسته ضعيپمير و نيپذوسته مشتقيپ
  ي ازاوسته دارد. چون به يوارون پX* يمشتق آن رو
1 i n  ،ip N  است، پس تابعك

:J X  ر با مشتق  يپذوسته مشتقيطور پبه ،
1 يازات. به فشرده اس 2( , ,..., )nv v v v X    و

1 2( , ,..., )nu u u u X  م:يدار  
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,(ب) دو ثابت با توجه به فرض    با شرط  ،
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 كه  يطورموجود است به  
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x يازا به  وt  م يري. درنظر بگ،

1( ,..., )nu u u X گاه، آن  

1

1

1
1

( , ( ),..., ( ))
diam( )

1 1
...

diam( )
n

n

p p

n
n

F x u x u x
c

u u
c p p








 
     

 

  
  



  ١١٦                                                          ١٣٩٩  خرداد و تير،  مبيست و چهار، شماره  ششمهاي نوين در رياضي/ سال  پژوهش  /  د شكوهيسع
 

 

 
 
 

 

xهر   يبرا . 0)  يازا به, ]r جا كه  ، از آن
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1ي ازا به i n م داشت: ي، با توجه به روابط بالا خواه
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u  يازا به Xن  ي، و بنابرا  

lim ( ( ) ( )) .
u

u J u


     

  
 ١-٢از گزاره  ١-٢ه يقض يهار فرضيسا يبررس يبرا

ه و با ين قضيفرض (الف) از ام. با توجه به يكنياستفاده م
م  يرا خواه ١-٢، فرض (الف) از گزاره ف يتوجه به تعر

علاوه  داشت. به
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  م: ير را داريروابط ز ياز طرف
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  حال چون
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  م داشت: يخواه
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  نيبنابرا
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  جه يو در نت
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  م كهياد داري فرض (ب) را به 
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  ميدهيقرار م
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𝑣كه  >   است. چون   1
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  م داشت: يخواه



 

 ١١٧                                                                                              يضويب يخطشبه ك دستگاهي يف برا يوجود حداقل سه جواب ضع
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  م:يدار vجه با انتخاب  يو در نت
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0(با  ١-٢حال با توجه به گزاره  0u   1و *u u به (  

هر   يازا    صادق در  ،
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x يازاپ) به  جا، با همهي، تقر( ,0,..., 0) 0F x  .  
,0) يياي ه باز ناته گاه بازآن ]A r و عدد مثبتq

  مسالهA يازاموجود است كه به 
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qها از  است كه نرم آن X  ف در يسه جواب ضع  يدارا

  متر است. ك
  

باشد.  يم ٥١٧/٦ن مقاله مستخرج از طرح به شماره يا
كمال ت يسنده از دانشگاه گنبدكاووس جهت حماينو

  .و تشكر را دارد يقدردان
  

ك دستگاه از معادلات ي يجواب برامقاله وجود سهن يدر ا
ار  توانند از ابزيمحترم م يهال ثابت شد. خواننده يفرانسيد

ن پژوهش استفاده كرده و در خصوص وجود  يمطرح در ا
  ند.يمسائل مختلف مطالعه نما يجواب برا

   



 

 ١١٩                                                                                              يضويب يخطشبه ك دستگاهي يف برا يوجود حداقل سه جواب ضع
 

   

 
[1] G. A. Afrouzi, A. Hadjian, Infinitely 
many solutions for a class of Dirichlet 
quasilinear elliptic systems, J. Math. Anal. 
Appl. 393, 265–272 (2012).
 
[2] G. A. Afrouzi, A. Hadjian, N. B. 
Zographopoulos, Multiple nonsemitrivial 
solutions for a class of degenerate 
quasilinear elliptic systems, Topological 
Methods in Nonlinear Analysis, 45, 385–
397 (2015) . 
 
[3] G. A. Afrouzi, S. Heidarkhani, 
Existence of three solutions for a class of 
Dirichlet quasilinear elliptic systems 
involving the (𝑝 , … , 𝑝 )- Laplacian, 
Nonlinear Anal. 70, No. 1, 135-143 
(2009). 
 
[4] G. A. Afrouzi, S. Heidarkhani, D. 
O’Regan, Three solutions to class of 
Neumann doubly eigenvalue elliptic 
systems driven by a (𝑝 ,… , 𝑝 )-Laplacian, 
Bull. Korean Math. Soc. 47, No. 6, 1235-
1250 (2010). 
 
[5] G. Anello, G.Cordaro, An existence 
theorem for the Neumann problem 
involving the p Laplacian, J. Convex 
Anal. 10, 185-198 (2003). 
 
[6] G. Bonanno, Some remarks on a three 
critical points theorem, Nonlinear Anal., 
54, 651-665 (2003). 

[7] A. Kristaly, Existence of two non-
trivial solutions a class of quasilinear 
elliptic variational systems on strip-like 
domains, Proc. Edinb. Math. Soc. 48, 465-
477 (2005).
 
[8] B. Ricceri, A three critical points 
theorem revisited, Nonlinear Anal., 70, 
3084-3089 (2009). 
 

[9] M. Manuela Rodrigues, Multiplicity of 
solutions on a nonlinear eigenvalue 
problem for p x( ) - Laplacian- like 
operators, Mediterr. J. Math., 9, 211-223 
(2012).
  



  ١٢٠                                                          ١٣٩٩  خرداد و تير،  مبيست و چهار، شماره  ششمهاي نوين در رياضي/ سال  پژوهش  /  د شكوهيسع
 

 

 
 
 

 


