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 ٢٧/١١/٩٨تاريخ پذيرش مقاله:  ١٣/٠٩/٩٧تاريخ ارسال مقاله: 

  ي ك مدل شبكه عصبين مقاله يباشند. در ايو اقتصاد م يدر علوم، مهندس يعيوس يكاربردها يد دارايمق يسازنهيمسائل به 
ن يآف يو خط يرخطيغ يهايود نامساويد ناهموار با تابع هدف محدب ناهموار و قيمق يسازنه ياز مسائل به  ياحل دسته  يبرا

است. برخلاف اكثر   يليرانسفيبر شمول د يمبتن يامه ير جريه غيتك لا يبازگشت يك شبكه عصبيشنهاد شده است. آن يپ
مه  يا تابع جري يامهيچ پارامتر جريه يشنهادي، در ساختار مدل پيسازنه يحل مسائل به  يموجود برا ي عصب شبكه يهامدل

شود. معادل بودن يم يشنهاديتر مدل پآسان يسازادهيبرخوردار است كه منجر به پ يكمتر يدگيچيوجود نداشته و مدل از پ
ده است.  ياثبات گرد يشنهاديپ يمدل شبكه عصب يو مجموعه نقاط تعادل ياصل يسازنهينه مسأله به يبه  يهاجواب مجموعه 

  ي و اثربخش يياند. به منظور روشن ساختن كارانشان داده شده يشنهاديپ يشبكه عصب يدار يو پا يسراسر ييعلاوه همگرابه 
  است. ارائه و حل شده L 1نرم  يسازممينيمثال شامل مسأله م يمدل ارائه شده تعداد
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علوم،  ياز كاربردها ياريد در بسيمق يسازنهيمسائل به 
 ين مسائليحل چن يدهند. برا ي و اقتصاد رخ م يمهندس
ن  ياز ا يكيشنهاد شده است. يارائه و پ يمختلف يهاروش
است كه از دهه   يارائه شده روش شبكه عصب يهاروش
  ي برا  ين مدل شبكه عصبيشنهاد شد. اوليشروع به پ  ١٩٦٠

 يلد معرفياپفتوسط تانك و ه  يخط  يزيرحل مسائل برنامه
 يهاگر شبكه يانواع د ي. مدل مذكور شالوده[1] شد

و   يخط يسازنهيحل مسائل به  يبرا يشنهاديپ يعصب
و  يلد، كنديهاپفاز شبكه تانك و است. با الهام  يرخطيغ

 يزيرحل مسائل برنامه  يرا برا ي ك شبكه عصبيچوا 
شامل    ين مدل شبكه عصبي. ا[2]نمودند    يمعرف  يرخطيغ

 يو براساس روش كاهش يمتناه يمهيجر يپارامترها
ن  ي بزرگ است ا يليمه خيكه پارامتر جري وتن بود. وقتين

مسائل   ي برخحل  يشود. برا ي شبكه با مشكل مواجه م
ه  يدو لا ي ك شبكه لاگرانژيداً محدب، ياك يزيربرنامه 
دوگان با -هياول يك شبكه عصب ي. [3]شد  يمعرف

  ي خط  يزيرحل مسائل برنامه   يه برايلاتك و دو    يساختار
محدب   يزير. مسائل برنامه[4]شنهاد شد يپ و درجه دو

از  يشنهاديپ يعصب يهاشبكه  يبا برخ يرخطيو غ يكل
ك  يبه  ياند كه به طور سراسرحل شده  يريونوع تص

 يهاشبكه  يبرخ .[6-5]ند يق همگراينه دقيجواب به 
 يزيرحل مسائل برنامه  يه برايلاتك  يبازگشت يعصب
ان يدند. در ميشنهاد گرديپ  [8]و  [7]و درجه دو در يخط

شان در ل نقش مهمي، ناهموارها به دليسازنهيمسائل به 
ت  ين از جذابيمحقق يبرا يسعلوم و مهند يكاربردها

 يتوان از كاربردهايعنوان نمونه م برخوردارند، به  يخاص
و مانند   يگنال، كنترل ربات، مد لغزشيها در پردازش سآن

د). ييها را ملاحظه نماو منابع داخل آن   [14-9](  آن نام برد
د  ينامق  يهادر حالت  ي گونه مسائل حتنيحل ا  يبه طور كل

  [15]و همكاران  ين بار فورت ياول ياز مشكل است. بر ين
ار كه  ناهمو  يسازنهيحل مسائل به   يبرا  يك شبكه عصبي

و چوا از حالت هموار به ناهموار  ياز شبكه كند ي عيتوس
مه است و  يشنهاد دادند. مدل براساس روش جريبود را پ
ت ينهاي مه به بيپارامتر جر يجواب فقط وقت يرهايخط س

ن شبكه را  يا [16]ان و ژو يداً بند. بعيكند همگرايل ميم
و  يرخطيغ يود نامساويبا ق يسازنهيحل مسائل به  يبرا

  ي بازگشت  يعصب  يهاشبكه   ي ع دادند. برخين توسيآف  يخط
ب  ي محدب ناهموار كه به ترت يسازنهيحل مسائل به  يبرا
 يخط  يمساو  يدار و هردو، كران يخط  يود مساويق  يدارا

راً  ياخ. [19-17]ده است شنهاد شيدار هستند، پو كران
محدب ناهموار به   يسازنه يحل مسائل به  يبرا ييهامدل

 يرخطيغ  يو نامساو  يخط  ي، مساويود نامساويب با قيرتت
مسأله   . [21]و [20]، [13]شنهاد شده است يپ

 د: يرير را در نظر بگيد ناهموار زيمق يرخطيغ يسازنهيبه 
𝑚𝑖𝑛           𝑓(𝑥)     
𝑠.  𝑡           𝑔(𝑥) ≤ 0,  
𝐴𝑥 = 𝑏                                                                )١ (  

  
  كه در آن

1 2( , ,..., )T n
nx x x x    

m nA  ،𝑆ଵ = {𝑥 ∈ ℜ: 𝑔(𝑥) ≤ 0}، 

2 { : }nS x Ax b     
  و

1 2S S S I   
 

) است.  ١( يازسنه يمسأله به  ي ه شدنيناح
: nf   ي ه شدن ياست و لزوماً بر ناح يرخطيغ

S ست و يهموار ن
( 1, 2,..., ) : n

ig i m  ي ها توابع  
نه از  يك جواب به يا حداقل  يم كه  يكني ناهموارند. فرض م

ه  يها در ناح𝑔ا  ي  دارد  وجود  1Sه  ي) در درون ناح١مسأله (

1S  ه يتك لا  يك شبكه عصبين مقاله  يداً محدبند. در اياك
محدب  يسازنهيحل مسائل به  يساده شده برا يبازگشت

مانند مسأله  يرخطيغ  ين و نامساويآف  يود خطيناهموار با ق
  ي سراسر ييشنهاد شده است. همگراي) پ١( يسازنهيبه 

شمول  يداريرا اثبات نموده و پا يشنهاديپ يبه عصشبك
سه با يم. در مقايدهيمتناظر را نشان م يليفرانسيد

)، ١(  يسازنهيحل مسأله به   يگر برايد  يشنهاديپ  يهامدل
 يشنهاديساختار مدل پ[23] و   [22]به عنوان نمونه

   [14]و  [13]ست. در ين يامه يا تابع جريپارامتر  يدارا
انتخاب   يمه به درستيپارامتر جر يم كه وقتيانشان داده

ل  ياز قب ينشده باشد، ممكن است مشكلات متعدد
ه  ي نه و دور شدن از ناحيدن به جواب به ي، عدم رسييواگرا
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ر است.  يرخ دهد. ساختار بدنه مقاله به صورت ز يشدن
ارائه شده  ٢در بخش  يمقدمات يايف و قضاياز تعار يبرخ

) ساخته ١حل (  يبرا  يه عصب، مدل شبك٣در بخش  است.  
مدل شبكه   يسراسر ييو همگرا يداريشده است. پا

 يم. برخيكنياثبات م ٤را در بخش  يشنهاديپ يعصب
  ٥در بخش  1L نرم يسازممينيا و مسأله ميگو يهامثال

 يريگجه يبه نت  ٦ت در بخش  ياست. در نهاان و حل شده  يب
  م.يپردازيم

 

از در ادامه  يمورد ن  يهاف و لمياز تعار  يتعدادخش  ن بيدر ا
ب  يبه ترت  2lو    1lد كه يفصل آمده است. توجه داشته باش

.‖يهانشان دهنده نرم ‖ଵ  و‖. ‖ଶ  ك بردار دريازn 
  هستند. 

را در نظر   Yو Xيامجموعه ه [24]
 Yبه Xاز  Fك نگاشت مجموعه مقداريد. يريبگ

xاست كه به هر نقطه  ي نگاشت X رمجموعه ي ك زي
( )F x ازY دهد.ي را نسبت م  

ر  يبا مقاد  Fنگاشت مجموعه مقدار   [24]
0xدر )(.U.S.C ييوسته بالايپم ين يناته  X ده  ينام

)0شامل  Nهر مجموعه باز يشود هرگاه برايم )F x 
وجود داشته باشد   يابه گونه  0xاز Mيگيك همساي

)كه )F M N نيچنباشد. همF ييوسته بالايپمين  
0xاست اگر و فقط اگر در هر نقطه  X وسته يپمي ن

 باشد.  ييبالا

: هر تابع يبه ازا [24] nf   
0  داده شده  0  هر  ياگر برا     چنان وجود داشته

1هر  يباشد كه برا 2, nx x  1 كه 2
x x   

𝑥ଶ‖ و − 𝑥‖ଶ < 𝛿 ند،يرا برآورده نما  
|𝑓(𝑥ଵ) − 𝑓(𝑥ଶ)| ≤ 𝜖  ‖𝑥ଵ − 𝑥ଶ‖ଶ  را داشته  

nxي كيدر نزد fم تابعييگاه گوم، آن يباش  پ يل
ده ينام يتس موضعيپ شيل nدر fتس است. تابع يش

nxدر مجاورت هر نقطه  شود هرگاهيم   تس  يپ شيل
  باشد. 

  
ي كي در نزد fدي فرض كن [24]

nx  0 صورتنيتس باشد. در ايشپيل ( ; )f x v 
در جهت هر بردار   xدر f افتهيم يتعم يمشتق جهت

nvدلخواه  با 

0

, 0

( ) ( )
( ; ) suplim

y x t

f y tv f y
f x v

t 

 
     

  
را    xدر   fافته كلاركيم  يان تعميشود و گراديف ميتعر

 به صورت 
𝜕𝑓(𝑥) = {𝑦 ∈ ℜ: 𝑓(𝑥; 𝑣) ≥ 𝑦்𝑣, ∀𝑣 ∈
ℜ}   

  م.يكنيف ميتعر
 

شود يده ميمنظم نام  xدر  fتابع   [25]
nvهر يهرگاه برا  :  

)يك طرفه معمولي ي) مشتق جهت١ ; )f x v ا كه ب  
𝑓ᇱ(𝑥; 𝑣) = 𝑙𝑖𝑚

క→శ

(௬ାక௩)ି(௬)

క
  

  
  داده شده، وجود داشته باشد 

٢ (𝑓ᇱ(𝑥; 𝑣) = 𝑓(𝑥; 𝑣)  .باشد  
  وضوح هر تابع محدب منظم است. به 

كلارك) اگر يارهيزنج ي(قاعده [25]
: nW   در ( )x t و منظم

( ) : nx t  در t آن ير و در حواليپذمشتق 

𝑡باً هر يتقر يازاگاه به باشد، آن تس يشپيل ∈ [0, ∞)  
،ௗௐ(௫(௧))

ௗ௧
= 𝜉்�̇�,    ∀𝜉 ∈ 𝜕𝑊(𝑥(𝑡))    .است  

 
: اگر [25] nf   محدب بر  ي تابع

nSيه وعه محدب ناتمجم    گاهباشد، آنx  ك ي
) نه ازيجواب به  )f x در S است اگر و فقط اگرf 

xدر  انيرگراديك زي   داشته باشد كه  يابه گونه  
𝜉௧(𝑥 − 𝑥∗) ≥ 0,    ∀𝑥 ∈ 𝑆          
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حل  يساده را برا يك مدل شبكه عصبين بخش يدر ا
را با   يشنهاديم. مدل پيينماي ) ارائه م١( يسازنهيمسأله به 

بر آن مدل و با   يو مبتن [21] الهام از مدل ارائه شده در
  [24]و  [21]، [20]، [13] ا درياستفاده از اثبات قضا

ارائه   )١( يسازنهيحل مسأله به ير برايصورت زبه 
 م.يينمايم

�̇�(𝑡) ∈ −(𝐼 − 𝑃) ቀ𝜕𝑓൫𝑥(𝑡)൯ +

∑ 𝜃
ୀଵ ൫𝑔(𝑥)൯𝜕𝑔(𝑥)ቁ − 𝐴்(𝐴𝑥 − 𝑏)  )٢(  

  
)1كه در آن )T TP A AA A ،I ي س همانيماتر  

ف  ير تعريصورت زاست كه به   يسازك تابع فعالي  (.)و
  گردد:يم

𝜃(𝑥) = ൝
1     x > 0,

[0,1]     x=0,
0     x < 0.

                           )٣(  

  
افته يم يك مدار تعمي تواند توسط ي) م٢( يشبكه عصب

شتر در مورد  يات بيحات و جزئيتوض ي شود. برا يسازادهيپ
  [15]، [8] توانند بهيافته، خوانندگان ميم يتعم يمدارها

م يمدار تعم يسازادهيك پيند. حال يمراجعه نما [28]و 
حل مسأله  ي) برا٢( يدشنهايپ يافته از شبكه عصبي

  م.يينماي ر را ارائه ميساده ز يسازنهيبه 
𝑚𝑖𝑛      𝑓(𝑥ଵ, 𝑥ଶ),  

𝑠. 𝑡.       𝑔ଵ(𝑥ଵ, 𝑥ଶ) ≤ 0,  
𝑔ଶ(𝑥ଵ, 𝑥ଶ) ≤ 0,                                               )٤(  
𝑎ଵଵ𝑥ଵ + 𝑎ଵଶ𝑥ଶ = 𝑏ଵ,  
𝑎ଶଵ𝑥ଵ + 𝑎ଶଶ𝑥ଶ = 𝑏ଶ.  

  
) در  ٤( يسازنهيمسأله به  ي ) برا٢( يشبكه عصب يمعمار

. نشان داده شده است، كه ١شكل 

1 2( , )Tk k Ax b    و 

 𝐴 = ቀ
𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ

𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ
ቁ  

 باشند. يم

شمول  يك نقطه تعادلي eqx نقطه
ريپذشود، هرگاه توابع اندازهيده ميم) نا٢( يليفرانسيد

( ) eqf xو( ) i i eqg x چنان موجود
 باشند كه 

(𝐼 − 𝑃) ቀ𝜂 + ∑ 𝜃
ୀଵ ቀ𝑔൫𝑥൯ቁ 𝛾ቁ +

𝐴்(𝐴𝑥 − 𝑏) = 0.                                       )٥(  

  وسته يطور مطلق پتابع به  
𝑥(⋅): [0, 𝑇] → ℜ بر  ٢(  يك جواب از شبكه عصبي (

ه يشود هرگاه شرط اوليده مينام [T ,0]بازه 

0(0)x x باً همهيتقر يد و برايرا برآورده نما  
𝑡 ∈ [0,  𝑇] م: يداشته باش  
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ௗ௫(௧)

ௗ௧
∈ −(𝐼 − 𝑃) ൬𝜕𝑓൫𝑥(𝑡)൯ +

 ∑ 𝜃
ୀଵ ቀ𝑔൫𝑥(𝑡)൯ቁ 𝜕𝑔൫𝑥(𝑡)൯൰ −

𝐴்(𝐴𝑥(𝑡) − 𝑏).   
  

) ريپذگر، توابع اندازه يد ي انيبه ب ) ( ( ))t f x t    و
( ) ( ( ))i it g x t  وجود داشته باشند   يابه گونه

𝑡هر   يبه ازا كه ∈ [0,  𝑇]:  

�̇�(𝑡) = −(𝐼 − 𝑃) ൬𝜂(𝑡) +

∑ 𝜃
ୀଵ ቀ𝑔൫𝑥(𝑡)൯ቁ 𝛾(𝑡)൰ −  

𝐴்(𝐴𝑥(𝑡) − 𝑏) ,                                  )٦(  

  
  م:يسير بنويطور معادل ز) را به ١م مسأله (يتوانيم

       )٧ (  
  
 كه

1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))

:

T

m

n m

g x g x g x g x

 


 

  
ها igو  يبعدmمقدار يك تابع برداري

( 1, 2, , )i m L، اند،  ف شدهيطور كه قبلاً تعرهمان
  ممكن است ناهموار باشند.   يباشند وليمحدب م

مسأله  ي تاكر را برا-كان-ط كروشيجا شرانيدر ا
ان  ير بيصورت ز) به ١( يرخطيناهموار غ يسازنهيبه 
  م:يكنيم
  

xگاهمحدب باشند، آن  gو  fاگر توابع   
  ) است، اگر و فقط اگر ١نه از مسأله (يك نقطه به ي

𝜇
∗ ∈ ℜ ≥ nو 0   وجود داشته   يابه گونه

  باشند كه 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

 

0 ∈ 𝜕𝑓(𝑥∗) + ∑ 𝜕𝑔(𝑥∗)்𝜇
∗

ୀଵ + 𝐴்𝜈∗

𝑔(𝑥∗) ≤ 0,  
𝐴𝑥∗ − 𝑏 = 0,  
𝜇

∗𝑔(𝑥∗) = 0,  

𝑣∗            آزاد 
  𝜇

∗ ≥ 0

)٨(  

 

) مورد  ٢( ي شبكه عصب يسراسر يي ن بخش همگرايدر ا
م يكني ل و اثبات قرار گرفته است. ابتدا ثابت ميه و تحليتجز

طور دلخواه انتخاب شود خط  ن به يكه نقطه آغازيهنگام
) به  ٢( ير جواب شبكه عصبيس

2 { | }nS x Ax b     .همگرا خواهد بود
به   ي سراسر يي) و همگرا٢( يشبكه عصب يداريسپس پا

) اثبات خواهند ١( يسازنهيبه نه از مسأله يك جواب به ي
  شد. 

  
)  يك جواب موضعيحداقل   )x t هر   يبرا

𝑥(0)ن ينقطه آغاز = 𝑥 ∈ ℜ ي شبكه عصب يبرا  
) نيچن) وجود دارد. هم٢( )x t  به   ييطور نمابه

2 { | }nS x Ax b   هر  يهمگراست و برا
0t  0يوقت 2x S م:يباشد، دار  

2( )x t S        

م  ي) ن٢( يليفرانسيمول دمت راست شوضوح سبه 
اند. ، محدب و فشردهيرش ناته ياست و مقاد  ييوسته بالايپ

0ن يهر نقطه آغاز ي ن برايبنابرا
nx    با توجه به

)  يك جواب موضعي  [24]از    ٩٨در صفحه    ٣ه  يقض )x t 
x(0)0 ) با٢( ي از شبكه عصب x  وجود دارد. مشابه

م يكني فرض م[13] در مرجع  ٤.١ه ياثبات قض
𝐵(𝑥)كه =

ଵ

ଶ
||𝐴𝑥 − 𝑏||ଶ

ଶ توان  ي م يباشد. به آسان
) نشان داد كه )B x ر و محدب است و يپذمشتق  

( ) ( )TB x A Ax b   با استفاده از قاعده .
 م:يدار يارهيزنج
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( ) ( ( ) ) , ( ) ( ( ) )

1

2

2

( ( ) ) ( ( ) ) ( )

( ) ( )

s u p ( )

( ) ( ) ( ( )

( ( ( ) ) ) ( ) )

( ) ( )

( ) | | | |

2 ( ) ( ( ) )

]

i i

T

T

T

t f x t t g x t

T

m

i i

i

T T

T

m ax

T

m a x

d
B x t B x t x t

d t

A x b A x t

A x b

A A A x b I P t

g x t t

A x b A A A x b

A A A x b

A A B x t

 



 





   



 

 

 

   



   

  

 









     (٩) 

  
) كه در آن )T

max AA مميژه ماكزيمقدار وTAA   و
  قت كه     ين حقياز ا

1( ) ( ( ) ) 0T TA I P A I A AA A A A       
  

س  يك ماتري Aكهنيل ايدلبه م.يكني است، استفاده م
) وضوحاست و به  يرتبه كامل سطر ) 0T

max AA 
 م: ياست، دار

𝐵(𝑥(𝑡)) ≤ 𝑒ିଶఒ ்ೌೣబ  
  

0 كه يدر حالت 2(0)x x S ،( )x t  ييطور نمابه 
2به  { | }nS x Ax b     .همگرا خواهد شد

𝑥(0)اگر  = 𝑥 ∈ 𝑆ଶ  0 گاهباشد، آن( ) 0B x  
0t يازان حالت به ياست و در ا ،( ( )) 0B x t  
0t يرو به ازان ياست. از ا  يوقت 𝑥 ∈ 𝑆ଶ،

2( )x t S  .است  
 

xاگر    يليفرانسيشمول د  يك نقطه تعادلي 
xصورتني) باشد، در ا2(  مسأله نه يك نقطه به ي

  ) است و بالعكس.  ١( يسازنهيبه 
x ديفرض كن  شمول  يك نقطه تعادلي

  م:يصورت دارن ي) باشد، در ا٢( يليفرانسيد
0 ∈ (𝐼 − 𝑃)(𝜕𝑓(𝑥∗) +
∑ 𝜕𝑔(𝑥∗)்𝜇

∗
ୀଵ ) + 𝐴்(𝐴𝑥∗ − 𝑏)   

  
Axم: يدار ٨-٤ه يبرطبق قض b  و 𝜇

∗ ≥ با   0
 انتخاب  

𝜈∗ = (𝐴𝐴்)ିଵ𝐴(𝜕𝑓(𝑥∗) +
∑ 𝜕𝑔(𝑥∗)்𝜇

∗
ୀଵ ) + (𝐴𝑥∗ − 𝑏)   

  م:يدار

1

1

0 ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

m
T

i i
i

T

m
T T

i i
i

I P f x g x

A Ax b

f x g x A



 

  





   



 
     

 
 

    





    (١٠) 

  
x، ٣-٣ن برطبق لم  يبنابرا   ١نه از مسأله (يك جواب به ي  (

xد كه يه فرض كنياثبات عكس قض ي است. برا  ك ي
رو بر طبق  ني) باشد. از ا١(  يسازنهينه از مسأله به يجواب به 

𝜇،٣-٣لم 
 و ∗  ها يوجود دارند كه مساو ياونه به گ

  ن  ي) برقرارند. بنابرا٨در (

1

1

0 ( ) ( ) ( )

( )[ ( ) ( ) ].

m
T T

i i
i

m
T

i i
i

I P f x g x A

I P f x g x

 



   



  



     

    

 
 
 




(١١) 

  
0Ax  علاوه چونبه  b   م:يدار  

1

0 ( ) ( ) ( )

( )

m
T

i i
i

T

I P f x g x

A Ax b

  





 
     

 
 

   (١٢) 

  
xوضوح)، به ٨ن با معادله واقع در (يب ايبا ترك   ك نقطه  ي
  ) است. ٢( يليفرانسيل دموش يتعادل

 
S اگر S  I  هر يگاه به ازاباشد، آن

nx , ௗ(௫(௧),௫∗)

ௗ௧
≤  است.  0

ي د تابع انرژيفرض كن
( , ) : [0, )nV x x S      صورت به  

𝑉(𝑥, 𝑥∗) =
ଵ

ଶ
||𝑥 − 𝑥∗||ଶ

ଶ باشد.  ده ف شيتعر
وسته  يطور پبه  xرينسبت به متغ  ين تابع انرژيوضوح ابه 

xرير و نسبت به متغيپذمشتق  وسته است. توابع  يپ
) ريپذاندازه ) ( ( ))t f x t  و ( ) ( ( ))i it g x t  

  صورت به   tنسبت به   Vوجود دارند كه مشتق   يابه گونه 
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ௗ(௫,௫∗)

ௗ௧
=

ௗ(௫,௫∗)

ௗ௫

ௗ௫

ௗ௧
  

= −[(𝐼 − 𝑃)(𝜂(𝑡) + ∑ 𝜃
ୀଵ (𝑔(𝑥))𝛾(𝑡)) −

𝐴𝑇(𝐴𝑥 − 𝑏)](𝑥 − 𝑥∗)       
= −(𝐼 − 𝑃)(𝜂(𝑡) +
∑ 𝜃

ୀଵ (𝑔(𝑥))𝛾(𝑡))(𝑥 − 𝑥∗) − 𝐴்(𝐴𝑥 −
𝑏)(𝑥 − 𝑥∗)  

1

2
2

1

1

2
2

( )( ( ) ( ( )) ( ))( )

|| ||

( )( ) ( ( )) ( ))( )

( ( ) ( ( )) ( ))( )

|| ||

m

i i
i

m

i i
i

m

i i
i

I P t g x t x x

Ax b

t x x g x t x x

P t g x t x x

Ax b

  

  

  





 







   

 

   

 
   

 
 







    (١٣) 

 
,1} هر يازاها بهigاز تحدب  2, , }i m L م:يدار 

𝛾(𝑡)்(𝑥 − 𝑥∗) ≤ 𝑔(𝑥∗) − 𝑔(𝑥) ل يدل، به
)  كهنيا ( ))ig x  هر   يبراiم:ياست پس دار  ي ،  نامنف  

−𝜃(𝑔(𝑥))𝛾(𝑡)்(𝑥 − 𝑥∗)  
≤ 𝜃(𝑔(𝑥))(𝑔(𝑥∗) − 𝑔(𝑥)).   

  
  جه گرفت كه  يتوان نتيم

1

1

( ( )) ( ) ( )

( ( ))( ( ) ( ))

Tm

i i
i

m

i i i
i

g x t x x

g x g x g x

 











 
  
 

 




               (١٤) 

  
 م كهيكنيفرض م

0

( ) { {1, , }| ( ) 0},

( ) { {1, , }| ( ) 0},

( ) { {1, , }| ( ) 0}.

i

i

i

I x i m g x

I x i m g x

I x i m g x





  

  

  





      (١٥) 

  
 نيبنابرا

0

1

( )

( )

( )

( ( ))( ( ) ( ))

( ( ))( ( ) ( ))

( ( ))( ( ) ( ))

( ( ))( ( ) ( )).

m

i i i
i

i i i
i I x

i i i
i I x

i i i
i I x

g x g x g x

g x g x g x

g x g x g x

g x g x g x































 

 

 









   (١٦) 

  
x چون S وضوح، به ( )I x   ي است و برا  
( )i I x،( ( )) 0ig x  م: ياست. دار  

( )

( ( ))( ( ) ( )) 0.i i i
i I x

g x g x g x






   

  
)0 ن اگريچنهم )i I x صورت نيباشد، در ا

( ) ( ) 0i ig x g x  است كه   ين معني، كه بد 

0 ( )

( ( ))( ( ) ( )) 0.i i i
i I x

g x g x g x 



   

  
  م كهيابيي) در م١٤-١٦بر طبق روابط فوق و از (

1

( ( ))( ( ) ( )) 0,
m

i i i
i

g x g x g x 



          (١٧) 

  
  م:ي، دار٢-٢بر طبق لم 

( ) 0T x x                                              (١٨) 
  

∗𝑥, 𝑥  چون ∈ 𝑆 و Px Px q   است، پس  

1

( ( ) ( ( )) ( ))( ) 0
m

i i
i

P t g x t x x   



 
   

 
         (١٩) 

  
  عبارت است از  يه يجواب بد و

2
2|| || 0Ax b                                         (٢٠) 

  
  م:يدار )١٣با ( )١٧(- )٢١( بيبا ترك
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( , )
0

dV x x

dt



                                             (٢١) 

nCهر مجموعه فشرده يبرا    يطوربه 
C كه S  I   ،0باشد     چنان موجود است كه  

( ( ), )
.

dV x t x

dt




   

) ، اگر ٤-٤بنا بر اثبات لم   )x t ر  يك خط سي
وضوح توابع  ) باشد، به ٢( يليفرانسيجواب از شمول د

)  ريپذاندازه ) ( ( ))t f x t   و  ( ) ( ( ))i it g x t     به
  م: يوجود دارند كه دار ياگونه 

1

1

2
2

( ( ), )

( )( ) ( ( )) ( ))( )

( ( ) ( ( )) ( ))( )

|| || .

m

i i
i

m

i i
i

dV x t x

dt

t x x g x t x x

P t g x t x x

Ax b

  

  



 







   

 
   

 
 





  (٢٢) 

  
xينگيو به  fاز تحدب  هر ي، به ازا 𝑥 ∈ 𝐶 ⋂ 𝑆ଵ 

  م:يدار
( ) ( ) ( ) 0T x x f x f x                    (٢٣) 

  
) كهنيل ايبه دل ) ( )f x f x  1 وسته ويپC SI 

1 فشرده است، پس 0   وجود دارد كه به   يابه گونه
𝑥  هر يااز ∈ 𝐶 ⋂ 𝑆ଵ م:يدار  

1( ) ( ) ( )   T x x f x f x               (٢٤) 
  

2 م وجوديخواهيحال م 0   هر  يكه برا يابه گونه
( )cx C S S I U و  ( )i ig x   م  يداشته باش 

2
1

( ( )) ( )( )
m

T
i i

i

g x t x x  



               (٢٥) 

  
)  م. به وضوحيدهرا نشان   )cC S SI U  ك مجموعه  ي

   م:يفشرده است و دار
  

𝑆 ⋃ 𝜕 𝑆 = ⋃ {𝑥 ∈ ℜ : 𝑔(𝑥) ≥ 0}
ୀଵ   

  
𝐿  اگر = {𝑥 ∈ ℜ : 𝑔(𝑥) ≥ م، ييرا انتخاب نما  {0

-بسته  ييهاها مجموعه𝐿  توان نشان داد كهي م  يبه آسان
  م:ياند و دار

𝐶 ሩ(𝑆 ራ 𝜕 𝑆) = ራ 𝐶



ୀଵ

ሩ 𝐿 

  
 هر يعلاوه برابه 

ix C L I  و هر
{1, 2, , }i m L م:يدار  

( ) ( ) 0i ig x g x   . 
  
كهنيل ايدلبه 

iC LI  ،2 فشرده است, 0i    به
𝑥  هر يازاكه به وجود دارد  ياگونه  ∈ 𝐶 ⋂ 𝐿  

2,( ) ( )   i i ig x g x                            (٢٦) 
  

 با انتخاب  

2 2,1 2,2 2,min{ , , , }m                      (٢٧) 
  

,1} هر يازاچون به  2, , }i m L ،𝑔 ها محدبند و
nx مي، دار 

( )( ) ( ) ( ).T
i i it x x g x g x        (٢٨) 

  
𝑥 هر ي)، به ازا٢٨) و (٢٧)، (٢٦ب (يبا ترك ∈ 𝐶 ⋂ 𝐿 

  م:يدار

2( )( )T
i t x x                                  (٢٩) 

  
x كه يحالت يبرا C S I   است، بدون كم شدن از
𝑖 يازاتوان فرض نمود كه به يت ميكل ∈

{1,2, ⋯ , 𝑘:  𝑘 ≤ 𝑚}،ix L  يازااست و به  
𝑖 ∈ {𝑘 + 1, ⋯ , 𝑚:  𝑘 < 𝑚} ،𝑥 ∉ 𝐿   است. از

  م:ي) دار٢٩) با (٢٥(

1

2
1

( ( )) ( )( )

( ( ))

m
T

i i
i

k

i
i

g x t x x

g x

 

 







 

 




                   (٣٠) 



 

 ١٠٥                                                          محدب ناهموار يسازنهياز مسائل به يا حل دسته يه كارا برايتك لا يبازگشت يك شبكه عصبي
 

   

) ن حالتيواضح است كه در ا ( )) [0,1]ig x   و ،
  توان نشان داد ي با كمك استقرا م

1

0 ( ( ))
k

i
i

g x k


                                     (٣١) 

  
  م:ي) دار٣١) و (٣٠است. از (

2
1

( ( )) ( )( )
m

T
i i

i

g x t x x  



         (٣٢) 

  
)، ٨-٤ه يبرطبق قض )x t  به𝑆ଶ ن يهمگراست. بنابرا

1 2
30 min{ , }

4 4

    وجود دارد كه   يابه گونه  
2
2 3|| ( ) ||Ax t b                                       (٣٣) 

  
  م.يكنير را ثابت م يدامه اثبات، روابط زا يبرا

4

4
1

 ( ) ,

( ( )) ( )( ) ,

T

m
T

i i
i

P x x

P g x t x x

 

  







 

 
          (٣٤) 

  
 م كهيدانين ميچناند. همتسيشپيموضعاً ل  𝑔  و  fتوابع 

||𝑥 − 𝑥∗|| ر  ي خط س يداركران ٤-٤است. از لم  ينزول
)جواب )x t  ك يتوان فرض نمود كه  ين ميم. بنابرايرا دار

nK مجموعه فشرده   وجود دارد كه  يابه گونه 
( ) , 0x t K t  ك ثابت مثبت يرو ن ي. از اM  

x هر يوجود دارد كه برا  يبه طور K ،
( )i ig x و ( )f x ، ||𝛾(𝑡)||ଶ < 𝑀 

𝜂(𝑡)||ଶ|| و < 𝑀 م:ين داريم. علاوه بر ايرا دار  
lim ( ) 0.
t

Ax t b


                                                 (٣٥) 

  
 هر يحات فوق براين بر طبق توضيبنابرا

{1,2, , }i m L م:يدار  

1

lim | ( ) ( ) |

lim | ( ) ( ) ( ( ) ) |

T
it

T T T
i

t

t P x x

t A AA A x t x









 





 
 

1

1

lim| ( ) ( ) ( ( ) )

|

|

lim ( ) ( ) ( ) ||

|| ( ) || 0

|| || || | ||

T T T
i

t

T T T
it

t A AA Ax t b

t A AA Ax t b

MN Ax t b













 

 

  

  (٣٦) 

𝑁 كه در آن  = ||𝐴்(𝐴𝐴்)ିଵ|| .ن يبنابرا است

4 0    چنان موجود است كه  
4| ( ) ( ( ) ) |T

i t P x t x
m

                       (٣٧) 

  
  م:يگر داريعبارت دبه 

1

0 ( ( ))
m

i
i

g x m


                                     (٣٨) 

  
  م:ي) دار٣٨) و (٣٧از روابط (

4
1

| ( ( )) ( ) ( ( ) ) |
m

T
i i

i

g x t P x t x  



        (٣٩) 

  
 مشابه   ياوهيبه ش

4| ( ) ( ( ) ) |T t P x t x                           (٤٠) 
  

)  ٣٢) و (٢٤ت بر طبق روابط (يدر نها  توان ثابت كرد. ي را م

1و با انتخاب   2min{ , }
4 4

   م:يدار  

1

1 2

( ) ( ( )) ( )( )

min{ , } 4 .
4 4

m
T T

i i
i

x x g x t x x  

  

 



   

   


  (٤١) 

  
  داشت:  مي) خواه٤٠) و (٣٩از (

1

4

| ( ( )) ( ) ( ( ) )

( ) ( ( ) ) |

m
T

i i
i

T

g x t P x t x

t P x t x

 

  









   

                (٤٢) 

  
  رو نيازا

ௗ(௫(௧),௫∗)

ௗ௧
= −𝜂(𝑡)(𝑥 − 𝑥∗) −

∑ 𝜃
ୀଵ (𝑔(𝑥))𝛾(𝑡))(𝑥 − 𝑥∗) +

∑ 𝜃
ୀଵ (𝑔(𝑥))𝛾(𝑡)்𝑃(𝑥(𝑡) − 𝑥∗) +

𝜂்(𝑡)𝑃(𝑥(𝑡) − 𝑥∗) − ||𝐴𝑥 − 𝑏||ଶ
ଶ < 𝛿 −

𝑚𝑖𝑛{ 𝛿ଵ, 𝛿ଶ} = −3𝛿 = −𝜁.   

S اگر S  I   گاه هر خط  باشد، آن
نه از  يك جواب به ي)، به ٢( ير جواب از شبكه عصبيس

  ) همگراست. ١مسأله (
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به دست     [20]از  ٣.٩ه  يمشابه قض  ياثبات به آسان
  م.يكني م را به خواننده واگذارد و آنيآيم
  

) ٢( يليفرانسيشمول د يهر نقطه تعادل
  است.   يسراسردار يپا ييطور نمابه 

 ١٠-٤ و ٩-٤ يايب قضاياز ترك ي اثبات به آسان
  شود.يحاصل م

  

 

شبكه   يينشان دادن كارا يبرا ييهان بخش مثاليدر ا
) ارائه  ١(  يازسنهيحل مسأله به   ي) برا٢(  يشنهاديپ  يعصب

ف شده  يتعر يليفرانسيها، شمول دم. در تمام مثاليانموده
ستم يك سي يبر رو ٢٠١٢aافزار متلب ورژن با نرم) ٢با (

   ياگا هرتز پنج هستهيگ  ٤.٢  نتليو اي  يپ  يبا مشخصات س
  

  اند. ت حل شدهيگا بايگ  ٤و رم  ٧ندوز يستم عامل ويبا س
 

 

ر را در  يناهموار محدب ز يسازنهيمسأله به  
در   ياست ولحل شده  [23]ن مثال قبلاً در يد. ايرينظر بگ

 م.يكني) استفاده م٢( يحل آن از شبكه عصب ينجا برايا

𝑚𝑖𝑛  𝑓(𝑥) = 𝑒|௫భାଵ| + 3𝑒௫మ + 𝑥ଵ
ଶ +

2𝑥ଶ
ଶ + 𝑥ଷ

ଶ + |𝑥ସ| + 𝑒௫ఱ  
𝑠. 𝑡.    −𝑥ଵ + 𝑥ଶ ≤ 2,    
𝑥ଵ − 2𝑥ଷ ≤ 3,  

2𝑥ସ
ଶ − 3𝑥ହ ≤ 0,  

∑ |ହ
ୀଵ 𝑥| ≤ 10, 𝑥ଵ + 𝑥ଶ + 𝑥ଷ + 𝑥ସ +

𝑥ହ = 1  
  
)وضوح تابع هدف به  )f x  محدب و ناهموار است. تنها

 نه مسأله عبارت است از  يجواب به 

( )Tx  -٠.٣٥٦٥, -٠.٢٧٣٢,٠.٥٩٥٠,٠.٧٠٣٤,٠.٣٣١٣  
  

جواب شبكه    يهاريدهد كه همه خط سي . نشان م٢شكل  
xنهيبه جواب به   ي ن تصادفينقطه آغاز  ١٠) با  ٢(  يعصب   

xنيچنهم ند.يهمگرا  واقع است و   يه شدن ياحدرون ن
به   يازين [23]واقع است. برخلاف  يد تساويقاً بر قيدق

)مهيانتخاب تابع جر )tم.يمان نداردر مدل  
  

ود يق  ير كه داراينامحدب ز  يسازنهيمسأله به .
  د: يرياست را در نظر بگ ين مساويو آف ينامساو

𝑚𝑖𝑛  𝑓(𝑥) = 2|𝑥ଵ − 𝑥ଶ + 2| + |𝑥ଶ −
𝑥ଷ + 2𝑥ସ| + |𝑥ଷ + 𝑥ସ − 4| −
𝑐𝑜𝑠( 0.2(𝑥ଵ − 𝑥ସ)),   
𝑠. 𝑡.   𝑔ଵ(𝑥) = |2𝑥ଵ − 𝑥ଶ| + 𝑥ଷ

ଶ − 4 ≤ 0,  
𝑔ଶ(𝑥) = −𝑥ଶ − 𝑥ଷ − |𝑥ସ + 2| − 2 ≤ 0,   
𝑔ଷ(𝑥) = 𝑥ଵ − 𝑥ସ − 5 ≤ 0,  
𝑔ସ(𝑥) = 𝑥ସ − 𝑥ଵ − 5 ≤ 0,  
𝑥ଵ + 2𝑥ଶ = 2,    
−2𝑥ଷ + 𝑥ସ = −2.  

  

 

  
 . 
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1 ي وقت، [26]بر طبق  45 5x x     ،است

1 4cos(0.2( ))x x  رو تابع  ن يمحدب است. از ا
) ٢(  يم از شبكه عصبيتواني محدب است و م  1S  هدف بر

نه مسأله عبارت است يم. جواب به يحل آن استفاده كن  يبرا
*از ( )Tx  -٠.٢٢٢٢- ,٠.٨٨٨٩ ,١.٣٣٣٣ ,٠.٦٦٦٧ . 

)*  نه متناظريكه مقدار به  )f x  باشد. مسأله يم  ٢.٣٣٧٣
شود يم. مشاهده ميكني حل م  ين نشدنينقطه آغاز  ١٠را با  

به  يشنهاديپ يصبجواب شبكه ع  يرهايسكه تمام خط
 يشنهاديعلاوه در ساختار شبكه پند. به ينه همگرايجواب به 

ن يچنم. هميااستفاده نكرده   يامهيا پارامتر جريچ تابع  ياز ه
تس يشپيل يهاثابت يك كران بالا برايافتن يبه  يازين

)  توابع )f x  وig  يمدل شبكه عصب  ياست. رفتار گذرين 
. نشان داده شده ٣ن مثال در شكل  يحل ا  يبرا  يشنهاديپ

  است. 
  

 1L 

به مسأله حداقل انحراف   1Lنرم  يسازممينيمسأله م
   يمهم در كاربردها يد مشهور است و نقشيمطلق مق

  

ر،  يگنال و تصويكند از جمله در پردازش سيفا ميا  يمهندس
ن  ي. ا]٢٢[ و مانند آن يبان، كنترل دستيار پشتن برديماش

  نشان داده شود:ر يتواند به صورت زيمسأله م

1min  

. .  ( ) 0, 

,

Cx d

s t g x

Ax b x




 

‖ ‖
                                 (٤٣) 

  
n  ) و١ن مسأله مشابه مسأله (يا  يكه اجزا   ك ي

) يوضوح وقتمجموعه محدب است. به  )g x   محدب
ناهموار محدب   يسازنه يك مسأله به ين مسأله ياست، ا

  است. 
 

د  ي ق  ير با تعداديز  1Lنرم    يسازممينيمسأله م
 د: يريمطرح و حل شده است را در نظر بگ ]٢٢[كه در 

1

2
1 2 3

1 2 3

2 3

min  || || , 

. .  0,

0, 

2 2,

Cx d

s t x x x

x x x

x x



  
  
 

                     (٤٤) 

  

  
.           
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. 

  
  كه در آن

𝐶 = ൭
1 0 3.5
0 2 1.6
1 1 1

൱ ,         𝑑 = ൭
1.5
3.8

−6.2
൱ .    

  
3xاست.  ن مسأله ناهموار و محدب است.  يو ا
ن مسأله يحل ا  ي) برا٢(  يم از شبكه عصبيتوانين ميبنابرا

جه به مفروضات مسأله تابع هدف به  م. با توياستفاده كن
  باشد: ير ميصورت ز

𝑓(𝑥) = |𝑥ଵ + 𝑥ଶ + 𝑥ଷ + 6.2| + |2𝑥ଶ +
1.6𝑥ଷ − 3.8| + |𝑥ଵ + 3.5𝑥ଷ − 1.5|  

  
شده  يسازه يافزار متلب شب) توسط نرم ٢( يشبكه عصب

  ي جواب شبكه عصب يهار ي. رفتار خط س٤است. شكل 
را نشان  يتصادفن ينقطه آغاز ١٠) با ٢( يشنهاديپ
)  ٢( ي شبكه عصب يهاشود كه حالتيمشاهده م دهد.يم

)به  ين تصادفيبا نقاط آغاز )T-ك يند، كه يهمگرا ١,١,٠
نه  ين جواب به ي) است. بنابرا٢( يشبكه عصب ينقطه تعادل

)مسأله )Tx   نه تابع هدف ياست و مقدار به  ١,١,٠-

||1متناظر با آن  ||Cx d   باشد كه كاملاً  ي م ١٠.٥
است. در   ]٢٢[دست آمده در ج به يسازگار و منطبق بر نتا

  ياد شده مدل شبكه عصبي يعصب يهاسه با شبكه يمقا
 يكمتر يدگيچيپ يه است كه دارا يتك لا يشنهاديپ

  است. 
  

 

ر يه غيتك لا يبازگشت يك شبكه عصبين مقاله يدر ا
محدب ناهموار  يسازنه يحل مسائل به  يا برار يامهيجر

شنهاد يپ يخط يو مساو يرخطيغ يود نامساويبا ق
،  يليفرانسيل شمول دي ه و تحليم. با استفاده از تجزيانموده
ن يچنهمنه و يبه جواب به  يشنهاديشبكه پ ييهمگرا

م. يارا اثبات نموده يشنهاديپ يليفرانسيشمول د يداريپا
را با دو مثال  يشنهاديمدل پ يثربخشو ا يين كارايچنهم
عنوان كاربرد از آن در حل مسأله ا نشان داده و به يگو
ك ينزد ياندهيم. در آيااستفاده كرده 1Lنرم  يسازممينيم

 يسازنهيحل مسائل به  يبرا يشنهاديع مدل پيبه توس
  م پرداخت.يخواه يود كلينامحدب ناهموار با ق
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