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  ايران  بابلسر، دانشگاه مازندران، ، ياضيدانشكده علوم ر ،ياضيگروه ر )  ٣،١(
  بابل بابل،    يروانينوش يدانشگاه صنعته،  يدانشكده علوم پا ،ياضيگروه ر)   ٢(

  
 

 ٢٠/٠٢/٩٩تاريخ پذيرش مقاله:  ٢٧/٠٣/٩٧تاريخ ارسال مقاله: 

ك يزيف ينه هايدر زم يفراوان يباشد كه كاربردهايلترا مخاص از دستگاه معادلات انتگرال و يك ردهي يمعادله انتگرال جبر
گردد. در يح مي تشر يك دستگاه از معادلات انتگرال جبري يلور، حل عدديبسط ت يرين مقاله، با بكارگيدارد. در ا يو مهندس

از تابع مجهول و   يخط ك دستگاه معادلاتيبه  يتابع مجهول، دستگاه معادله انتگرال جبر لورين روش با استفاده از بسط تيا
 ق دستگاه اثبات شد. ضمناًين روش به جواب دقيجواب حاصل از ا  يي، همگرايطين تحت شرايشود. همچنيل ميمشتقاتش تبد
ن يريكه توسط سا ييهاسه آن با روشيآن و دقت روش مذكور و مقا ين جواب عدديين روش در تعيف ايتوص يچند مثال برا

  ست. ده ايانجام شده، ارائه گرد
  
  

  ز خطا.يلور، آنالي، دستگاه معادلات انتگرال ولترا، بسط تيجبرمعادلات انتگرال  

 
  :abakhani@nit.ac.irb Email                                                                                              :   مكاتباتدار عهده .*
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 يكاربرد يهامانند برنامه، يكيزيع فياز وقا ياريبس
ها به طور  ك كه تحركيت و ژنتيجمع  ييايدر پو  يكيولوژيب

شوند را  يم  جاديله كنترل ايوسها بيند  يآيوجود مبه   يعيطب
ل، معادلات انتگرال،  يفرانسيتوان توسط معادلات ديم

ن  يك دستگاه از ايله  يوسه ا بيل  يفرانسيد-معادلات انتگرال
ك  ي، يكرد. معادلات انتگرال جبر يسازمدلمعادلات 

ن يخاص از دستگاه معادلات انتگرال ولترا هستند. ا يرده
اول و نوع   وعن يشامل دستگاه معادلات انتگرال ولترا رده

اغلب در  ييهان معادلات و دستگاهيباشد. چنيدوم م
ند. به  يآيبوجود م يو كاربرد يكيزياز مسائل ف ياريبس

 ي در راكتورها يكيناميد يندهايفرا ينه يزمطور مثال در 
حافظه در انتقال   يهاهسته  يي]، شناسا١[ ييايميش

 يها، معادله]٣[ ك يسكوالاستي]، مواد و٢گرما[
]،  ٤[ يمه نامتناهيك نوار نيدر  يك دو بعديمونراوهيب

] و ٥[ ك سلول كوچكيدر  ييايميك واكنش شيتكامل 
رابطه با دستگاه  ن پژوهش در يرشهف. اولين كيقوان

 ريي] و گ٦[ اكفيستيچ يدر كارها يمعادلات انتگرال جبر
ل را  يفرانسياكف شاخص ديستير و چييشود. گيده مي] د٧[

اكف يستي] شاگرد چ٨[  ن بار بولاتفياول  يكردند. برا  يمعرف
توسط   ين روش عدديكرد. اول ي شاخص چپ را معرف

از معادلات  يا] ارائه شده است. كائوتن حل رده٩كائوتن[
-ياجمله  ك را با استفاده از چندياز شاخص    يانتگرال جبر

ن يترد مهميمورد مطالعه قرار داده است. شا ياتكه  يها
  ، فصل آخر كتاب برونر يرال جبرنه معادلات انتگيكار در زم

حل  يبرا ييهان روشيمحقق يز برخيراً ني] باشد. اخ١٠[
]  ١١ـ١٥شتر به [يات بيجزئ  ي(برا  اندن معادلات ارائه كردهيا

 ين مقاله دستگاه معادله انتگرال ولترايمراجعه شود). در ا
  م: يريگير را در نظر ميز

𝐴(𝑆)𝑋(𝑠) − ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)𝑋(𝑡)𝑑𝑡 =
௦

଴

𝑌(𝑠),   𝑠 ∈ [0,1]                                             )١(  
  

  كه   يبه طور
𝐴(𝑠) = ൣ𝑎௣௤(𝑠)൧,      𝑝, 𝑞 = 1,2, … , 𝑚  
𝑋(𝑠) = [𝑥ଵ(𝑠), 𝑥ଶ(𝑠), … , 𝑥௠(𝑠)]் ,  
𝑌(𝑠) = [𝑦ଵ(𝑠), 𝑦ଶ(𝑠), … , 𝑦௠(𝑠)]் ,   
𝐾(𝑠, 𝑡) = ൣ𝑘௣௤(𝑠, 𝑡)൧,     𝑝, 𝑞 = 1,2, … , 𝑚.  

  

تابع    𝑋باشند و  يتوابع معلوم م  𝐾و    𝐴    ،𝑌ن دستگاه يدر ا
detمجهول است. اگر   𝐴(𝑠) = ) به  ١گاه دستگاه (آن   0

معروف است. با توجه    يك دستگاه معادلات انتگرال جبري
detبه شرط  𝐴(𝑠) =  ي) دارا ١گاه دستگاه (آن، 0

ر شرط يه زيا اصلاً جواب ندارد. قضين جواب است يچند
  كند.ي ان مي) را ب١كتا دستگاه (يب وجود جوا يبرا يكاف

با شرط   )١( د دستگاهي] فرض كن٨[
det 𝐴(𝑠) =   ر صدق كند: يط زيدر شرا 0

𝑠همه   يبه ازا .١ ∈  م:ي، دار[0,1]
𝑅𝑎𝑛𝑘 𝐴(𝑠) = deg(det[𝜆𝐴(𝑠) +
𝐾(𝑠, 𝑠)]) = 𝑘,  

  باشد. ي ك اسكالر مي 𝜆ثابت و   𝑘كه   يبه طور
٢. 𝑅𝑎𝑛𝑘 𝐴(0) = 𝑅𝑎𝑛𝑘[𝐴(0)|𝑋(0)] . 

٣. 𝐴(𝑠), 𝑋(𝑠) ∈ ∁ଵ[0,1]   و𝐾(𝑠, 𝑡) ∈ ∁ଵ(∆) 

=∆كه در آن   {0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑠 ≤ 1}.  
  باشد. ي وسته ميكتا و پيجواب  ي) دارا١دستگاه (گاه آن

) از روش ١( دستگاه ين مقاله به منظور حل عدديما در ا
ر  ين مقاله به شرح زي ن ايم. بنابرايلور استفاده كرديبسط ت

حل    يلور برايروش بسط ت  ٢افته است. در بخش  ي  سازمان
ز يآنالح نموده و  ي) را تشر١(  يدستگاه معادلات انتگرال جبر

 يرا با ارائه  ٤م. بخش ياآورده ٣روش را در بخش  يخطا
ان  يروش به پا ييف كارايگوناگون جهت توص يهالمثا

ن يسه دقت اين بخش به مقاين در ايم. همچنيارسانده
 م.ياها پرداختهر روشيروش با سا

  

) عبارت ١( يگر دستگاه معادلات انتگرال جبريصورت د
 است از: 

∑ ൣ𝑎௣௤(𝑠)𝑥௤(𝑠) −௠
௤ୀଵ

∫ 𝑘௣௤(𝑠, 𝑡)𝑥௤(𝑡)𝑑𝑡
௦

଴
൧ = 𝑦௣(𝑠),                 )٢(  

  
𝑝كه در آن   = 1,2, … , 𝑚. 

𝑖  يحال به ازا = 1,2, … , 𝑛 م:يدهيقرار م  

𝑘௣௤ೞ

(௜)
(𝑠, 𝑡) =

డ೔௞೛೜(௦,௧)

డ௦೔ ,  

𝑘௣௤ೞ

(௜)
=

డ೔௞೛೜(௦,௧)

డ௦೔ |௧ୀ௦.  

  



 

 ٥٥                                                                                                                                                       لوريولترا با روش بسط ت  يمعادلات انتگرال جبر  يحل عدد
 

   

𝑗  ين به ازايهمچن = 0,1, … , 𝑛 م:يكنيفرض م  

ቂ𝑘௣௤ೞ

(௜)
(𝑠, 𝑠)ቃ

(௝)
=

ௗೕ

ௗ௦ೕ 𝑘௣௤ೞ

(௜)
(𝑠, 𝑠),  

𝑘௣௤
(௝)

(𝑠, 𝑠) =
ௗೕ

ௗ௦ೕ 𝑘௣௤(𝑠, 𝑠).  
  

 يهام، عبارت يري) مشتق بگ٢بار از معادلات ( 𝑛چنانچه 
  گردد:ير حاصل ميز

∑ ൣ𝑎ᇱ
௣௤(𝑠)𝑥௤(𝑠) − 𝑎௣௤(𝑠)𝑥ᇱ

௤(𝑠) −௠
௤ୀଵ

𝑘௣௤(𝑠, 𝑠)𝑥௤(𝑠) −

∫ 𝑘ᇱ
௣௤ೞ

(𝑠, 𝑡)𝑥௤(𝑡)𝑑𝑡
௦

଴
൧ = 𝑦ᇱ

௣
(𝑠)             )٣(  

  
  مشتق مرتبه دوم آن عبارت است از: 

∑ ൣ𝑎ᇱᇱ
௣௤(𝑠)𝑥௤(𝑠) + 2𝑎ᇱ

௣௤(𝑠)𝑥ᇱ
௤(𝑠) +௠

௤ୀଵ

𝑎௣௤(𝑠)𝑥ᇱᇱ
௤(𝑠) − 𝑘ᇱ

௣௤(𝑠, 𝑠)𝑥௤(𝑠) −

𝑘௣௤(𝑠, 𝑠)𝑥ᇱ
௤(𝑠) − 𝑘ᇱ

௣௤ೞ
(𝑠, 𝑠)𝑥௤(𝑠) −

∫ 𝑘ᇱᇱ
௣௤ೞ

(𝑠, 𝑡)𝑥௤(𝑡)𝑑𝑡
௦

଴
൧ = 𝑦ᇱᇱ

௣
(𝑠),          )٤ (  

  
 ام𝑛تز مشتق مرتبه ي ب نين با استفاده از قانون لايهمچن

  ر است: يش زينما ي) دارا٢(
∑ ൤∑ ቀ௡

௝
ቁ 𝑎௣௤

(௡ି௝)
(𝑠)𝑥௤

(௝)
(𝑠) −௡

௝ୀ଴
௠
௤ୀଵ

∑ ቀ௡ିଵ
௝

ቁ 𝑘௣௤
(௡ିଵି௝)

(𝑠)𝑥௤
(௝)

(𝑠) −௡ିଵ
௝ୀ଴

∑ ∑ ቀ௡ିଶି௜
௝

ቁ ൣ𝑘௣௤ೞ

(௜ାଵ)(𝑠, 𝑠)൧
(௡ିଶି௜ି௝)

𝑥௤
(௝)

(𝑠) −௡ିଶି௜
௝ୀ଴

௡ିଶ
௜ୀ଴

∫ 𝑘௣௤ೞ

(௡) (𝑠, 𝑡)𝑥௤(𝑡)𝑑𝑡
௦

଴
൨ = 𝑦௣

(௡)(𝑠),                    )٥ (  
  
  م:يكني، فرض م𝑠هر ثابت دلخواه   يبرا

𝑥௤(𝑡) ≈ 𝑥௤(𝑠) + 𝑥ᇱ
௤(𝑠)(𝑡 − 𝑠) + ⋯ +

ଵ

௡!
𝑥௤

(௡)
(𝑠)(𝑡 − 𝑠)௡.                                            )٦ (  

  
 يهاك از معادلهي) و در هر٢) در (٦عبارت (  يگذاريبا جا

  م: يآورير را به دست ميز يهاب معادلهي) به ترت٥(-)٣(
∑ ቂ𝑎௣௤(𝑠)𝑥௤(𝑠) −௠

௤ୀଵ

∑
ଵ

௝!
(∫ 𝑘௣௤(𝑠, 𝑡)(𝑡 −

௦

଴
௡
௝ୀ଴

𝑠)௝𝑑𝑡)𝑥௤
(௝)

(𝑠)ቃ = 𝑦௣(𝑠),                              )٧ (  
 

∑ ቂ𝑎ᇱ
௣௤(𝑠)𝑥௤(𝑠) + 𝑎௣௤(𝑠)𝑥ᇱ

௤(𝑠) −௠
௤ୀଵ

𝑘௣௤(𝑠, 𝑠)𝑥௤(𝑠) −

∑
ଵ

௝!
௡
௝ୀ଴ (∫ 𝑘ᇱ

௣௤ೞ
(𝑠, 𝑡)(𝑡 −

௦

଴

𝑠)௝𝑑𝑡)𝑥௤
(௝)

(𝑠)ቃ = 𝑦ᇱ
௣

(𝑠),                               )٨ (  
 

∑ ቂ𝑎ᇱᇱ
௣௤(𝑠)𝑥௤(𝑠) +௠

௤ୀଵ

2𝑎ᇱ
௣௤(𝑠)𝑥ᇱ

௤(𝑠) + 𝑎௣௤(𝑠)𝑥ᇱᇱ
௤(𝑠) −

𝑘ᇱ
௣௤(𝑠, 𝑠)𝑥௤(𝑠) − 𝑘௣௤(𝑠, 𝑠)𝑥ᇱ

௤(𝑠) −

𝑘ᇱ
௣௤ೞ

(𝑠, 𝑠)𝑥௤(𝑠) −

∑
ଵ

௝!
௡
௝ୀ଴ ൫∫ 𝑘ᇱᇱ

௣௤ೞ
(𝑠, 𝑡)(𝑡 −

௦

଴

𝑠)௝𝑑𝑡൯𝑥௤
(௝)

(𝑠)ቃ = 𝑦ᇱᇱ
௣

(𝑠).                         )٩(  
  
  گردد:ير حاصل ميز عبارت زي) ن٥معادله ( يبرا

∑ ൤∑ ቀ௡
௝
ቁ 𝑎௣௤

(௡ି௝)
(𝑠)𝑥௤

(௝)
(𝑠) −௡

௝ୀ଴
௠
௤ୀଵ

∑ ቀ௡ିଵ
௝

ቁ 𝑘௣௤
(௡ିଵି௝)

(𝑠)𝑥௤
(௝)

(𝑠) −௡ିଵ
௝ୀ଴

∑ ∑ ቀ௡ିଶି௜
௝

ቁ ൣ𝑘௣௤ೞ

(௜ାଵ)(𝑠, 𝑠)൧
(௡ିଶି௜ି௝)

𝑥௤
(௝)

(𝑠) −௡ିଶି௜
௝ୀ଴

௡ିଶ
௜ୀ଴

∑
ଵ

௝!
(௡

௝ୀ଴ ∫ 𝑘௣௤ೞ

(௡)
(𝑠, 𝑡)(𝑡 − 𝑠)௝𝑑𝑡)𝑥௤

(௝)
(𝑠)

௦

଴
൨ =

𝑦௣
(௡)(𝑠),                                                            )١٠(  

  
 ياچندجمله له يوسبه  𝑥௤(𝑠) ميكني ن جا فرض ميدر ا

ن معادلات يب زده شده است. بنابر ايتقر 𝑛لور از درجه يت
𝑚(𝑛ك دستگاه با يل ي) تشك١٠( - )٧( + معادله  (1

𝑚(𝑛و  يخط + ب مجهول يضر (1
𝑥௤(𝑠), 𝑥ᇱ

௤(𝑠), … , 𝑥௤
(௡)

(𝑠) دهند كه در آن  يم
𝑞 = 1,2, … , 𝑚 .  

موجود حل  يعدد يهاتوان با روشين دستگاه را ميا
به   يسيتوان آن را به شكل ماترين ميانمود. علاوه بر 

  ش داد:ير نمايصورت ز
𝑇𝑋 + 𝑌 = 0,                                                        )١١ (  

  
  تند از:  ارعب  𝑋  ،𝑌 يهاس يكه در آن ماتر

𝑋 =

ቂ𝑥ଵ(𝑠), 𝑥ᇱ
ଵ(𝑠), … , 𝑥ଵ

(௡)
(𝑠), … , 𝑥௠

(௡)
(𝑠)ቃ

்
,  

𝑌 =

[𝑦ଵ(𝑠), 𝑦ᇱ
ଵ(𝑠), … , 𝑦ଵ

(௡)
(𝑠), … , 𝑦௠

(௡)
(𝑠)]் ,  

  
𝑚(𝑛 يسي، ماتر 𝑇 سيماترو  + است كه هر   يبعد (1
ب توابع  يب ضرايش در هرسطر به ترتيهاك از مولفهي
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𝑥ଵ(௦)،  𝑥ᇱل مجهو
ଵ(𝑠)  ،⋯ ،𝑥ଵ

(௡)
(𝑠) ،⋯   ،𝑥௠(𝑠) 

،⋯ ،𝑥௠
(௡)

(𝑠) باشد. يم 

detاگر  𝑇 ≠ توان به شكل  ي را م )١١معادله (گاه نآ ،0
 ر نوشت: يز

𝑋 = −𝑇ିଵ𝑌.                                                       )١٢ (  
  

𝑥௤ب يسپس ضرا
(௝)

(𝑠) ي به ازا 𝑞 = 1,2, ⋯ , 𝑚   و
𝑗 = 0,1, ⋯ , 𝑛  ) ١٢به طور منحصر بفرد توسط معادله (

كتا يجواب  ي) دارا١ن دستگاه (يشود. بنابرايمشخص م
ن يير تعيلور زيت ياله چندجملهيوسن جواب به ياست. ا

  : يعنيشود. يم
𝑥௤(𝑡) = ∑

ଵ

௝!
𝑥௤

(௝)
(𝑠)(𝑡 − 𝑠)௝ ,௡

௝ୀ଴            )١٣(  
  

𝑞  كه در آن = 1,2, ⋯ , 𝑚.  

حداكثر خطا    ي، بررسيعدد  يهااز مباحث مهم روش   يكي
ق است.يو جواب دق يبين جواب تقريب

,𝑥௠ ديفرض كن … , 𝑥ଵ  ق  يدق يهاجواب
,�̅�௠) و ٢(  يدستگاه معادلات انتگرال جبر ⋯ , �̅�ଵ 

) باشند كه به روش بسط  ٢دستگاه ( يبيتقر يهاجواب
    ي تمام ياند. اگر به ازادست آمده لور به يت

𝑗 = 0,1, ⋯ , 𝑛  ،𝑀 يطوروجود داشته باشد به  يمثبت 
sup {ቚ𝑘௣௤كه 

(௝)
(𝑠, 𝑡)ቚ , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑠 ≤ 1} ≤ 𝑀  

  ق همگراست. يبه جواب دق  يبيگاه جواب تقرآن
باشد،    𝑠كه ممكن است وابسته به  يا𝜉 يبه ازا

  ست از: عبارت ا 𝑥௤(𝑡)لور  يت يسر
𝑥௤(𝑡) = ∑

ଵ

௝!
𝑥௤

(௝)
(𝑠)(𝑡 − 𝑠)௝௡

௝ୀ଴    +
ଵ

(௡ାଵ)!
𝑥௤

(௡ାଵ)
൫𝜉(𝑠)൯(𝑡 − 𝑠)௡ାଵ,              )١٤(  

  
𝑞 كه = 1,2, … , 𝑚 .  

 ) ٧) و (٥( - )٢ك از معادلات (ي) در هر١٤( يگذاريبا جا
ن دسته از  يگر ايكدير يو سپس با تفاضل نظ) ١٠( -

  گردد:يمر حاصل يز يهاارتبعمعادلات، 

∑ ቂ𝑎௣௤(𝑠) ቀ𝑥௤(𝑠) − �̅�௤(𝑠)ቁ −௠
௤ୀଵ

∑
ଵ

௝!
∫ 𝑘௣௤(𝑠, 𝑡)(𝑡 − 𝑠)௝௦

଴
൬𝑥௤

(௝)
(𝑠) −௡

௝ୀ଴

�̅�௤
(௝)

(𝑠)൰ 𝑑𝑡ቃ =
௫೜

(೙శభ)
(క(௦)

(௡ାଵ)!
∫ 𝑘௣௤(𝑠, 𝑡)(𝑡 −

௦

଴

𝑠)௡ାଵ ,                                                             )١٥(  
∑ ቂቀ𝑎ᇱ

௣௤(𝑠) − 𝑘௣௤(𝑠, 𝑠)ቁ ቀ𝑥௤(𝑠) −௠
௤ୀଵ

�̅�௤(𝑠)ቁ + 𝑎௣௤(𝑠)(𝑥ᇱ
௤(𝑠) − �̅�′௤(𝑠)) −

∑
ଵ

௝!
∫ 𝑘′௣௤(𝑠, 𝑡)(𝑡 − 𝑠)௝௦

଴
൬𝑥௤

(௝)
(𝑠) −௡

௝ୀ଴

�̅�௤
(௝)

(𝑠)൰ 𝑑𝑡ቃ =

௫೜
(೙శభ)

(క(௦)

(௡ାଵ)!
∫ 𝑘′௣௤ೞ

(𝑠, 𝑡)(𝑡 − 𝑠)௡ାଵ௦

଴
.      )١٦(  

  
ر  يعبارت ز  ام𝑛معادله    ين روند، برايب با ادامه اين ترتيبه ا

  شود:يحاصل م

∑

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ ∑ ቀ௡

௝
ቁ 𝑎௣௤

(௡ି௝)
(𝑠) −௡

௝ୀ଴

∑ ቀ௡ିଵ
௝

ቁ 𝑘௣௤
(௡ିଵି௝)

(𝑠, 𝑠) −௡ିଵ
௝ୀ଴

∑ ∑ ቀ௡ିଶି௜
௝

ቁ ൣ𝑘௣௤ೞ

(௜ାଵ)(𝑠, 𝑠)൧
(௡ିଶି௜ି௝)

௡ିଶି௜
௝ୀ଴

௡ିଶ
௜ୀ଴

− ∑
ଵ

௝!
𝑘௣௤ೞ

(௡) (𝑠, 𝑡)(𝑡 − 𝑠)௝𝑑𝑡௡
௝ୀ଴ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

௠
௤ୀଵ   

൬𝑥௤
(௝)

(𝑠) − �̅�௤
(௝)

(𝑠)൰                             )١٧ (  

=
௫೜

(೙శభ)
(క(௦)

(௡ାଵ)!
∫ 𝑘௣௤(𝑠, 𝑡)(𝑡 − 𝑠)௡ାଵ௦

଴
,  

  
𝑝ن معادلات ياكه در  = 1,2, … , 𝑚.   

𝑥௤ يخطاها يراب
(௝)

(𝑠) − �̅�௤
(௝)

(𝑠)ي ، برا    
𝑞 = 1,2, … , 𝑚  و𝑗 = 0,1, … , 𝑛 بالا  يهامعادله

ن اگر  يدهند. بنابرايل م يتشك يك دستگاه معادلات خطي
 م:يقرار ده

BΕ = Ϝ,                                                                  )١٨ (  
  

  كه در آن  

Ε =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑥ଵ(𝑠) − �̅�ଵ(𝑠)

𝑥ᇱ
ଵ(𝑠) − �̅�′ଵ(𝑠)

⋮

𝑥ଵ
(௡)

(𝑠) − �̅�ଵ
(௡)

(𝑠)

⋮

𝑥௠
(௡)

(𝑠) − �̅�௠
(௡)

(𝑠)⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

,  



 

 ٥٧                                                                                                                                                       لوريولترا با روش بسط ت  يمعادلات انتگرال جبر  يحل عدد
 

   

Ϝ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

௫భ
(೙శభ)

(క(௦))

(௡ାଵ)!
∫ 𝑘௣ଵ(𝑠, 𝑡)(𝑡 − 𝑠)௡ାଵ𝑑𝑡

௦

଴

௫భ
(೙శభ)

(క(௦))

(௡ାଵ)!
∫ 𝑘′௣ଵೞ

(𝑠, 𝑡)(𝑡 − 𝑠)௡ାଵ𝑑𝑡
௦

଴

⋮
௫భ

(೙శభ)
(క(௦))

(௡ାଵ)!
∫ 𝑘௣ଵೞ

(௡)
(𝑠, 𝑡)(𝑡 − 𝑠)௡ାଵ𝑑𝑡

௦

଴

⋮
௫భ

(೙శభ)
(క(௦))

(௡ାଵ)!
∫ 𝑘௣௠ೞ

(௡)
(𝑠, 𝑡)(𝑡 − 𝑠)௡ାଵ𝑑𝑡

௦

଴ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

   

  
𝑚(𝑛 يسي، ماتر𝐵س يماترو  + است كه  يبعد (1

  ب  يب ضرايترت ش در هر سطر به يهامولفه
𝑥ଵ(𝑠) − �̅�ଵ(𝑠)، 𝑥ᇱ

ଵ(𝑠) − �̅�′ଵ(𝑠)  و ،
𝑥௠

(௡)
(𝑠) − �̅�௠

(௡)
(𝑠) طور مثال:د. به نباشيم  

𝑏ଵଵ = 𝑎ଵଵ(𝑠) − ∫ 𝑘ଵଵ(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡,
௦

଴
  

𝑏ଵଶ = − ∫ 𝑘ଵଵ(𝑠, 𝑡)(𝑡 − 𝑠)𝑑𝑡
௦

଴
.  

  
𝑗 يهرگاه برا = 0,1, … , 𝑛 م:يقرار ده  

𝛼 = sup ቄቚ𝑥௤
(௝)

(𝑠)ቚ , 0 ≤ 𝑠 ≤ 1ቅ,  

  
  م:يه داريگاه با توجه به فرض قضآن

ฬ
௫భ

(೙శభ)
(క(௦))

(௡ାଵ)!
∫ 𝑘௣௤ೞ

(௝)
(𝑠, 𝑡)(𝑡 − 𝑠)௡ାଵ𝑑𝑡

௦

଴
ฬ ≤

ఈெ

(௡ାଶ)!.
  

  
𝑛ن هرگاه يبنابرا → ∞ ،Ϝ → (0,0, , … . در  ்(0,

  ي بيجواب تقر  ييح شده دلالت بر همگرايند تشريآجه فرينت
) دارد. از  ١(  يق دستگاه معادلات انتگرال جبريبه جواب دق

توان  ين روش را ميحاصل از ا يگر حداكثر خطايد يطرف
  ان كرد. ير بيبه صورت ز

ق  ي ) اگر جواب دق١٨(واضح است كه باتوجه به دستگاه 
𝑞 يبه ازا𝑥௤(𝑠)  يعنيدستگاه  = 1,2, … , 𝑚 ك ي

ق يا كمتر باشد، روش حاضر دقي 𝑛از درجه  ياچندجمله
Ε له معادلهيبوس Ε يخواهد بود. خطاها = 𝐵ିଵϜ  قابل

.‖ن با در نظر گرفتن ياست. بنابرا  يبررس به عنوان نرم   ‖
  گردد.ير حاصل ميز ي، نابرابريسيماتر

‖Ε‖ ≤ ‖𝐵ିଵ‖‖Ϝ‖, 
  

  گردد.ي م يابيارز  ين نابرابريله ايوسكه حداكثر خطا به 
  

م يكنيرا مطرح م يمتنوع يعدد يهان بخش، مثاليدر ا
ن يباشد. همچنيروش مذكور م ييدقت و كارا يايكه گو

كار به  يهامطلق روش حاضر را با روش  يحداكثر خطا
م. تمام يكنيسه مي ] مقا١١،١٥،١٦گرفته شده در [
  افزار متلب انجام شده است. محاسبات توسط نرم 

ر را در نظر  يز  يلات انتگرال جبردستگاه معاد
 د: يريبگ

ቂ
1 𝑠
𝑠 𝑠ଶቃ ൤

𝑥ଵ(𝑠)

𝑥ଶ(𝑠)
൨ +

∫ ቂ𝑒௦ି௧ 0
𝑒ିଶ௧ 𝑒௦ା௧ቃ ൤

𝑥ଵ(𝑡)

𝑥ଶ(𝑡)
൨ 𝑑𝑡 = ൤

𝑦ଵ(𝑠)

𝑦ଶ(𝑠)
൨

௦

଴
  

  
 كه  يطوربه 

𝑦ଵ(𝑠) = 𝑠𝑒ି௦ + 𝑒௦(𝑠 + 1),  
𝑦ଶ(𝑠) = 2𝑠𝑒௦ + 1 + 𝑒ି௦(𝑠ଶ − 1).  

  
 ق  يجواب دق ين دستگاه دارايا

𝑥ଵ(𝑠) = 𝑒௦,       𝑥ଶ(𝑠) = 𝑒ି௦  
  
د.  ينيرا بب ٢و ١ يهاو شكل  ٣، ٢، ١ يهاباشد. جدوليم
- سه روش حاضر با روشيمقا  ٣د توجه داشت كه جدول  يبا
 دهد.ي ] را نشان م١١،١٥،١٦ارائه شده در مراجع [ ياه

  
  



  ٥٨                                        ١٣٩٩ تيرو  خرداد، چهارمبيست و ، شماره مششهاي نوين در رياضي/ سال پژوهش /و همكاران  يالهام انتقام
 
 

 

𝒙𝟏(𝒔)

𝑛 = 8 𝑛 = 7 𝑛 = 6 s 
7.1133e-06  7.6849e-05  3.7450e-04  0.1  
8.1198e-07  1.4219e-05  9.2782e-05  0.2  
1.6334e-06  1.3465e-05  4.5862e-05  0.3  
2.3921e-06  2.3748e-05  1.0524e-04  0.4  
2.5060e-06  2.6291e-05  1.2463e-04  0.5  
2.4213e-06  2.5934e-05  1.2646e-04  0.6  
2.3013e-06  2.4804e-05  1.2221e-04  0.7  
2.1929e-06  2.3666e-05  1.1692e-04  0.8  
2.1038e-06  2.2710e-05  1.1226e-04  0.9  
2.0324e-06  2.1944e-05  1.0849e-04  1  

 

𝒙𝟐(𝒔)

𝑛 = 8 𝑛 = 7 𝑛 = 6 s 
2.3784e-06  2.2969e-05  9.7217e-05  0.1  
5.9989e-07  3.0656e-05  5.6183e-06  0.2  
1.3862e-06  1.1815e-05  4.5944e-05  0.3  
1.3200e-06  1.2542e-05  5.3629e-05  0.4  
1.0196e-06  1.0324e-05  4.6938e-05  0.5  
7.2413e-07  7.6003e-06  3.6022e-05  0.6  
4.9754e-07  5.3013e-06  2.5708e-05  0.7  
3.3785e-07  3.6100e-06  1.7639e-05  0.8  
2.2755e-07  2.4274e-06  1.1855e-05  0.9  
1.5107e-07  1.6069e-06  7.8242e-06  1  

 

  
𝒙𝟏(𝒔)

 

  
𝒙𝟐(𝒔) 
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روش    [١٥]
𝑛 = 10

 
    روش[١٦]

𝑛 = 5, 𝑚 = 10
 

 روش    [١١]
𝑚 = 32          𝑚 = 64

 
روش حاضر
𝑛 = 8

 
  

1.10𝑒 − 04 
1.10𝑒 − 04 

1.03𝑒 − 05 
5.05𝑒 − 06 

2.8278𝑒 − 02      1.3125𝑒 − 02 
2.3382𝑒 − 02      1.0446𝑒 − 02 

7.1133𝑒 − 06 
2.3784𝑒 − 06 

𝑒ଵ(𝑠) 
𝑒ଶ(𝑠) 

نظر    ر را دريز  يدستگاه معادلات انتگرال جبر  
  : ديريبگ

ቂ
0 0
𝑠 −2𝑠

ቃ ൤
𝑥ଵ(𝑠)

𝑥ଶ(𝑠)
൨ −

∫ ൤
3𝑡 2𝑠 + 1

2(𝑠 + 𝑡) 2𝑡(𝑠 + 𝑡)
൨ ൤

𝑥ଵ(𝑡)

𝑥ଶ(𝑡)
൨ 𝑑𝑡 =

௦

଴

൤
𝑦ଵ(𝑠)

𝑦ଶ(𝑠)
൨   

 كه  يطوربه 
𝑦ଵ(𝑠) = −𝑠ଶ,  
𝑦ଶ(𝑠) = 𝑠 −

ହ௦య

ଷ
+

଻௦ర

଺
.  

  
 ق  يجواب دق ين دستگاه دارايا

𝑥ଵ(𝑠) = 1 + 𝑠,       𝑥ଶ(𝑠) = −𝑠  
  
د.  ينيرا بب ٤و ٣ يهاو شكل  ٦، ٥، ٤ يهاباشد. جدوليم

ارائه شده   يهاسه روش حاضر با روشيمقا ٦جدول ضمناً 
  دهد.ي ] را نشان م١١،١٦در مراجع [

  ي اشاره شده براق يدق يهان هر كدام از جوابيهمچن
  ي توان  يتوان با استفاده از سريرا م ٢-٤و  ٤-١ يهامثال

ز ممكن است. در  ين  يگريد  يهابدست آورد هر چند روش 
م، با  يريرا در نظر بگ ٢-٤چنانچه مثال  ن خصوصيا

ن دستگاه آن را به معادله  ياز معادله اول ا يريگمشتق
 م:يدار يعنيم. يكنيل ميانتگرال نوع دوم تبد

∫ 3𝑡𝑥ଵ(𝑡)𝑑𝑡 +
௦

଴ ∫ (2𝑠 + 1)𝑥ଶ(𝑡)𝑑𝑡
௦

଴
  

= 𝑠ଶ,                                                                      )١٨ (  
  

ر  يمعادله ز 𝑠) نسبت به ١٨معادله انتگرال ( يريگبا مشتق
  گردد:يحاصل م

3𝑠𝑥ଵ(𝑠) + (2𝑠 + 1)𝑥ଶ(𝑠) +

∫ 2𝑥ଶ(𝑡)𝑑𝑡 = 2𝑠.
௦

଴
                                      )١٩ (  

  
 ٢-٤ ) با معادله دوم از دستگاه مثال١٩ب معادله (يبا ترك

 م.يآورير را بدست م يمعادله انتگرال زدستگاه 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 3𝑠𝑥ଵ(𝑠) + (2𝑠 + 1)𝑥ଶ(𝑠) + ∫ 2𝑥ଶ(𝑡)𝑑𝑡

௦

଴

= 2𝑠 

𝑠𝑥ଵ(𝑠) − 2𝑠𝑥ଶ(𝑠) − ∫ 2(𝑠 + 𝑡)൫𝑥ଵ(𝑡) + 𝑥ଶ(𝑡)൯𝑑𝑡
௦

଴

= 𝑠 −
ହ

ଷ
𝑠ଷ +

଻

଺
𝑠ସ

  

  
  م.يكني حل م يسرن دستگاه را با روش يا

  م:ي كنيفرض م
𝑥ଵ(𝑠) = ∑ 𝑎௡𝑠௡ஶ

௡ୀ଴ ,       
𝑥ଶ(𝑠) = ∑ 𝑏௡𝑠௡ஶ

௡ୀ଴ .  
  

  م:ي) دار٢٠ها در دستگاه (ي ن سريا يگذاريبا جا
∑ ቀ3𝑎௡ +

ଶ(௡ାଶ)

௡ାଵ
𝑏௡ቁ 𝑠௡ାଵ +ஶ

௡ୀ଴

∑ 𝑏௡𝑠௡ = 2𝑠,ஶ
௡ୀ଴                                          )٢١(  

∑ (𝑎௡ − 2𝑏௡)𝑠௡ାଵஶ
௡ୀ଴ −

∑
ସ௡ା଺

(௡ାଵ)(௡ାଶ)
𝑎௡𝑠௡ାଶஶ

௡ୀ଴ −

∑
ସ௡ାଵ଴

(௡ାଶ)(௡ାଷ)
𝑏௡𝑠௡ାଷஶ

௡ୀ଴ =  𝑠 −
ହ

ଷ
𝑠ଷ +

଻

଺
𝑠ସ,                                                                  )٢٢(  

  
𝑏଴ب ثابت يو از آن جا ضرا = 0 ،𝑎଴ =   و  1

𝑏ଵ = −1.  
  وابط: با استفاده از ر

3𝑎ଵ + 𝑏ଶ = 3,      𝑎ଵ − 2𝑏ଵ −
଺

ଶ
𝑎଴ = 0,  

  
𝑎ଵم:  ي) دار٢٢) و (٢١ب از (يترتبه  = 𝑏ଶو  1 = 0.  

دو طرف دستگاه    يب هم درجهيسه ضرايند مقايبا ادامه فرا
  م داشت:ي) خواه٢٢) و (٢١معادلات (

𝑎ଶ = 𝑎ଷ = 𝑎ସ = ⋯ = 0,  
𝑏ଷ = 𝑏ସ = 𝑏ହ = ⋯ = 0.  

  :يعني
𝑥ଶ(𝑠) = −𝑠    و   𝑥ଵ(𝑠) = 1 + 𝑠.  

  

)٢٠(  



  ٦٠                                        ١٣٩٩ تيرو  خرداد، چهارمبيست و ، شماره مششهاي نوين در رياضي/ سال پژوهش /و همكاران  يالهام انتقام
 
 

 

𝒙𝟏(𝒔)

𝑛 = 3 𝑛 = 2 𝑛 = 1 s 
2.2204e-15  2.8866e-15  3.5527e-15  0.1  
2.6645e-15  2.8866e-15  3.7748e-15  0.2  
2.4425e-15  2.8866e-15  3.7748e-15  0.3  
2.6645e-15  2.6645e-15  3.5527e-15  0.4  
2.4425e-15  2.4425e-15  3.5527e-15  0.5  
2.4425e-15  2.4425e-15  3.3307e-15  0.6  
2.4425e-15  2.2204e-15  3.3307e-15  0.7  
2.4425e-15  2.2204e-15  3.3307e-15  0.8  
2.4425e-15  2.4425e-15  3.3307e-15  0.9  
2.2204e-15  2.2204e-15  3.1086e-15  1  

  

𝒙𝟐(𝒔) 

𝑛 = 3 𝑛 = 2 𝑛 = 1 s 
1.5543e-15  1.0686e-15  1.6376e-15 0.1  
1.2768e-15  1.1102e-15  1.6098e-15  0.2  
1.3323e-15  1.2768e-15  1.8319e-15  0.3  
1.1657e-15  1.2768e-15  1.7764e-15  0.4  
1.1102e-15  1.2212e-15  1.8874e-15  0.5  
9.9920e-15  1.3323e-15  1.8874e-15  0.6  
1.1102e-15  1.3323e-15  1.9984e-15  0.7  
1.1102e-15  1.3323e-15  2.1094e-15  0.8  
1.1102e-15  1.3323e-15  2.1094e-15  0.9  
1.1102e-15  1.3323e-15  2.2204e-15  1  

  

  
𝒙𝟏(𝒔)

  
𝒙𝟏(𝒔)



 

 ٦١                                                                                                                                                       لوريولترا با روش بسط ت  يمعادلات انتگرال جبر  يحل عدد
 

   

    روش[١٦]
𝑛 = 5, 𝑚 = 10

 
 روش    [١١]

𝑚 = 32          𝑚 = 64
 

روش حاضر
𝑛 = 3

 
  

1.11𝑒 − 15 
7.77𝑒 − 16 

2.5036𝑒 − 02     9.3213𝑒 − 02 
2.5746𝑒 − 02      1.2943𝑒 − 02 

2.6645𝑒 − 15 
1.5543𝑒 − 15 

𝑒ଵ(𝑠) 
𝑒ଶ(𝑠) 

  :ميهرگاه قرار ده
𝑦ଵ(𝑠) = 1 − (1 + 𝑠 + 𝑠ଷ) sin 𝑠 −

ଵ

ଷ
(3 +

cos 3𝑠)(sin
ଷ௦

ଶ
)

ଶ
,  

𝑦ଶ(𝑠) = 1 − cos 𝑠 − 2(1 + 𝑠) sin 𝑠 +
ଵ

ଵଶ
(−8 − 6𝑠 + 8 cos 3𝑠 + sin 6𝑠).  

  
  ر يز يدستگاه معادلات انتگرال جبرگاه آن

ቂ
1 0
0 0

ቃ ൤
𝑥ଵ(𝑠)

𝑥ଶ(𝑠)
൨ −  

∫ ൤
𝑠ଷ + 𝑡 + 1 cos(3𝑡) + 1

𝑠 + 𝑡 + 2 sin(3𝑡) + 2
൨ ൤

𝑥ଵ(𝑡)

𝑥ଶ(𝑡)
൨ 𝑑𝑡

௦

଴
  

= ൤
𝑦ଵ(𝑠)

𝑦ଶ(𝑠)
൨ 

  
𝑥ଵ(𝑠)ق: يجواب دق يدارا = cos 𝑠  و  

𝑥ଶ(𝑠) = sin 3𝑠 و  ٩، ٨، ٧ يهاباشد. جدوليم
  ٩د توجه داشت كه جدول يد. باينيرا بب ٦و ٥ يهاشكل 

ارائه شده در مراجع   يهار و روشسه روش حاضيمقا
  دهد.ي ] را نشان م١١،١٦[

  
𝒙𝟏(𝒔)

𝑛 = 11 𝑛 = 10 𝑛 = 9 s 
5.8795e-06  3.5454e-05  1.6984e-04 0.1  
8.3561e-07  1.0464e-05  3.9201e-05  0.2  
5.5591e-07  6.2319e-07  6.8959e-06  0.3  
8.8096e-07  2.5964e-06  2.0932e-05  0.4  
9.3985e-07  3.3508e-06  2.4321e-05  0.5  
9.4008e-07  3.2838e-06  2.4631e-05  0.6  
9.2610e-07  2.8767e-06  2.4079e-05  0.7  
9.0774e-07  2.1716e-06  2.3183e-05  0.8  
8.8995e-07  1.0381e-06  2.2016e-05  0.9  
8.7744e-07  8.0347-07  2.0514e-05  1  

  
𝒙𝟐(𝒔)

𝑛 = 11 𝑛 = 10 𝑛 = 9 s 
9.2265e-06  3.7183e-05  1.9502e-04 0.1  
5.9726e-06  1.0308e-05  3.5563e-04  0.2  
1.8231e-06  1.9958e-07  6.4224e-05  0.3  
9.1111e-08  6.3435e-06  1.2526e-05  0.4  
4.1791e-07  8.1067e-06  7.3925e-06  0.5  
5.7990e-07  6.9763e-06  1.3976e-05  0.6  
6.9044e-07  7.9394e-07  1.7040e-05  0.7  
8.1799e-07  2.2930e-07  1.9762e-05  0.8  
8.8555e-07  1.2744e-06  2.2799e-05  0.9  
1.2183e-06  4.7791e-06  2.6092e-05  1  
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𝒙𝟏(𝒔)

𝒙𝟐(𝒔)

  ي بين جواب تقرييتع ي د برايك روش مفين مقاله يدر ا
ن روش  يم. در ايان كرديب يدستگاه معادلات انتگرال جبر

تابع مجهول، دستگاه معادله انتگرال  لور  يبا استفاده از بسط ت
از تابع   يك دستگاه معادلات خطيمفروض به  يجبر

را با   يبيده است. جواب تقرل شيمجهول و مشتقاتش تبد
م. يبه دست آورد ياستفاده از حل دستگاه معادلات خط

ن روش را مورد ياز ا  يناش  يخطا  يابيو ارز  ييسپس همگرا
  ي با آوردن چند مثال دقت بالاز  يان نيم. در پايتوجه قرار داد

ر روش را  يمحاسبات نسبت به سا يسادگ و يبيجواب تقر
  م. ينشان داد

  

    روش[١٦]
𝑛 = 5, 𝑚 = 10

 
 روش    [١١]

𝑚 = 32          𝑚 = 64
 

روش حاضر
𝑛 = 11

 

2.22𝑒 − 05 
1.20𝑒 − 03 

7.9056𝑒 − 03      3.8495𝑒 − 03 
4.0186𝑒 − 02     1.7720𝑒 − 02 

𝑒ଵ(𝑠)     5.8795𝑒 − 06 
 

𝑒ଶ(𝑠)     9.2265𝑒 − 06 
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