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باشند.  ذير و يكدار مي پها شركتدر سراسر اين مقاله حلقه
دهيم. براي نمايش مي 𝑒را با  𝑀كوار عضو هماني ت

را به   𝑅در  𝐼ساز چپ و راست پوچ، 𝑅از  𝐼آل ناصفر ايده
چنين دهيم. همنشان مي 𝑟ோ(𝐼)و  𝑙ோ(𝐼)ترتيب با 
𝑀௡(𝑅)  و𝑇௡(𝑅) دهنده حلقه  به ترتيب نشان
𝑛هاي ماتريس × 𝑛 هاي سماتري حلقه  و𝑛 × 𝑛   بالا

هاي  ماتريس باشند. ماتريس هماني ومي 𝑅مثلثي روي 
  دهيم.نمايش مي 𝐸௜௝و   𝐼௡ مقدماتي را نيز به ترتيب با  

𝐹فرض كنيم  ∪ يك تكوار آزاد توليد شده توسط   {0}
𝑈 = {𝑢ଵ, … , 𝑢௧}  همراه باصفر و𝑀  يك تكوار خارج

چنان  𝑛ي مانند كه عددي طبيعطوري باشد به 𝐹 ازقسمتي 
𝛼موجود باشد كه به ازاي هر  ≠ 𝑒   داشته باشيم  

𝛼௡ = را در نظر   𝜎ريختي همراه با درون 𝑅. حلقه 0
𝑅صورت حلقه تكوار گيريم. در اينمي ∗ 𝑀 را بدين  

دهيم كه عناصر آن به صورت  صورت تشكيل مي
∑ 𝑟௚𝑔௚∈ெ  باشند و  يهاي متناهي م با تعداد جمعوند

  ه رابطه، جه بعمل ضرب در آن با تو
𝑢௜𝑟 = 𝜎(𝑟)𝑢௜ 

  
1براي هر  ≤ 𝑖 ≤ 𝑡 براي توضيحات آيد. (به دست مي
يك حلقه و   𝑅مراجعه نماييد.) فرض كنيم  ]٣[بيشتر به 

𝜎 ريختي از درون𝑅 د به طوريكه شاب𝜎(1) = . در  1
هاي بالا مثلثي اريب را  نويسندگان حلقه ماتريس ]١[

صورت تعريف كردند كه عناصر آن مجموعه همه  بدين
هاي بالا مثلثي با عمل جمع مؤلفه به مؤلفه باشد  ماتريس

  عمل ضرب با شرط، و 
𝐸௜௝𝑟 = 𝜎௝ି௜𝐸௜௝ 

  
൫𝑎௜௝൯൫𝑏௜௝൯انجام شود. بنابراين داريم  = ൫𝑐௜௝൯   كه در

𝑖آن براي هر   ≤ 𝑗 ،  
𝑐௜௝ = 𝑎௜௜𝑏௜௝ + 𝑎௜,௜ାଵ𝜎൫𝑏௜ାଵ,௝൯ + ⋯ +

𝑎௜௝𝜎௝ି௜(𝑏௝௝).   
  

هاي شامل همه  هاي مثلثي، زير حلقهحلقه ماتريس
هاي ثابت و زير حلقههاي مثلثي با قطر اصلي ماتريس

به   هاي مثلثي با قطرهاي ثابت راشامل همه ماتريس

,𝑇௡(𝑅 ترتيب با نماد  𝜎) ،𝑆௡(𝑅, 𝑛, 𝜎)   و
𝑇௡(𝑅, 𝑛, 𝜎) توان ديد سادگي مي دهيم. بهنمايش مي

𝑈كه با انتخاب  = ൛𝐸ଵଶ, 𝐸ଶଷ, … , 𝐸௡ିଵ,௡ൟ   و
𝑈 = {𝐸ଵଶ + 𝐸ଶଷ + ⋯ + 𝐸௡ିଵ,௡} هاي  حلقه

𝑆௡(𝑅, 𝑛, 𝜎)  و𝑇௡(𝑅, 𝑛, 𝜎) ه در بالا  در ساختاري ك
  كنند.  يح داده شد صدق ميتوض

را شبه آرمنداريز گوييم  𝑅حلقه  ]٣[با توجه به مقاله 
𝑓(𝑥) هرگاه براي هر دو عضو  = ∑ 𝑎௜𝑥௜௠

௜ୀ଴  و
𝑔(𝑥) = ∑ 𝑏௝𝑥௝௡

௝ୀ଴  در𝑅[𝑥]   رابطه
𝑓(𝑥)𝑅[𝑥]𝑔(𝑥) = 𝑎௜𝑅𝑏௝نتيجه دهد  0 = 0 ،

0 براي هر  ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  0و ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  توميناگا در .
يكال چپ ناميد اگر براي هر  -𝑠را  𝑅از  𝐼آل ايده، ]٩[

𝑎 ∈ 𝐼  وجودداشته باشد𝑥 ∈ 𝐼  به طوريكه𝑥𝑎 = 𝑎  .
تنها يكال چپ است اگر و -𝐼 ،𝑠آل او نشان داد كه ايده

,𝑎ଵ اگر براي هر تعداد متناهي … , 𝑎௡ ∈ 𝐼  وجود داشته
𝑥باشد  ∈ 𝐼 طوريكه به𝑥𝑎௜ = 𝑎௜ 1، براي هر ≤

𝑖 ≤ 𝑛 ثابت كرد كه  ]٤[از  ٣.٩. هيرانو در قضيه
𝑟ோ(𝑎𝑅)  براي هر𝑎 ∈ 𝑅،𝑠 –و  اگر  است  چپ يكال 

𝑓(𝑥)هر براي اگر تنها ∈ 𝑆  ،  𝑟ௌ(𝑓(𝑥)𝑆)يك ايده 
 𝑅يكال چپ باشد. همچنين او نشان داد كه اگر -𝑠آل 

  شبه آرمنداريز   𝑅فوق صدق كند، آنگاه رايط در ش
راست ناميدند اگر   𝐴𝑃𝑃را  𝑅باشد. ليو و ژو حلقه مي

𝑎براي هر  ∈ 𝑅آل ، ايده𝑟ோ(𝑎𝑅) ،𝑠- .يكال چپ باشد
شبه   𝐴𝑃𝑃هاي بنابراين با توجه به توضيحات فوق، حلقه

ز هستند. همچنين آنها نشان دادند كه خاصيت آرمنداري
𝐴𝑃𝑃 هاي بالا مثلثي و بسياري از به حلقه ماتريس
شود و يك خاصيت موريتا هاي ديگر منتقل مي توسيع

  پايدار است. 
حلقه -APPيك  𝑅دهيم كه اگر دراين مقاله نشان مي

σ- صلب ضعيف باشد، آنگاه𝑅   يك حلقه شبه آرمنداريز
شود كه براي هر  چنين ثابت ميباشد. هميغير نيم اول م

𝐴𝑃𝑃- حلقه𝜎- صلب ضعيف𝑅هاي ، حلقه
𝑇௡(𝑅, 𝑛, 𝜎)  و𝑆௡(𝑅, 𝑛, 𝜎) باشند.  شبه آرمنداريز مي

 هاي داراي ايدهبه كمك اين مطلب رده وسيعي از حلقه
تواني دلخواه را كه شبه  توان با شاخص پوچآل پوچ

 نماييم.باشند، معرفي ميآرمنداريز نيز مي
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اي لخواه باشد. براي چندجملهلقه ديك ح 𝑅فرض كنيم 
𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] مجموعه ضرايب ،𝑓(𝑥)  را با𝐶௙  

اي از  زير مجموعه 𝐽دهيم. همچنين اگر نمايش مي
𝑅[𝑥]  باشد، مجموعه⋃ 𝐶௙௙∈௃  با نماد𝐶௃  نشان داده

  دهيم،شود. حال قرار ميمي
Θ = {𝑙ோ(𝐼)| باشد 𝑅  آلايده از   {𝐼 يك 

  و
Δ = {𝑙ௌ(𝐽)| باشد 𝑆  يك ايدهآل از 𝐽} 

  
𝑆كه در آن  = 𝑅[𝑥] اي از يك توسيع چند جمله𝑅 

:𝜇است. فرض كنيم  Θ → Δ با ضابطه ،𝜇(𝑈) =

𝑆𝑈  و𝜔: Δ → Θ  با ضابطه ،𝜔(𝑉) = 𝑉 ∩ 𝑅   .باشد
هايي خوش تعريف نگاشت 𝜔و  𝜇واضح است كه 
𝑈هستند، زيرا اگر  = 𝑙ோ(𝐼)ريم ، آنگاه دا𝜇(𝑈) =

𝑆𝑈 = 𝑙ௌ(𝐼[𝑥])  و همچنين اگر𝑉 = 𝑙ௌ(𝐽) در ،
𝜔(𝑉)اينصورت داريم  = 𝑙ௌ(𝐽) ∩ 𝑅 = 𝑙ோ(𝐽) =

𝑙ோ(𝐶௝) لذا .𝜇𝜊𝜔 = 𝑖𝑑  و بنابراين𝜇   يك به يك و
𝜔  پوشاست. هيرانو حالتي را كه𝜇   پوشا باشد بررسي

شبه   𝑅نها اگر پوشاست اگر و ت 𝜇ن داد كه نمود و نشا
  آرمنداريز باشد. 

را زيرمدول محض  𝑀مدول راست -𝑅از  𝑁زيرمدول 
𝑁⨂ோ𝐿گوييم اگر  → 𝑀⨂ோ𝐿   براي هر𝑅- مدول

، يك تكريختي باشد. با توجه به تعريف توميناگا  𝐿چپ 
يكال چپ ناميم اگر براي هر  -𝑠را  𝑅از  𝐼آل ايده ]٩[

𝑎 ∈ 𝐼  وجود داشته باشد𝑥 ∈ 𝐼  بطوريكه𝑥𝑎 = 𝑎  او .
  اگر  تنها و اگر است چپ يكال–𝐼 ،𝑠آل نشان داد كه ايده

,𝑎ଵ متناهي تعداد هر براي … , 𝑎௡ ∈ 𝐼  وجود داشته
𝑥باشد  ∈ 𝐼  به طوريكه𝑥𝑎௜ = 𝑎௜ براي هر ،  

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 آل ، ايده]٨[از  ١١.٣.١٣. با توجه به گزاره
به عنوان   𝑅/𝐼محض است اگر و تنها اگر  𝑅از  𝐼راست 

𝑅- مدول راست يكدست باشد، اگر و تنها اگر𝐼 ،𝑠- يكال
𝑎ثابت كرد كه براي هر  ]٤[چپ باشد. هيرانو در  ∈ 𝐼  ،

𝑟ோ(𝑎𝑅) آل راست به عنوان ايده𝑅   محض است اگر و
𝑓(𝑥)تنها اگر براي هر  ∈ 𝑆 ،𝑟ௌ(𝑓(𝑥)𝑆)   به عنوان

𝑆آل راست ايده = 𝑅[𝑥]   محض باشد. همچنين او
    اينصورت در شرط فوق صدق كند، در 𝑅نشان داد كه اگر 

  

𝑅   .شبه آرمنداريز است  
هاي اول شبه آرمنداريز  است كه حلقهبديهي بسيار 

جمع   𝑅نشان داد كه اگر  ]٤[هستند. هيرانو در 
شبه   𝑅هاي شبه آرمنداريز باشد، آنگاه زيرمستقيم از حلقه

ه گرفت كه  توان نتيجباشد. بنابراين ميآرمنداريز مي
اشد. علاوه بر اين  بهاي نيم اول شبه آرمنداريز ميحلقه

شبه آرمنداريز باشد، آنگاه   𝑅هيرانو نشان داد كه اگر 
نداريز است.  نيز شبه آرم 𝑛𝑇௡(𝑅)،براي هر عدد طبيعي 

𝑛براي  𝑇௡(𝑅)توجه كنيم كه  ≥ نيم اول نيست. ما  2
شبه آرمنداريز از   دهيم كه در حالت كلي خاصيتنشان مي

𝑅  به𝑅 ∗ 𝑀  شود. بعلاوه، با استفاده از نوع  منتقل نمي
هاي شبه خاصي از حلقه تكوارها، رده بزرگي از حلقه

  آرمنداريز غير نيم اول را معرفي خواهيم كرد.
  

𝐴𝑃𝑃 ،𝑅يك حلقه  𝑅ଵفرض كنيم   =

𝑇(𝑅ଵ, 𝑅ଵ)  توسيع بديهي𝑅ଵ  و𝑀 د زاد توليتكوار آ
𝑈شده توسط  = {𝑢}  همراه با صفر با رابطه𝑢ଶ = 0  

حلقه شبه آرمنداريز   𝑅، ]٢[باشد. بنابراين با توجه به 
است كه   𝑅ଵريختي از درون 𝜎باشد. فرض كنيم مي

𝜎(1) =   . به وضوح، 1

𝜎 ቆቀ
𝑎 𝑏
0 𝑎

ቁቇ = ൬
𝜎(𝑎) 𝜎(𝑏)

0 𝜎(𝑎)
൰  

  
  اي  جمله است. دو چند 𝑅ريختي از يك درون

𝑓(𝑥) = (𝐸ଵଶ𝑒) + (𝐸ଵଶ𝑒 − 𝐼ଶ𝑢)𝑥  و
𝑔(𝑥) = (𝐸ଵଶ𝑒) + (𝐸ଵଶ𝑒 + 𝐼ଶ𝑢)𝑥   در  

(𝑅 ∗ 𝑀)[𝑥] گيريم. واضح است كه را در نظر مي
𝑓(𝑥)(𝑅 ∗ 𝑀)[𝑥]𝑔(𝑥) = ه داريم،  ، در حاليك0

[𝐸ଵଶ𝑒][(𝐼ଶ + 𝐸ଵଶ)𝑒][𝐸ଵଶ𝑒 + 𝐼ଶ𝑢] = 0 .
𝑅نابراين  ب ∗ 𝑀  .شبه آرمنداريز نيست  

همراه با   𝑅حلقه -𝐴𝑃𝑃كنيم كه براي در ادامه ثابت مي
𝑅صلب ضعيف باشد، آنگاه -𝑅 ،𝜎، اگر 𝜎خودريختي  ∗

𝑀 هاي شبه آرمنداريز است. براي اثبات اين حكم به لم
  نياز داريم.ريز 

ريختي از آن باشد.  درون 𝜎يك حلقه و  𝑅فرض كنيم 
:𝜎دراينصورت  𝑅[𝑥] → 𝑅[𝑥]  با رابطه ،  

𝜎൫∑ 𝑎௜𝑥௜௠
௜ୀ଴ ൯ = ∑ 𝜎(𝑎௜)𝑥௜௠

௜ୀ଴   
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 است.  𝑅[𝑥]يك خودريختي از 

ريختي از درون 𝜎يك حلقه و  𝑅فرض كنيم  
  يم،اينصورت دار  آن باشد. در

(𝑅 ∗ 𝑀)[𝑥] ≅ 𝑅[𝑥] ∗ 𝑀   
  

:𝜑 اثبات. نگاشت (𝑅 ∗ 𝑀)[𝑥] → 𝑅[𝑥] ∗ 𝑀  را با
 گيريم: ضابطه زير در نظر مي

∑ 𝛼௜𝑥௜௠
௜ୀ଴ → 𝑓𝑒 + ∑ 𝑓௞𝑢௞ଵஸ௞ஸ௧ +

∑ 𝑓௞భ௞మ
𝑢௞భ

𝑢௞మଵஸ௞భ,௞మஸ௧ + ⋯ +

∑ 𝑓௞భ… ௞೙షభ
𝑢௞భ

… 𝑢௞೙షభଵஸ௞భ,…,௞೙షభஸ௧   
  

0كه در آن براي هر   ≤ 𝑖 ≤ 𝑚،  
𝛼௜ = 𝑎(௜)𝑒 + ∑ 𝑎௞

(௜)
𝑢௞ଵஸ௞ஸ௧ +

∑ 𝑎௞భ௞మ

(௜)
𝑢௞భ

𝑢௞మଵஸ௞భ,௞మஸ௧ + ⋯ +

∑ 𝑎௞భ… ௞೙షభ

(௜)
𝑢௞భ

… 𝑢௞೙షభଵஸ௞భ,…,௞೙షభஸ௧    
  
  و

𝑓 = 𝑎(଴) + 𝑎(ଵ)𝑥 + ⋯ + 𝑎(௠)𝑥௠  

𝑓௞ = 𝑎௞
(଴)

+ 𝑎௞
(ଵ)

𝑥 + ⋯ + 𝑎௞
(௠)

𝑥௠1 ≤

𝑘 ≤ 𝑡  

𝑓௞భ௞మ
= 𝑎௞భ௞మ

(଴)
+ 𝑎௞భ௞మ

(ଵ)
𝑥 + ⋯ +

𝑎௞భ௞మ

௠ 𝑥௠1 ≤ 𝑘ଵ, 𝑘ଶ ≤ 𝑡  
. 
. 
. 

𝑓௞భ… ௞೙షభ
= 𝑎௞భ… ௞೙షభ

(଴)
+ 𝑎௞భ… ௞೙షభ

(ଵ)
𝑥 +

⋯ + 𝑎௞భ… ௞೙షభ

(௠)
𝑥௠1 ≤ 𝑘ଵ, … , 𝑘௡ିଵ ≤ 𝑡  

  
يك يكريختي است و   𝜑شود كه به راحتي ديده مي

  شود.اثبات كامل مي
ريختي از آن باشد. بر  درون 𝜎يك حلقه و  𝑅فرض كنيم 
صلب ضعيف ناميم اگر - σرا  𝑅حلقه  ] ٧[ه اساس مقال

,𝑎براي هر  𝑏 ∈ 𝑅 ،𝑎𝑅𝑏 = تنها اگر   واگر  0
𝑎𝜎(𝑅𝑏) = صلب ضعيف -𝜎 حلقه 𝑅. به وضوح، اگر 0

باشد، آنگاه انژكتيو است. همچنين، هر حلقه اول با 
  باشد. صلب ضعيف مي-𝜎يك حلقه 𝜎خودريختي 

  

  صلب ضعيف و شبه آرمنداريز  -𝜎 حلقه 𝑅اگر  
  

صلب ضعيف و شبه آرمنداريز  -𝜎نيز  𝑅[𝑥]باشد، آنگاه 
  است. 

  مراجعه نماييد. ]٧[به   ٢.١١به قضيه  

راست و   𝐴𝑃𝑃حلقه  𝑅فرض كنيم  
𝑎ଵ, … , 𝑎௠, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡  متعلق به𝑅   باشد. اگر براي

𝑎௜𝑅𝑏௝داشته باشيم  𝑗و  𝑖هر  = ، آنگاه وجود دارد 0
𝑐 ∈ 𝑅  بطوريكه داريم𝑏௝ = 𝑐𝑏௝  و𝑎௜𝑅𝑐 = براي   0

1هر  ≤ 𝑖 ≤ 𝑚   1و ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.  
  آيد. حكم به دست مي ] ٥[از  ٢مشابه با اثبات لم  

  
ريختي از  خود 𝜎حلقه و يك  𝑅فرض كنيم  
راست   𝐴𝑃𝑃صلب ضعيف و -𝜎حلقه 𝑅 آن باشد. اگر

𝑅باشد، دراينصورت  ∗ 𝑀   حلقه شبه آرمنداريز غير نيم
  اول است. 
𝐹(𝑥)فرض كنيم   = 𝛼଴ + 𝛼ଵ𝑥 + ⋯ +

𝛼௥𝑥௥  و𝐺(𝑥) = 𝛽଴ + 𝛽ଵ𝑥 + ⋯ + 𝛽௦𝑥௦   دو
𝑅)اي در جمله چند ∗ 𝑀)[𝑥] ا رابطه  ب  

𝐹(𝑥)(𝑅 ∗ 𝑀)[𝑥]𝐺(𝑥) = باشند كه در آن  0
1براي هر   ≤ 𝑖 ≤ 𝑟   1و ≤ 𝑗 ≤ 𝑠،  

𝛼௜ = 𝑎(௜)𝑒 + ∑ 𝑎௞
(௜)

𝑢௞ଵஸ௞ஸ௧ +

∑ 𝑎௞భ௞మ

(௜)
𝑢௞భ

𝑢௞మଵஸ௞భ,௞మஸ௧ + ⋯ +

∑ 𝑎௞భ… ௞೙షభ

(௜)
𝑢௞భ

… 𝑢௞೙షభଵஸ௞భ,…,௞೙షభஸ௧   

𝛽௝ = 𝑏(௜)𝑒 + ∑ 𝑏௞
(௝)

𝑢௞ଵஸ௞ஸ௧ +

∑ 𝑏௞భ௞మ

(௝)
𝑢௞భ

𝑢௞మଵஸ௞భ,௞మஸ௧ + ⋯ +

∑ 𝑏௞భ… ௞೙షభ

(௝)
𝑢௞భ

… 𝑢௞೙షభଵஸ௞భ,…,௞೙షభஸ௧   
  

براي هر   ٢.٢ بنابراين با توجه به لم
ℎ, ℎ௞ , ℎ௞భ௞మ

, … , ℎ௞భ… ௞೟షభ
∈ 𝑅[𝑥] ،داريم 

(𝑓𝑒 + ∑ 𝑓௞𝑢௞ଵஸ௞ஸ௧ +
∑ 𝑓௞భ௞మ

𝑢௞భ
𝑢௞మଵஸ௞భ,௞మஸ௧ + ⋯ +

∑ 𝑓௞భ… ௞೙షభ
𝑢௞భ

… 𝑢௞೙షభଵஸ௞భ,…,௞೙షభஸ௧ ) ×  

(ℎ𝑒 + ∑ ℎ௞𝑢௞ଵஸ௞ஸ௧ +
∑ ℎ௞భ௞మ

𝑢௞భ
𝑢௞మଵஸ௞భ,௞మஸ௧ + ⋯ +  
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∑ ℎ௞భ… ௞೙షభ
𝑢௞భ

… 𝑢௞೙షభଵஸ௞భ,…,௞೙షభஸ௧ ) ×  
(𝑔𝑒 + ∑ 𝑔௞𝑢௞ଵஸ௞ஸ௧ +
∑ 𝑔௞భ௞మ

𝑢௞భ
𝑢௞మଵஸ௞భ,௞మஸ௧ + ⋯ +

∑ 𝑔௞భ… ௞೙షభ
𝑢௞భ

… 𝑢௞೙షభଵஸ௞భ,…,௞೙షభஸ௧ ) =

0  
  

  كه در آن، 
𝑓 = 𝑎(଴) + 𝑎(ଵ)𝑥 + ⋯ + 𝑎(௥)𝑥௥,  
𝑔 = 𝑏(଴) + 𝑏(ଵ)𝑥 + ⋯ + 𝑏(௦)𝑥௦  

𝑓௞ = 𝑎௞
(଴)

+ 𝑎௞
(ଵ)

𝑥 + ⋯ + 𝑎௞
(௥)

𝑥௥,  
𝑔௞ = 𝑏௞

(଴)
+ 𝑏௞

(ଵ)
𝑥 + ⋯ + 𝑏௞

(௦)
𝑥௦  

𝑓௞భ௞మ
= 𝑎௞భ௞మ

(଴)
+ 𝑎௞భ௞మ

(ଵ)
𝑥 + ⋯ + 𝑎௞భ௞మ

௥ 𝑥௥,  
𝑔௞భ௞మ

= 𝑏௞భ௞మ

(଴)
+ 𝑏௞భ௞మ

(ଵ)
𝑥 + ⋯ + 𝑏௞భ௞మ

௦ 𝑥௦  
. 
. 
. 

𝑓௞భ… ௞೙షభ
= 𝑎௞భ… ௞೙షభ

(଴)
+ 𝑎௞భ… ௞೙షభ

(ଵ)
𝑥 +

⋯ + 𝑎௞భ… ௞೙షభ

(௥)
𝑥௥  ,   

𝑔௞భ… ௞೙షభ
= 𝑏௞భ… ௞೙షభ

(଴)
+ 𝑏௞భ… ௞೙షభ

(ଵ)
𝑥 +

⋯ + 𝑏௞భ… ௞೙షభ

(௦)
𝑥௦.    

  
  يم،بنابراين روابط زير را دار

(1)𝑓ℎ𝑔 = 0  
(2)𝑓ℎ𝑔௞ + 𝑓ℎ௞𝜎(𝑔) +
𝑓௞𝜎(ℎ)𝜎(𝑔)=0              1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑡  
(3)𝑓ℎ𝑔௞భ௞మ

 +   𝑓ℎ௞భ
𝜎൫𝑔௞మ

൯  +

𝑓௞భ
𝜎(ℎ)𝜎൫𝑔௞మ

൯  +  

𝑓ℎ௞భ௞మ
𝜎

ଶ
(𝑔) + 𝑓௞భ

𝜎൫ℎ௞మ
൯𝜎

ଶ
(𝑔) +

𝑓௞భ௞మ
𝜎(ℎ)𝜎

ଶ
(𝑔)=01 ≤ 𝑘ଵ, 𝑘ଶ ≤ 𝑡  

(4)𝑓ℎ𝑔௞భ௞మ௞య
+ 𝑓ℎ௞భ

𝜎൫𝑔௞మ௞య
൯ +

𝑓௞భ
ℎ𝜎൫𝑔௞మ௞య

൯ + 𝑓ℎ௞భ௞మ
𝜎

ଶ
൫𝑔௞య

൯ +  

𝑓௞భ
𝜎൫ℎ௞మ

൯𝜎
ଶ

൫𝑔௞య
൯  +

 𝑓௞భ௞మ
𝜎

ଶ
(ℎ)𝜎

ଶ
൫𝑔௞య

൯  +

 𝑓ℎ௞భ௞మ௞య
𝜎

ଷ
(𝑔) +  

𝑓௞భ
𝜎൫ℎ௞మ௞య

൯𝜎
ଷ

(𝑔)  +

 𝑓௞భ௞మ
𝜎

ଶ
൫ℎ௞య

൯𝜎
ଷ

(𝑔)  +

 𝑓௞భ௞మ௞య
𝜎

ଷ
(ℎ𝑔)=01 ≤ 𝑘ଵ, … , 𝑘௡ିଵ ≤ 𝑡  

. 

. 

. 

) عضوي دلخواه از ١در معادله ( ℎبا توجه به اينكه 
𝑅[𝑥]  است، لذا رابطه𝑓𝑅[𝑥]𝑔 = آيد.  بدست مي 0

  شبه آرمنداريز است با توجه به   𝑅بنابراين از آنجا كه  
0براي هر  ]٤[از مرجع  ٣.٩قضيه  ≤ 𝑖 ≤ 𝑟  0و ≤

𝑗 ≤ 𝑠 داريم ،𝑎(௜)𝑅𝑏(௝) = . لذا با استفاده از لم 0
𝑐وجود دارد  ٢.٤ ∈ 𝑅  بطوريكه براي هر𝑖  و𝑗   داشته

𝑎(௜)𝑅𝑐باشيم  = 𝑐𝑏(௝)و  0 = 𝑏(௝)  در نتيجه .
  داريم،

𝑓𝑅[𝑥]𝑐 = 0        (ii)     و     𝑐𝑔 = 𝑔        (i)  
  

-𝜎حلقه  𝑅[𝑥] ٢.٣جا كه با توجه لم علاوه براين، از آن
𝑓𝑅[𝑥]𝑔صلب ضعيف است، از تساوي  = نتيجه   0

  شودمي
𝑓𝑅[𝑥]𝜎(𝑔) = 0      (iii)  

  
  كارگيري معادلهاز طرف ديگر با به 

𝐹(𝑥)(𝑅 ∗ 𝑀)[𝑥]𝐺(𝑥) =   آوريم:، بدست مي0
(𝑓𝑒 + ∑ 𝑓௞𝑢௞ଵஸ௞ஸ௧ +
∑ 𝑓௞భ௞మ

𝑢௞భ
𝑢௞మଵஸ௞భ,௞మஸ௧ + ⋯ +

∑ 𝑓௞భ… ௞೙షభ
𝑢௞భ

… 𝑢௞೙షభଵஸ௞భ,…,௞೙షభஸ௧ ) ×  
(ℎ𝑒 + ∑ ℎ௞𝑢௞ଵஸ௞ஸ௧ +
∑ ℎ௞భ௞మ

𝑢௞భ
𝑢௞మଵஸ௞భ,௞మஸ௧ + ⋯ +

∑ ℎ௞భ… ௞೙షభ
𝑢௞భ

… 𝑢௞೙షభଵஸ௞భ,…,௞೙షభஸ௧ )(𝑐𝑒) ×  
(𝑔𝑒 + ∑ 𝑔௞𝑢௞ଵஸ௞ஸ௧ +
∑ 𝑔௞భ௞మ

𝑢௞భ
𝑢௞మଵஸ௞భ,௞మஸ௧ + ⋯ +

∑ 𝑔௞భ… ௞೙షభ
𝑢௞భ

… 𝑢௞೙షభଵஸ௞భ,…,௞೙షభஸ௧ ) =

0  
  

  بنابراين معادله زير را داريم:
𝑓ℎ(𝑐𝑔௞) + 𝑓ℎ௞𝜎(𝑐𝑔) + 𝑓௞𝜎(ℎ)𝜎(𝑐𝑔) =
0      ∀𝑘 ∈ {1, … , 𝑡}   

  
1براي هر  ،(iii)و  (ii)،(i)با توجه به  ≤ 𝑘 ≤ 𝑡  ،

𝑓௞𝜎(ℎ)𝜎(𝑔)داريم  =   ℎ. بنابراين از آنجا كه 0
يك بروريختي است،   𝜎است و  𝑅[𝑥]عضوي دلخواه از 

𝑓௞𝑅[𝑥]𝜎(𝑔)داريم  = صلب ضعيف بودن  -𝜎و از  0
𝑅[𝑥] گيريم نتيجه مي𝑓௞𝑅[𝑥]𝑔 = . لذا با توجه به  0

𝑓𝑅[𝑥]𝑔௞) داريم، ٢معادله ( = . تا اينجا براي هر 0
1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑡 تساوي ،𝑓𝑅[𝑥]𝑔௞ =
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𝑓௞𝑅[𝑥]𝜎(𝑔) = را ثابت كرديم و از شبه آرمنداريز   0
 تساوي، 𝑅بودن  

𝑎(௜)𝑅𝑏௞
(௝)

= 0 = 𝑎௞
(௜)

𝑅𝑏(௝)  
 

𝑖را براي هر  ∈ {0, … , 𝑟} ،𝑗 ∈ {0, … , 𝑠}  و𝑘 ∈

{0, … , 𝑡} آوريم.بدست مي  
𝑎(௜)𝑅𝑏(௝)، از ٢.٤با به كارگيري مجدد لم  = 0 =

𝑎௞
(௜)

𝑅𝑏(௝) گيريمنتيجه مي 𝑎(௜)𝑅𝑐′ = 𝑎௞
(௜)

𝑅𝑐′ = 0 
𝑏(௝)و  = 𝑐ᇱ𝑏(௝)ي يك ، برا𝑐 ∈ 𝑅  و هر𝑖 ،𝑗  و𝑘  .

  بنابراين  
𝑐ᇱ𝑔 = 𝑔(iv), 𝑓𝑅[𝑥]𝑐ᇱ = 0   (v), 
∀𝑘  𝑓௞𝑟[𝑥]𝑐ᇱ = 0    (vi). 

  
𝑓𝑅[𝑥]𝑐ᇱعلاوه براين،  = 𝑓௞𝑟[𝑥]𝑐ᇱو  0 = 0   

  دهد: نتيجه مي
𝑓𝑅[𝑥]𝜎(𝑐ᇱ) = 𝑓𝑅[𝑥]𝜎ଶ(𝑐ᇱ) = 0    (vii)  ,  
∀𝑘 𝑓௞𝑅[𝑥]𝜎(𝑐ᇱ) = 𝑓௞𝑅[𝑥]𝜎ଶ(𝑐ᇱ)

= 0,   (viii) 
  

صلب ضعيف است. از طرف ديگر با  -𝜎حلقه  𝑅[𝑥]زيرا 
𝐹(𝑥)(𝑅استفاده از معادله  ∗ 𝑀)[𝑥]𝐺(𝑥) = 0  ،

  آوريم: بدست مي
(𝑓𝑒 + ∑ 𝑓௞𝑢௞ଵஸ௞ஸ௧ +
∑ 𝑓௞భ௞మ

𝑢௞భ
𝑢௞మଵஸ௞భ,௞మஸ௧ + ⋯ +

∑ 𝑓௞భ… ௞೙షభ
𝑢௞భ

… 𝑢௞೙షభଵஸ௞భ,…,௞೙షభஸ௧ ) ×  
(ℎ𝑒 + ∑ ℎ௞𝑢௞ଵஸ௞ஸ௧ +
∑ ℎ௞భ௞మ

𝑢௞భ
𝑢௞మଵஸ௞భ,௞మஸ௧ + ⋯ +

∑ ℎ௞భ… ௞೙షభ
𝑢௞భ

… 𝑢௞೙షభଵஸ௞భ,…,௞೙షభஸ௧ )(𝑐′𝑒) ×  
(𝑔𝑒 + ∑ 𝑔௞𝑢௞ଵஸ௞ஸ௧ +
∑ 𝑔௞భ௞మ

𝑢௞భ
𝑢௞మଵஸ௞భ,௞మஸ௧ + ⋯ +

∑ 𝑔௞భ… ௞೙షభ
𝑢௞భ

… 𝑢௞೙షభଵஸ௞భ,…,௞೙షభஸ௧ ) =

0.  
  

  بنابراين معادله زير را داريم:
𝑓ℎ൫𝑐ᇱ𝑔௞భ௞మ

൯ + 𝑓ℎ௞భ
𝜎൫𝑐ᇱ𝑔௞మ

൯ +

𝑓௞భ
𝜎 ቀℎ൫𝑐𝑔௞మ

൯ቁ + 𝑓ℎ௞భ௞మ
𝜎

ଶ
(𝑐ᇱ𝑔) +  

𝑓௞భ
𝜎൫ℎ௞మ

൯𝜎
ଶ

(𝑐ᇱ𝑔) + 𝑓௞భ௞మ
𝜎

ଶ
൫ℎ(𝑐ᇱ𝑔)൯ = 0   

∀𝑘ଵ, 𝑘ଶ ∈ {1, … , 𝑡}  
  

براي هر  ، (viii)و  (vii)، (vi)، (v)، (iv)با توجه به 
1 ≤ 𝑘ଵ, 𝑘ଶ ≤ 𝑡 داريم ،𝑓௞భ௞మ

𝜎
ଶ

(ℎ)𝜎
ଶ

(𝑔) = 0 .
 𝜎است و  𝑅[𝑥]عضوي دلخواه از  ℎبنابراين از آنجا كه 

𝑓௞భ௞మيك بروريختي است، داريم 
𝑅[𝑥]𝜎

ଶ
(𝑔) = 0 

 گيريم نتيجه مي 𝑅[𝑥]صلب ضعيف بودن - 𝜎و از 
𝑓௞భ௞మ

𝑅[𝑥]𝑔 = ) داريم، ٢. لذا با توجه به معادله (0
𝑓𝑅[𝑥]𝑔௞ = 0 .  
𝑎(௜)𝑅𝑏௞نجا كه آ از طرف ديگر از 

(௝)
= ، لذا با توجه  0

′′𝑐، وجود دارد ٢.٤به لم  ∈ 𝑅  بطوريكه براي هر𝑖 ،𝑗   و
𝑘  ،𝑎(௜)𝑅𝑐′′ = 𝑏௞و  0

(௝)
= 𝑐ᇱ𝑏௞

(௝)  .  
𝑓𝑅[𝑥]𝑐ᇱᇱبنابراين  = 𝑐ᇱᇱ𝑔௞و  0 = 𝑔௞ از آنجا كه .

𝑓(𝑥)(𝑅 ∗ 𝑀)[𝑥]𝑔(𝑥) =   داريم،  0
 (𝑓𝑒 + ∑ 𝑓௞𝑢௞ଵஸ௞ஸ௧ +
∑ 𝑓௞భ௞మ

𝑢௞భ
𝑢௞మଵஸ௞భ,௞మஸ௧ + ⋯ +

∑ 𝑓௞భ… ௞೙షభ
𝑢௞భ

… 𝑢௞೙షభଵஸ௞భ,…,௞೙షభஸ௧ ) ×  
(ℎ𝑒 + ∑ ℎ௞𝑢௞ଵஸ௞ஸ௧ +
∑ ℎ௞భ௞మ

𝑢௞భ
𝑢௞మଵஸ௞భ,௞మஸ௧ + ⋯ +

∑ ℎ௞భ… ௞೙షభ
𝑢௞భ

… 𝑢௞೙షభଵஸ௞భ,…,௞೙షభஸ௧ )(𝑐′′𝑒) ×  
(𝑔𝑒 + ∑ 𝑔௞𝑢௞ଵஸ௞ஸ௧ +
∑ 𝑔௞భ௞మ

𝑢௞భ
𝑢௞మଵஸ௞భ,௞మஸ௧ + ⋯ +

∑ 𝑔௞భ… ௞೙షభ
𝑢௞భ

… 𝑢௞೙షభଵஸ௞భ,…,௞೙షభஸ௧ ) =

0.  
 

  بنابراين معادله زير را داريم:
𝑓ℎ൫𝑐ᇱᇱ𝑔௞భ௞మ

൯ + 𝑓ℎ௞భ
𝜎൫𝑐ᇱᇱ𝑔௞మ

൯ +

𝑓௞భ
𝜎 ቀℎ൫𝑐′′𝑔௞మ

൯ቁ + 𝑓ℎ௞భ௞మ
𝜎

ଶ
(𝑐ᇱᇱ𝑔) +  

𝑓௞భ
𝜎൫ℎ௞మ

൯𝜎
ଶ

(𝑐ᇱ′𝑔) +

𝑓௞భ௞మ
𝜎

ଶ
൫ℎ(𝑐ᇱᇱ𝑔)൯ = 0    ∀𝑘ଵ, 𝑘ଶ ∈

{1, … , 𝑡}  
  

توان نتيجه گرفت  با استدلالي مشابه بالا مي
𝑓௞భ

𝑅[𝑥]𝑔௞మ
= )، داريم ٣معادله (. حال با توجه به 0

𝑓𝑅[𝑥]𝑔𝑘1𝑘2
=   . بنابراين براي هر  0

𝑖 ∈ {0, … , 𝑟} ،𝑗 ∈ {0, … , 𝑠}  و𝑘ଵ, 𝑘ଶ ∈

{0, … , 𝑡} ،داريم  
𝑎(௜)𝑅𝑏௞భ௞మ

(௝)
= 𝑎௞భ

(௜)
𝑅𝑏௞మ

(௝)
 = 𝑎௞భ௞మ

(௜)
𝑅𝑏(௝).  

  



 

 ٥١                                                                                                                                     حلقه تكوارهاي اريب شبه آرمنداريز
 

   

  ، براي هر  ٢.٢ه لم با ادامه اين روند و با توجه ب
1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟  1و ≤ 𝑗 ≤ 𝑠 آوريم بدست مي  

𝛼௜(𝑅 ∗ 𝑀)𝛽௝ = 𝑅. بنابراين 0 ∗ 𝑀  شبه آرمنداريز
𝑅است. همچنين به وضوح  ∗ 𝑀  نيم اول نيست و اثبات

  شود.كامل مي
 𝑀௡(𝑅)شبه آرمنداريز باشد، آنگاه  𝑅توجه كنيم كه اگر 

و نتيجه   ٣.١٢قضيه ت (آرمنداريز اس نيز شبه 𝑇௡(𝑅)و 
  ] را نگاه كنيد). لذا نتيجه زير را داريم.٤از [ ٣.١٥

  
 𝜎و  𝐴𝑃𝑃حلقه  𝑅فرض كنيم  

,𝑆(𝑅خودريختي صلب ضعيف باشد. در اينصورت   𝑛, 𝜎) 
,𝑇(𝑅و  𝑛, 𝜎)  .شبه آرمنداريز است  

𝐴 = ൫𝑎௜௝൯ ∈ 𝑇(𝑅, 𝑛, 𝜎)  را با(𝑎ଵଵ, … , 𝑎ଵ௡)  
,𝑇(𝑅دهيم. در اينصورت ينمايش م 𝑛, 𝜎)   با جمع نقطه

 به نقطه و ضرب به صورت: 
(𝑎଴, … , 𝑎௡ିଵ)(𝑏଴, … , 𝑏௡ିଵ) =
(𝑎଴𝑏଴, 𝑎଴ ∗ 𝑏ଵ + 𝑎ଵ ∗ 𝑏଴, … , 𝑎଴ ∗ 𝑏௡ିଵ +
⋯ + 𝑎௡ିଵ ∗ 𝑏଴)  

  
𝑗 ،𝑎௜و  𝑖كه در آن براي هر  ∗ 𝑏௝ = 𝑎௜𝜎

௜(𝑏௝)  از .
  طرف ديگر نگاشت 

𝜑: 𝑅[𝑥; 𝜎]/𝑥௡ → 𝑇(𝑅, 𝑛, 𝜎), 
  

∑)𝜑با ضابطه  𝑎௜𝑥
௜) = (𝑎଴, 𝑎ଵ, … , 𝑎௡ିଵ)௡ିଵ

௜ୀ଴  
𝑎௜براي هر  ∈ 𝑅 ،0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 −   يكريختي حلقه  1

,𝑇(𝑅اي است. بنابراين  𝑛, 𝜎) ≅ 𝑅[𝑥; 𝜎]/(𝑥௡) ،
;𝑅[𝑥كه در آن  𝜎] يب است كه  اي ارحلقه چندجمله
𝑟براي هر  ∈ 𝑅  قانون ضرب به صورت𝑥𝑟 =

𝜎(𝑟)𝑥 باشد. همچنين مي(𝑥௡) آل توليد شده  ايده
;𝑅[𝑥از  𝑥௡توسط  𝜎]  است. حال با بيان نتيجه زير اين

  دهيم.مقاله را پايان مي
  

 𝜎و  𝐴𝑃𝑃حلقه  𝑅فرض كنيم  
نصورت باشد. در اي 𝑅خودريختي صلب ضعيف از 

𝑅[𝑥; 𝜎]/(𝑥௡)   .شبه آرمنداريز است  
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