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  چکيده
ن يچند  يدارا يو عمل يدگاه نظر ين ضرب از ديا بنا نهاده شده است.ع زاده يجمع بر اساس اصل توس ، عمل ضرب و يداد فازدر حساب اع

ن يا يت اصليارائه شده است. مز يد با عنوان ضرب خارجيک عمل ضرب جديراً ياخ يبين معايغلبه بر چن يبرا است. يعيرطبيت غيخاص
تر از ضرب يکاربرد  يليخ  يدگاه محاسباتياز دشود  و  يحفظ م  يتحت ضرب خارج   ياو ذوزنقه يمثلث  ين است که شکل اعداد فازيضرب ا
در   ع زاده،يبدست آمده از اصل توس يضرب معمول يگر به جايک انتخاب ديتواند يم يدو عدد فاز ين ضرب خارجياست.  بنابرا يمعمول

و  يبر اساس ضرب اسکالر اعداد فاز يمثلث ياعداد فاز يضرب خارج يح برايصر يفرمول  ين  مقاله، ارائهيباشد. هدف ا يمسائل کاربرد
ن در ياست. همچن يمثلث يدو تابع فاز يو مشتق ضرب خارج يث ثل م يدو عدد فاز يطول ضرب خارج يبرا يسپس با استفاده از آن فرمول

 يک کاربرد،  مفهوم  ضرب خارجيبه عنوان  ت، يدر نهااست.  ان شدهيب ياعداد فاز يو معمول ين هسته ضرب خارجيب ين مقاله رابطهيا
م  يتعم يريپذتحت مشتق  آن  يمثلث يهاو جواب  بکار برده شده  ير فازييب  متغ يبا ضرا همگن  اول  يمرتبه   يل خطيفرانس يدر معادلات د

  شود.ي ن آورده ميشيپ يهاسه با روشيو مقا يج نظرينتا ييان کارايب ين مثال برايچند . شوديافته بدست آورده مي
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  مقدمه -١
 يدانش بشراً از کمبود  گوناگون اساس  يعلم  يهانهيابهامات در زم

 يعيک روش طبي يفاز يهامجموعه يهيرد. نظريگينشأت م
، ياعداد فاز مرتبط با ابهامات است. يهاستم يس يبندمدل يبرا
  ي فاضا  يژگيبا چند و  يقياعداد حق يرو  يفاز يهارمجموعهيز

را که از  يکنند تا ابهاماتيبه ما کمک م يهستند. اعداد فاز
  م.يکن  يبندتر مدلک روش سادهياند را در امده ياحتمال بوجود ن

ع زاده بنا يبر اساس اصل توس  يدو عدد فاز  يف ضرب معموليتعر
 يلين نوع ضرب خيا  ي]. از نقطه نظر محاسبات١نهاده شده است [

ج محاسبات  ينتاست. يل نيفرانسيت ددر معادلا يملو ع يکاربرد
ن دو عدد يت ايبه شکل تابع عضو يدو عدد فاز يضرب معمول

 ينظم خاص يکه دارا يتيقت توابع عضويدارد. در حق يبستگ
شوند. از يم يده شدن محاسبات ضرب معموليچ يستند باعث پين

ت ياز توابع عضو ياساده  يهاشکل  يکه دارا  ي، اعداد فازيطرف
 يو داراتر ي، شهودياو ذوزنقه يمثلث يفازنند اعداد هستند ما

 يدو عدد فاز يباشند. ضرب معموليم يتريعيطب يرها يتعب
ا ي( يمثلث يدو عدد فاز يضرب معمول يعنيست، يحافظ شکل ن

باشد. بمنظور بکار بردن ضرب ي)، از همان نوع نمياذوزنقه
غلبه بر آنها  يم که برايشويمواجه م ييهاي، ما با سختيمعمول

را ضرب  يم. اخيمسئله هست  يرو  ييهاتيازمند اعمال محدودين
 ي]  معرف٣, ٢چون  [ يدر مقالات يبا عنوان ضرب خارج يديجد

آن  مورد مطالعه  قرار   يو جبر  يليتحل  يهاتيخاص  يشده و برخ
ن است که شکل اعداد ين ضرب ايا ياساس يژگيو  گرفته  است.

  ي ليخ  يدگاه محاسباتيشود و از ديحفظ م  ياو ذوزنقه  يمثلث  يفاز
  .است ير از ضرب معمولتي کاربرد

بصورت  يعمل يدر کارها يقت که اعداد فازين حقيمنطبق بر ا
ن يشوند، در ايدر نظر گرفته م ياا ذوزنقهي يمثلث ياعداد فاز

تمرکز شده و   يمثلث ياعداد فاز يضرب خارج يشتر رو يمقاله ب
 ن راستا فرموليشود.  در ايست آورده ماز آنها بد يخواص جالب

بر اساس ضرب   يمثلث  يدو عدد فاز  يضرب خارج  يبرا  يح يصر
ح يصر يشود و با استفاده از آن فرموليان ميب ياسکالر اعداد فاز

و مشتق ضرب   يمثلث يدو عدد فاز يطول ضرب خارج يبرا
ن خواص  يهمچنشود. يارائه م يمثلث يتابع فاز دو  يخارج

 ين هسته يب يرابطه مانند  ياعداد فاز يضرب خارجز ا يشتريب
 يره مورد بحث و بررسيو غ  يدو عدد فاز  يو معمول   يضرب خارج

  رد. يگيقرار م

 
١ Hukuhara 

ل  بصورت يفرانسيدر معادلات د  ياز مفهوم ضرب خارج  يکاربرد
شود. ين مقاله ارائه ميدر ا يد از لحاظ تئوريدگاه جديک دي

ن يشوند که ايباعث م  يارجب خضر  يان شده برايب  يهات يخاص
در  يگر از ضرب معموليانتخاب ممکن دک يضرب به عنوان 

 رد.يمورد استفاده قرار گ يل خطيفرانسيمعادلات د
تحت  يکينامي د يهاستميس يبندمدل يبرا يعيک روش طبي

. است  يل فازيفرانسيمفروضات مبهم و نامطمئن، معادلات د
 هياول، مسائل مقدار  ي واقع  يايدن  يهاده يپد  يبندن در مدل يهمچن

ک يشده از    ي، نه به صورت مدل فازيو ذات  يعيبه طور طب  يفاز
مطالعه  يدگاه براين ديچند.  شونديان ميک، نمايمسئله کلاس 
دگاه بر اساس ين ديموجود است. اول يل فازيفرانسيمعادلات د

هه  د  در  .استشده    يگذارهيپاآن    يهاميو تعم  ١مشتق هوکوهارا 
نه ين راستا در زميسنده در اين نويتوسط چند  ياديز  ير کارهاياخ

  ]. ١٠-٤[ انجام شده است يو کاربرد يتئور
به  ٢ع زادهيز وجود دارد که در آن از اصل توسين يگري دگاه ديد

استفاده   يک به نوع فازيل کلاس يفرانس يع معادلات ديمنظور توس
ل  يفرانسيلات دمعاد ن روش، جواب يدر ا .]١٣-١١[ شوديم

ع زاده به جواب معادلات يبا استفاده از اصل توسک ي کلاس
ر يتعب ،دگاهين ديادر  شود.يع داده ميتوس يل فازيفرانسيد

  رد. داوجود نجواب  يريپذمشتق 
وجود ندارد   ير مشتق فازيکه در آن تعب ييهادگاه يگر دياز د 
] ١٥, ١٤چون [ يکه در مقالات يلات خطيتوان به روش تبديم

توان ين روش، ميبا استفاده از ا ، اشاره کرد.شده  يو بررس  يمعرف
 افت.  ير مشتق دست يها بدون تعباز جواب يعيوس يبه مجموعه
ن يتراز ساده يکياول  يمرتبه يخط يل فازيفرانسيمعادلات د
  ي هاده يپد يبندهستند که در مدل  يل فازيفرانسيمعادلات د

 يبالا مقالات يهادگاهياستفاده از دا ب شوند.يدار ميپد يکي زيف
 يه و مرزيمسائل مقدار اول ي] به بررس١٨,  ١٧, ١٦, ١٥چون [

ول که در مرتبه ا يخط يل فازيفرانسيد متناظر با معادله يفاز
مقدار است، پرداخته شده   يقيتابع حقمجهول،  ع ب تابيها ضرآن

ط اعمال شده يو شراتمام پارامترها    را که در آن    يحال حالتاست.  
 يد. مقالاتيريباشند، را در نظر بگ  يمعادله بطور همزمان فاز  يرو 

 يهمگن متناظر با معادله يمعادله ي]  حل عدد٢٠, ١٩چون [
 ي] به بررس٢١[ ياند و مقالهبالا  را مورد مطالعه قرار داده

،  ين حالتيدر چنپرداخته است.    يان معادله يچن  يليتحل  يهاجواب 
ر ضرب دو  يکه شامل تعب ميدشوار مواجه هست يئلهمسک يما با 

است. در مقالات اشاره شده، عمل ضرب بصورت   يعدد فاز

٢ Zadeh 
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ع زاده در نظر گرفته شده است يتوساصل    يهيبر پا  يضرب معمول
  اشاره شده در بالا هستند.  يهايسخت يو دارا

دهد تا مشکلات اشاره شده يمکان را من ايبه ما ا يضرب خارج
ن مقاله، مفهوم ين علت در ايم . بدييالا را تا حد امکان رفع نمادر ب

مقدار  يدر مسئله  يضرب معمول يرا به جا  يضرب  خارج
وارد  همگن    اول    يمرتبه   يخط يل فازيفرانس يد  معادلهاز    يهياول

  م. يدهيقرار م يآن را مورد بررس يليتحل يهانموده و جواب
ف يم و تعاري، مفاه٢در بخش    ست:ب اين ترتين مقاله بديساختار ا

شود. در يان ميب يمثلث يژه اعداد فاز يو بو ياعداد فاز يهياول
 يمورد بحث و بررس  يمثلث  يل توابع فازيفرانسي، حساب د٣بخش  
و   ياعداد فاز يم ضرب خارجيبه مفاه ٤رد. بخش يگيقرار م

 يهاشود و مثاليا اختصاص داده ميقضا يخواص آن و برخ
شود. کاربرد مفهوم ضرب  يها آورده مدر ارتباط با آن  يشهود
مطرح و  ٥در بخش  يل فازيفرانسيدر معادلات د يخارج
 ياول خط  يمرتبه   يل  فازيفرانسيح از معادلات د ي صر  يهاجواب 
  شود.يان ميب يريگجهي، نت٦ت در بخش يشود. در نهايارائه م

  ه    يف اوليم و تعاريمفاه -٢
 ياساس يايف و قضايم و تعاريمفاه يان بعضين بخش به بيدر ا

مورد  استفاده قرار خواهند   يآت يهام که در بخشيپردازيم
  گرفت.

 هر  يشود.  به ازايش داده مينما R୤با نماد  ياعداد فاز يفضا
٠ < α ≤ ١ ،α- برش ازu ∈ R୤  شود:يف مير تعريبصورت ز  

[u]஑ = [uି஑ , uା஑ ] = {x ∈ ℝ;  u(x) ≥ α}.   

uبا نماد  يمثلث يفازد عد = 〈u୪, uୡ, u୰〉    که درآنu୪ ≤

 uୡ ≤  u୰شود و  يش داده مي، نماα- برش آن بصورت  
[u]஑ = [u୪ + (uୡ − u୪)α, u୰ − (u୰ − uୡ)α],  

  شود.ينشان داده م  R୘با نماد  يمثلث ياعداد فاز ياست. فضا 
,u يبه ازا v ∈ R୤    و    λ ∈ ℝ ،ع جمu + v  و ضرب اسکالر
λ ⋅ u    در فرمα-ف ي ر تعريز يهاب بصورتيبرش آن بترت

  شوند:يم
[u + v]஑ = [u]஑ + [v]஑,  

[ λ ⋅  u]஑ = λ ⋅ [u]஑,  

஑[u]که در آن   + [v]஑ و λ ⋅ [u]஑   جمع دو  يب به معنيبترت
ک بازه است. در حالت خاص يک اسکالر  و ين يبازه و ضرب ب

uکه = 〈u୪, uୡ, u୰〉  وv = 〈v୪, vୡ, v୰〉   يمثلث يدو عدد فاز 
 ف شده در بالا بصورتيباشند، آنگاه جمع تعر

 u + v = 〈u୪ + v୪, uୡ + vୡ, u୰ + v୰〉, 

 ضرب اسکالر بصورتو 

λ ⋅  u =  ൜
〈λ u୪, λ uୡ, λ u୰〉,   λ ≥  ٠,
〈λ u୰, λ uୡ, λ u୪〉,  λ <  ٠.   

  شود.يل ميتبد
که است  يمثلث يک عدد فازي، يقيک عدد حقيد که يتوجه کن 

u୪ = uୡ = u୰.   
wباشند، آنگاه  يدو عدد فاز vو   uاگر  = u ⋅  v   بر اساس

஑[w]ع زاده بصورتياصل توس = [wି
஑  , wା

஑ ]  شو د يف ميتعر
α هر يکه در آن به ازا ∈  [٠,   ميدار [١

wି
஑  = min{uି஑   vି஑, uି஑  vା஑, uା஑  vି஑, uା஑  vା஑},  

  و 
wି
஑  =  max {uି஑   vି஑, uି஑  vା஑, uା஑  vି஑, uା஑  vା஑}.   

uاگر  ∈ R୤  شود:يف مير تعريبصورت ز  ݑ،  آنگاه طول  

len [u]஑ =  uା஑ − uି஑ ,   ∀ α ∈ [٠,١].   

هر   يبه ازا u   يمثلث يعدد فاز  شود طوليجه مين نتيبنابرا
 α ∈   ر  استيبصورت ز[٠,١]

len [u]஑ =  (u୰ − u୪) − α(u୰ − u୪).   

,uد يفرض کن  v ∈ R୤    منحصربفرد  يک عدد فازيباشند. اگر
uمانند  ∈ R୤  که يوجود داشته باشد بطورv + w = u   آنگاه ،

w  يتفاضل هوکوهارا u   وv ود و با نماد شيده مينامu⊖ v 
  شود.يان ميب

  يمثلث  يل توابع فازيفرانسيحساب د -٣
 يعدد فاز-ن مقاله، تابع مقدارين به بعد در سرتاسر اياز ا  تذکر: 

f:ℝ يمثلث →  R୘   م.يناميم يمثلث يرا تابع فاز  

:f    يمثلث  يتابع فاز     ])٣(ر.ک. [.  ١-٣فيتعر (a, b) →  R୘ 
f(x)را بصورت  = 〈f୪(x), fୡ(x), f୰(x)〉 د. يريدر نظر بگ
  شوديم فير تعريبصورت ز  fانتگرال تابع 

∫ f(x)dxୠ
ୟ =

〈∫ f୪(x)dxୠ
ୟ   ,∫ fୡ(x)dxୠ

ୟ  ,∫ f୰(x)dxୠ
ୟ  〉.  

:f د يفرض کن  )]٥, ٣(ر. ک. [. ٢-٣ف يتعر (a, b) →  R௙  
x٠و  ∈ (a, b) تابع .f  افته دريم ير تعميپذمشتق  xاست اگر  ٠

(x٠)′fوجود داشته باشد  ∈ R୤ که يبطور  
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h يبرا . ١ >   ي هاکوچک تفاضل يبحد کاف يها ٠
f(x٠ يهوکاهارا + h)⊖ f(x٠)  وf(x٠) ⊖ f(x٠ − h) 

 م يموجود باشند و داشته باش

lim
୦→٠శ

୤(୶٠ା୦)⊖୤(୶٠)
୦

= lim
୦→٠శ

୤(୶٠)⊖୤(୶٠ି୦)
୦

= f′(x٠).  

h يبرا . ٢ >   ي هاکوچک تفاضل يبحد کاف يها ٠
(x٠)fي هوکاهارا ⊖ f(x٠ + h)  وf(x٠ − h)⊖ f(x٠) 

 م يموجود باشند و داشته باش

lim
୦→٠శ

୤(୶٠)⊖୤(୶٠ା୦)
ି୦

= lim
୦→٠శ

୤(୶٠ି୦)⊖୤(୶٠)
ି୦

= f′(x٠).  

h يبرا . ٣ >  يهاکوچک تفاضل يبحد کاف يها ٠
f(x٠ يهوکاهارا + h)⊖ f(x٠)  وf(x٠ − h)⊖ f(x٠) 

 م يموجود باشند و داشته باش

lim
୦→٠శ

୤(୶٠ା୦)⊖୤(୶٠)
୦

= lim
୦→٠శ

୤(୶٠ି୦)⊖୤(୶٠)
ି୦

= f′(x٠).  

h يبرا . ٤ >   ي هاکوچک تفاضل يبحد کاف يها ٠
(x٠)f يهوکاهارا ⊖ f(x٠ + h)  وf(x٠) ⊖ f(x٠ − h) 
 م ياشته باشاشند و دموجود ب

lim
୦→٠శ

୤(୶٠)⊖୤(୶٠ା୦)

ି୦
= lim

୦→٠శ
୤(୶٠)⊖୤(୶٠ି୦)

୦
= f′(x٠).  

ا چهارم  است ير نوع اول، دوم ، سوم و  يپذمشتق    fم  ييگو  تذکر:
 باشد. ٤ا  يو    ٣،  ٢،  ١در حالت     افته يم  ير تعميپذمشتق ب  ياگر بترت

:f   يمثلث يتابع فاز  ] )٣(ر. ک. [. ١-٣لم (a, b) →  R୘  را
f(x)بصورت  = 〈f୪(x), fୡ(x), f୰(x)〉 که در     ديريدر نظر بگ

f୧  (iمقدار  يقيآن توابع حق = l, c, r)  ير رو يپذمشتق (a, b) 
x٠ر نوع اول در يپذمشتق  fم ييباشند. گو ∈ (a, b)  است  اگر و
  تنها اگر 

f′(x٠) = 〈f୪ᇱ(x٠), fୡᇱ(x٠), f୰ᇱ(x٠)〉   

ر نوع يپذمشتق  fمييبطور مشابه گو .باشد يمثلث يک عدد فازي
x٠دوم در  ∈ (a, b)  است  اگر و تنها اگر  

f′(x٠) = 〈f୰ᇱ(x٠), fୡᇱ(x٠), f୪ᇱ(x٠)〉   

  .باشد يمثلث يک عدد فازي

,fد يفرض کن ])١٦, ٣(ر.ک. [. ٢-٣لم  g: (a, b) → R୘    دو
,a)  يافته رو يم ير تعميپذتابع مشتق b) .باشند  

,fاگر   . ١ g  ير نوع اول رو يپذمشتق (a, b)    باشند، آنگاهf + g 
,a) ير نوع اول رو يپذمشتق  b)   هر  يبه ازا است و x ∈

(a, b) ميدار 

(f + g)ᇱ(x) = f ᇱ(x) + gᇱ(x).   
,fاگر  . ٢ g ير نوع دوم رو يپذمشتق (a, b)  باشند، آنگاهf +

g  ير نوع دوم رو يپذمشتق (a, b)  هر  ياست و به ازا
  x ∈ (a, b) ميدار 

(f + g)ᇱ(x) = f ᇱ(x) + gᇱ(x).   
f يد تفاضل هوکاهارايفرض کن  . ٣ ⊖ g  يرو (a, b)   موجود

 ير نوع دوم رو يپذمشتق   gر نوع اول و  يپذمشتق  fگر  باشد. ا
(a, b)    باشند، آنگاهf ⊖ g   ير نوع اول رو يپذمشتق  (a, b)  
x  هر  يبه ازا است و  ∈  (a, b)م يدار 

(f ⊖ g)ᇱ(x) = f ᇱ(x) + (−١)gᇱ(x). 
f يد تفاضل هوکاهارايفرض کن  . ٤ ⊖ g  يرو (a, b)   موجود

 ير نوع اول رو يپذمشتق   gر نوع دوم و  يپذمشتق   fگر  باشد. ا
(a, b)    باشند، آنگاهf ⊖ g   ير نوع دوم رو يپذمشتق  (a, b)  

x  هر  ياست و به ازا ∈ (a, b)  ميدار 
(f ⊖ g)ᇱ(x) = f ᇱ(x) + (−١)gᇱ(x). 

fشتر از مشتقات   يب يج ير نتا يه زيدو قض + g  وf ⊖ g  ان يرا ب
  ] هستند. ١٢, ٣از مقاله [ ياياز قضا يگريان ديکند که بيم

,fد يفرض کن ])١٦, ٣(ر.ک. [. ٣-٣لم g: (a, b) → R୘    دو
,a)  يافته رو يم ير تعميپذتابع مشتق b) .باشند  

 ير نوع دوم رو يپذمشتق  g ل و ع او ر نويپذمشتق fاگر  . ١
(a, b) يباشند و تفاضل هوکاهارا  f′(x) ⊖ (−١)g′(x) 

xهر   يبرا ∈ (a, b)    موجود باشد، آنگاهf + g  ر  يپذمشتق
,a) ينوع اول رو  b)   هر   يبرا است و x ∈ (a, b) م يدار 

(f + g)ᇱ(x) = f′(x)⊖ (−١)g′(x). 
  

 يو ر نوع اول ريپذمشتق  g ر نوع دوم و يپذمشتق fاگر  . ٢
(a, b) يباشند و تفاضل هوکاهارا f′(x) ⊖ (−١)g′(x) 

xهر   يبرا ∈ (a, b)    موجود باشد، آنگاهf + g  ر  يپذمشتق
,a) ينوع دوم رو  b)     هر   يبرا است و x ∈ (a, b)  ميدار 

(f + g)ᇱ(x) = f′(x)⊖ (−١)g′(x). 
  ديفرض کناثبات:  

f(x) = 〈f୪(x), fୡ(x), f୰(x)〉 
  
  و 

g(x) = 〈g୪(x), gୡ(x), g୰(x)〉.   
توان بطور يها را محالته يم، بقيکنيرا ثابت م ١در ادامه حالت 

  مشابه ثابت کرد. 
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ر نوع دوم  يپذمشتق  g ر نوع اول و يپذمشتق  fبنا به فرض چون 
,a) يرو  b) مين دارياست، بنابرا  

f′(x) = ൫f୪′(x), fୡ′(x), f୰′(x)൯   

  و 

g′(x) = ൫g୪′(x), gୡ′(x), g୰′(x)൯.   

   يچون  بنا به فرض تفاضل هوکاهارا ياز طرف 

f′(x) ⊖ (−١)g′(x)   

  است  يمثلث يک تابع فازير يموجود است، پس عبارت ز

൫f୪ᇱ (x) + g୪ᇱ(x), fୡᇱ(x) + gୡᇱ (x), f୰ᇱ(x) + g୰ᇱ (x)൯ =
f ᇱ(x) ⊖  (−١)gᇱ(x).   

fاست که   ين معنين بديا + g  و ر نوع اول است يپذمشتق
(f + g)ᇱ(x) = f′(x) ⊖ (−١)g′(x) .∎  

f(x)ر مشتق تابع يلم ز ⋅ g(x) کند که درآن  يان ميرا بf ک ي
ان يک بي ن لم ياست. ا  يک تابع فازي gمقدار و  يقيتابع حق

  ] است.١٦[ يج مقالهيگر از نتايد

:f  يقيحق  د تابع ي]) فرض کن ١٦(ر. ک. [. ٤-٣لم (a, b) →

ℝ  يو تابع فاز  ر يپذمشتق g: (a, b) →  R୤  ر يپذمشتق
  باشند.  ℝ يافته رو يميتعم

f(x)f′(x)اگر   . ١  > ,a)  ير نوع اول رو يپذمشتق   gو    ٠  b) 
fباشند، آنگاه  ⋅ g  هر   يازار نوع اول است و به يپذمشتق
x ∈ (a, b)  ميدار 

(f ⋅ g)ᇱ(x) = f′(x) ⋅ g(x) + f(x) ⋅ g′ (x). 

f(x)fاگر   . ٢ ᇱ(x) < ,a)  يرو ر نوع دوم  يپذمشتق  gو    ٠  b) 
fباشند، آنگاه  ⋅ g  هر   ير نوع دوم است و به ازايپذمشتق
x ∈ (a, b) ميدار 

(f ⋅ g)ᇱ(x) = f′(x) ⋅ g  (x) + f(x) ⋅ g′ (x). 

f(x) f′(x)اگر   . ٣  > ,a)  ير نوع دوم رو يپذمشتق   gو     ٠  b) 
ر موجود باشد، آنگاه يز  ين تفاضل هوکاهارايو همچن   باشند
f ⋅ g   هر   يو به ازااست  افته يم ير تعميپذمشتقx ∈

(a, b)  ميدار 
(f ⋅ g)ᇱ(x) = f′(x) ⋅ g  (x)⊖ (−١)f(x) ⋅ g′ (x). 

f(x)f′(x)اگر   . ٤  > ,a)  ير نوع دوم رو يپذمشتق   gو     ٠  b) 
ر موجود باشد، آنگاه يز  ين تفاضل هوکاهارايو همچن   باشند
f ⋅ g   هر   يافته  است و به ازايم ير تعميپذمشتقx ∈

(a, b) ميدار 
(f ⋅ g)ᇱ(x) = f(x) ⋅ gᇱ (x)⊖ (−١)f ᇱ(x) ⋅ g(x). 

f(x)fاگر   . ٥ ᇱ(x) < ,a) ير نوع اول رو يپذمشتق  gو   ٠  b) 
ر موجود باشد، آنگاه يز  ين تفاضل هوکاهارايو همچن   باشند
f ⋅ g   هر   يافته  است و به ازايم ير تعميپذمشتقx ∈

(a, b)  ميدار 
(f ⋅ g)ᇱ(x) = f(x) ⋅ gᇱ (x)⊖ (−١)f′(x) ⋅ g(x). 

f(x)fاگر   . ٦ ᇱ(x) < ,a) ير نوع اول رو يپذمشتق  gو   ٠  b) 
ر موجود باشد، آنگاه يز  ين تفاضل هوکاهارايو همچن   باشند
f ⋅ g   هر   يافته  است و به ازايم ير تعميپذمشتقx ∈

(a, b)  ميدار 
(f ⋅ g)ᇱ(x) = f′(x) ⋅ g (x)⊖ (−١)f(x) ⋅ g′ (x).  

:fد يفرض کن ])٥, ٣(ر.ک. [.  ٥-٣لم  (a, b) → R୤    ک ي
g(x)وسته باشد. آنگاه يپ يتابع فاز = ∫ f(t)dt୶

ୟ ر يپذمشتق  
xهر  يبه ازا نوع اول است و   ∈ (a, b)   ميدار  gᇱ(x) =

f(x) .  

  يدو عدد فاز يضرب خارج  -٤
 ياز اعداد فاز يف ضرب خارجين بخش ابتدا به مفهوم و تعريا

ل ضرب عادف مي].  سپس تعر٣, ٢[   شودياختصاص داده م
گر يخواص د يمطرح شده و برخ يمثلث ياعداد فاز يبرا يخارج

  ياعداد فاز يضرب خارج يره برايآن مانند طول و هسته و غ
  ي مشتق دو تابع فاز  يح برايصر  يت فرموليشود و در نهايان ميب

  شود.يارائه م يمثلث

مثبت است    u يفازعدد    مييگو)    ]٣,  ٢(ر.ک. [  : ١-٤ف  يتعر
مثبت باشد.  uି١ يعنيآن  يچپ هسته يانيپا يهاگر نقط

 يانيپا ياست اگر نقطه يمنف  u يم عدد فازيين  گويهمچن
 ياعداد فاز يباشد. مجموعه يمنف uା١ يعنيآن  يراست هسته 

R୤) را با نماد يمثبت (منف
ା  )R୤

  م.يدهيش مينما    )ି
uد  يفرض کننکته  :   = (u୪, uୡ , u୰)  باشد.   يمثلث  يک عدد فازي

 uୡ يعنيآن  ي) است اگر هسته يمثبت (منف  uم ييگو
)  يمثبت (منف يمثلث ياعداد فاز ي)  باشد. مجموعهيمثبت (منف
R୘را با نماد 

ା  )R୘
  م.يدهيم  شينما    )ି
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   يدو عدد فاز  vو   uد يفرض کن ] )٣, ٢(ر.ک. [: ٢-٤فيتعر
مثبت است  يک عدد فازي  vو    u يخارجمثبت باشند. ضرب 

wکه با نماد  = u⨀ v ف ي ر تعريش داده شده و بصورت زينما
  شوديم

[w]஑ = [wି
஑, wା

஑ ], 

α  يکه در آن به ازا ∈   ميدار   [٠,١]

wି
஑  =  uି஑  vି١  +  uି١  vି஑ −  uି١  vି١ , 

wା
஑  =  uା஑  vା١  +  uା١  vା஑ −  uା١  vା١ .  

uد يفرض کن نکته:  = 〈u୪, uୡ, u୰〉  وv =   〈v୪, vୡ, v୰〉  دو
ن دو عدد  بصورت يا  يمثبت باشند. ضرب خارج   يمثلث  يعدد فاز

  شود يف مير تعريز
u⊙ v = 〈u୪vୡ + v୪uୡ − uୡv ,ୡ uୡ vୡ, u୰vୡ + v୰uୡ −
uୡvୡ〉.   

بصورت  يمنف ياعداد فاز يبرا يف ضرب خارجياز تعر يميتعم
  ر داده شده است.يز

دو عدد   vو   uد يفرض کن ) ]٣, ٢(ر.ک. [. ٣-٤فيتعر
  باشند. يفاز
ن دو يا يباشد، آنگاه ضرب خارج يمنف  vمثبت و  uاگر  . ١

 عدد بصورت 
u⊙  v = −(u⊙  (−v)) 

  است. يمنف يک عدد فازيشود که يف ميتعر
  
ن دو يا يمثبت باشد، آنگاه ضرب خارج  vو  ينفم uاگر  . ٢

 عدد بصورت 
u⊙  v = −((−u) ⊙  v) 

  است. يمنف يک عدد فازيشود که يف ميتعر

ن دو يا يباشد، آنگاه ضرب خارج يمنف  vو  يمنف uاگر  . ٣
 عدد بصورت 

u⊙  v = (−u) ⊙  (−v) 
  مثبت است. يک عدد فازيشود که يف ميتعر

λ لازم بذکر است که اگر  تذکر: ∈ ℝ,   u ∈  R୤    باشد، آنگاه
λ ⊙  u = λ ⋅  u . 

  ي ضرب خارج ياساس يت جبر ي ان چند خاصير به بيز يه يقض
  ] آورده شده است.٢[ يمقالهپردازد که در يم

,uد  يفرض کن  )  ]٢(ر.ک. [.  ١-٤هيقض v, w   مثبت    ياعداد فاز
  ميباشند. آنگاه دار يا منفي
١ . (−u) ⊙  v = u⊙ (− v) = −(u⊙  v)  
٢ . u ⊙  v = v ⊙  u 
٣ . (u ⊙  v) ⊙ w = u ⊙ (v ⊙ w) 
,uاگر  . ٤ v ميباشند، آنگاه دار يکسانيعلامت  يدارا 

(u + v) ⊙w = u⊙ v + u ⊙w. 
 يمثلث يدو عدد فاز ياز ضرب خارج يگريان دير بيز يه يقض

بطور مکرر مورد استفاده  قرار  يج بعديا و نتاياست که در قضا
  خواهد گرفت. 

uد يفرض کن . ٢-٤ه يقض = 〈u୪, uୡ, u୰〉   وv =

  〈v୪, vୡ, v୰〉 باشند. آنگاه يا منفيمثبت   يمثلث ياعداد فاز  
u⊙  v = uୡ ⋅ v + (u− uୡ) ⋅ vୡ, 

  در آنکه 
u− uୡ = 〈u୪ − uୡ, ٠, u୰ − uୡ〉. 

  يف  ضرب خارجيه با استفاده از تعرين قضيبرهان ا  اثبات:
  ∎شود.يجه مينت يبراحت يمثلث ياعداد فاز

 ها آن   یخارج  ضرب  و ی مثلث  ی فاز عدد دو   گراف  . ١شکل 
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,k١   اگر . ٣-٤هيقض kو  يقيثابت حقدو عدد  ٢u =

〈u୪, uୡ, u୰〉 وv =  〈v୪, vୡ, v୰〉  ا يمثبت   يمثلث ياعداد فاز
  م يباشند، آنگاه دار يمنف

k١ ⋅ u ⊙ k٢ ⋅ v = k١k٢ ⋅ (u ⊙ v). 

  اثبات:

k١ ⋅ u ⊙ k٢ ⋅ v = (k١ ⋅ u)ୡ ⋅ (k٢ ⋅ v) + (k٢ ⋅ v)ୡ ⋅
(k١ ⋅ u − (k١ ⋅ u)ୡ) = k١uୡ ⋅ (k٢ ⋅ v) + k٢vୡ ⋅
(k١ ⋅ u − k١uୡ) = k١k٢uୡ ⋅ v + k٢k١vୡ ⋅ (u − uୡ) =
k١k٢ ⋅ (u ⊙ v).   

استفاده شده  يدر اثبات بالا از خواص ضرب اسکالر اعداد فاز
  ∎است.

تر راحت   يلي خ  ٢-٤يه يدهد که استفاده از قضير نشان ميمثال ز 
  است. يدو عدد فاز يف ضرب خارجياز تعر

  يمثلث يدوعدد فاز .١-٤مثال

u = vو  〈١,٢,٣−〉 = 〈−١,١−,٢〉  
  م يدار ٢-٤ف يد. با استفاده از تعريريرا در نظر بگ

u⊙  v = −൫u⊙ (− v)൯ = −(〈−١,٢,٣〉⊙
〈−١,١,٢〉) = −〈−٥,٢,٥〉 = 〈−٢,٥−,٥〉.  

  ميدار ٢-٤ه يبا استفاده از قض
u⊙  v = ٢ ⋅  〈−١,١−,٢〉 − ١ ⋅  〈−٣,٠,١〉 = 〈−٢,٥−,٥〉.   

,uگراف  v  وu⊙  v    ش داده شده است.يمان ١در شکل  

محاسبه  يدو عدد فاز يو خارج ير ضرب معموليدر مثال ز
 يضرب معمول يشود و مشاهده خواهد شد که  در محاسبه يم
م. در يف داريمم موجود در تعريمم و ماکزينيم ياز به محاسبهين

ن  يق معيبصورت دق   ياز دو عدد فاز   يکيکه حداقل  يقت  زمانيحق

نخواهد بود.،  ياکار ساده يضرب معمول ينشده باشند، محاسبه
ب يکه ضرب ضر يخط يل فازيفرانسيبطور مثال در معادلات د

  شود.يم در مجهول معادله ظاهر يفاز
 ياذوزنقه يدوعدد فاز. ٢-٤مثال 

u = vو  〈٢,١,٣−〉 = 〈١,٢,٣,٤〉  
  ميدار يضرب معمول يمحاسبه يبرا  د.يريرا در نظر بگ

(< −٢,١,٣ > ⋅ < ١,٢,٣,٤ >)ି஑ = min{(−٢ + ٣α)(١ +
α), (−٢ + ٣α)(٤ −α), (٣− ٢α)(١ + α), (٣ −

٢α)(٤− α)} = ൝
(−٢ + ٣α)(٤− α),    ٠ ≤ α ≤ ٢

٣

(−٢ + ٣α)(١ + α),   ٢
٣

< α ≤ ١.
   

(〈−٢,١,٣〉  ⋅  〈١,٢,٣,٤〉)ା஑  = max{(−٢ + ٣α)(١ +
α), (−٢ + ٣α)(٤ −α), (٣− ٢α)(١ + α), (٣ −
٢α)(٤− α)} = (٣− ٢α)(٤ −α).   

  م يدار يجضرب خار يمحاسبه يبرا يطرفاز 

(< −2,1,3 > ⊙ < 1,2,3,4 >)ି஑
= ٢−)٢ + ٣α) + (١ + α)− ٢
= −٥ + ٧α. 

(< −٢,١,٣ > ⊙ < ١,٢,٣,٤ >)ା஑ = ٣)٣− ٢α) +
(٤− α)− ٣ = ١٠ − ٧α.    

uگراف  ⋅ v  وu⊙  v    ش داده شده است.ينما ٢در شکل  
باشند.   يا منفيمثبت    ياعداد فاز  vو     uد  يفرض کن   .٤-٤ه  يقض

  آنگاه 
core(u ⊙  v) = core(u) ⋅  core(v), 

  و 
core(u ⋅  v) ⊆  core(u⊙  v), 

ن دو يضرب ب ياول،  ضرب طرف راست به معن يکه در رابطه
  بازه است.

 ٢-٤های معمولی و خارجی مثالگراف ضرب    . ٢شکل 
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مثبت باشند. از  يهر دو عدد فاز vو   uد  يفرض کن اثبات:
  ميدار  يف ضرب خارجيتعر

core(u ⊙  v) = [u⊙  v]١  = [uି١ vି١ , uା١ vା١ ] =
core(u) ⋅ core(v).    

  م يگر دارياز طرف د
min {uି١ vି١ , uି١ vା١ , uା١ vି١ , uା١ vା١ } ≥ uି١ vି١  , 

  و 
max{uି١ vି١ , uି١ vା١ , uା١ vି١ , uା١ vା١ } ≤ uା١ vା١ . 

 دهند که يبالا نشان م يدو رابطه
core(u ⋅  v) ⊆  core(u⊙  v). 

uد  يحال فرض کن ∈ R୤
vو  ି ∈ R୤

ା . ٣-٤ف يتعراده از با استف 
  ميو روابط بالا دار

core(u ⊙  v ) = core ቀ−൫(−u) ⊙  v൯ቁ =
−core൫(−u) ⊙  v൯ = −൫core(−u) ⋅   core(v)൯ =
core(u) ⋅  core(v).   

  ميروابط بالا دارچون  بنا به 
core൫(−u) ⋅  v൯ ⊆  core൫(−u) ⊙  v൯, 

  ميريگيجه مين نتيبنابرا
core(u ⋅  v) = −core൫(−u) ⋅  v൯ ⊆
 − core((−u) ⊙  v) = core(u⊙  v).  

  ∎شود.يگر بطور مشابه انجام ميد يهاحالت  ياثبات برا

u ياذوزنقه يعدد فاز .٣-٤مثال  =< −١,١,٢,٣ و عدد  <
   يفاز

v(x) =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ٠,                        x < − ١

٢

ቀx + ١
٢ቁ

٢
, − ١

٢
≤ x < ١

٢

١                            ,١
٢
≤ x < ١

(٢ − x)١                ,٢ ≤ x ≤ ٢
٠,                         x > ٢

    

  د.  يريرا در نظر بگα-ييو بالا  ينيي پا  يهابرش  u ⋅ v   را بصورت
  م ير داريز

(u ⋅  v)ି஑ = (−١ + ٢α)(٢− √α) 

(u ⋅  v)ା஑ =  (٣− α)(٢− √α), 

⊙u ييو بالا ينيي پا يهابرش-αو  v مير داريرا بصورت ز  
(u ⊙ v)ି஑ = ١

٢
(−١ + ٢α) + ቀ− ١

٢
+√αቁ −

١
٢

= α +

√α −
٣
٢



(u⊙ v)ା஑ = (٣ −α) + ٢൫٢− √α൯− ٢ 
= ٥− α − ٢√α 

مشاهده   ش داده شده است.ينما ٣ن دو ضرب در شکل يگراف ا
  شود که يم

core(u ⋅  v) ⊂  core(u⊙  v). 

⊙uر طول  يز يه يقض v هر  يرا به ازاα ∈ [٠,١]   

  vو   u يهافقط با دانستن طول يضرب خارج يبدون محاسبه
  کند.يمحاسبه م

,vد  يفرض کن  .  ٥-٤ه  يقض u ∈ R୘     وα ∈   م ي. آنگاه دار[٠,١]
len([u⊙ v]஑) = |vୡ|len([u]஑) + |uୡ|len([v]஑).  

  ميدانيم اثبات:
u⊙ v = uୡ ⋅ v + (u− uୡ) ⋅ vୡ.   

 ی فاز  عدد   دو ی خارج و  یمعمول  ضرب  ی ھستھ   سھیمقا. ٣شکل 
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  نيبنابرا

len([u⊙ v]஑) = len(uୡ ⋅ v + (u − uୡ) ⋅ vୡ) =
len(uୡ ⋅ v) + len((u− uୡ) ⋅ vୡ) = |uୡ|len(v) +
|vୡ|len(u− uୡ) = |uୡ|len(v) + |vୡ|len(u).∎   

  

  يمثلث يدوعدد فاز : ٤-٤مثال

u =< −١,٢,٣ vو   < =< −١,١−,٢ >  
  م يدانيد. ميريرا در نظر بگ

len([u]஑) = ٤− ٤α,   len([v]஑) = ٣ − ٣α. 
  م يآنگاه دار 

len([u⊙ v]஑) = ٣ )٢ − ٣α) + (٤− ٤α) = ١٠− ١٠α. 

کند که در آن يان ميرا ب  f(x)⨀g(x)ر مشتق تابع يه زيقض
f, g   ضرب   ياند  و بجادر نظر گرفته شده   يمثلث  يهر دو تابع فاز

قت ين  حقياستفاده شده است. بنا به ا ياز ضرب خارج يمعمول
⊙fکه  g = f ⋅ g  که   يدر حالتf نيبنابرا باشد، يقيتابع حق 

  .است ٤-٣از لم  يميه تعمين قضيا
,f  يمثلث يدو تابع فاز. ٦-٤ه يقض g ∶ (a, b) →  R୘   را که

  د. يريافته هستند، در نظر بگيمير تعميپذمشتق 
,fاگر  .١ g  و باشند  ر نوع اول يپذمشتق 

f(x) ⊙ f ᇱ(x) > ٠, g(x) ⊙g′(x) > ٠, 

⊙fآنگاه         g  مير نوع اول است و داريپذمشتق  

(f ⊙ g)ᇱ(x) = f ᇱ(x) ⊙ g(x) + f(x) ⊙ gᇱ(x).  
,fاگر  .٢ g  و باشند  ول ر نوع ايپذمشتق 

f(x) ⊙ f ᇱ(x) < ٠, g(x) ⊙g′(x) > ٠, 

⊙fآنگاه  g  مير نوع اول است و داريپذمشتق  

(f ⊙ g)ᇱ(x) = (f ᇱ(x) ⊙ g(x) + f(x)⊙
gᇱ(x) ⊖ fୡᇱ(x)(g୪ − g୰, ٠, g୰ − g୪),  

  ر موجود باشديز ينکه تفاضل هوکاهارايبشرط ا       

  fୡ(x) ⋅ gᇱ(x) ⊖ (−١)  fୡᇱ(x) ⋅ g (x). 

,fاگر  .٣ g  و باشند  ر نوع اول يپذمشتق 

f(x) ⊙ f ᇱ(x) > ٠, g(x) ⊙ gᇱ(x) < ٠,   

⊙fآنگاه  g  مير نوع اول است و داريپذمشتق  

(f ⊙ g)ᇱ(x) = (f ᇱ(x) ⊙ g(x) + f(x)⊙
gᇱ(x)) ⊖ gୡ′(x)(f୪ − f୰, ٠, f୰ − f୪),   

  ر موجود باشد يز  ينکه تفاضل هوکاهارايبشرط ا     

  f ′(x) ⋅ gୡ(x) ⊖ (−١)f(x) ⋅ gୡ′(x). 

,fاگر  .٤ g  و باشند  ر نوع اول يپذمشتق 

f(x) ⊙ f ᇱ(x) < ٠, g(x) ⊙ gᇱ(x) < ٠, 

⊙fآنگاه  g  مير نوع اول است و داريپذمشتق  

(f ⊙ g)ᇱ(x) = (f ᇱ(x) ⊙ g(x) + f(x)⊙
gᇱ(x)) ⊖ (fୡᇱ(x)(g୪ − g୰, ٠, g୰ − g୪) +
gୡ′(x)(f୪ − f୰, ٠, f୰ − f୪)),   

  ر موجود باشند يز  ينکه تفاضلات هوکاهارايبشرط ا

  fୡ(x) ⋅ gᇱ(x) ⊖ (−١)  fୡᇱ(x) ⋅ g (x), 

  f ′(x) ⋅ gୡ(x) ⊖ (−١)f(x) ⋅ gୡ′(x). 

,fاگر  .٥ g  و باشند  ر نوع دوم يپذمشتق 

f(x) ⊙ f ᇱ(x) < ٠, g(x) ⊙ gᇱ(x) < ٠, 

fآنگاه        ⊙ g  مير نوع دوم است و داريپذمشتق  

(f ⊙ g)ᇱ(x) = f ᇱ(x) ⊙ g(x) + f(x) ⊙ gᇱ(x). 

,fاگر  .٦ g  و باشند  ر نوع دوم يپذمشتق 

f(x) ⊙ f ᇱ(x) > ٠, g(x) ⊙ gᇱ(x) < ٠, 

⊙fآنگاه  g  مير نوع دوم است و داريپذمشتق  

(f ⊙ g)ᇱ(x) = (f ᇱ(x) ⊙ g(x) + f(x)⊙
gᇱ(x)) ⊖ fୡᇱ(x)(g୪ − g୰, ٠, g୰ − g୪),   

  ر موجود باشديز ياضل هوکاهارانکه تفيبشرط ا

  fୡ(x) ⋅ gᇱ(x) ⊖ (−١)  fୡᇱ(x) ⋅ g (x). 
,fاگر  .٧ g  و باشند  ر نوع دوم يپذمشتق 

f(x) ⊙ f ᇱ(x) < ٠, g(x) ⊙ gᇱ(x) > ٠, 

⊙fآنگاه  g  مير نوع دوم است و داريپذمشتق  

(f ⊙ g)ᇱ(x) = (f ᇱ(x) ⊙ g(x) + f(x)⊙
gᇱ(x)) ⊖ gୡ′(x)(f୪ − f୰, ٠, f୰ − f୪),   

  ر موجود باشديز ينکه تفاضل هوکاهارايبشرط ا

  f ′(x) ⋅ gୡ(x) ⊖ (−١)f(x) ⋅ gୡ′(x). 

,fاگر  .٨ g  و باشند   دومر نوع يپذمشتق 
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f(x) ⊙ f ᇱ(x) > ٠, g(x) ⊙ gᇱ(x) > ٠, 

fآنگاه        ⊙ g  ميدارر نوع دوم است و يپذمشتق  

(f ⊙ g)ᇱ(x) = (f ᇱ(x) ⊙ g(x) + f(x)⊙ gᇱ(x)) ⊖
(fୡᇱ(x)(g୪ − g୰, ٠, g୰ − g୪) + gୡ′(x)(f୪ − f୰, ٠, f୰ −
f୪)),   

  ر موجود باشند يز ينکه تفاضلات هوکاهارا يبشرط ا   

  fୡ(x) ⋅ gᇱ(x) ⊖ (−١)  fୡᇱ(x) ⋅ g (x), 

  f ′(x) ⋅ gୡ(x) ⊖ (−١)f(x) ⋅ gୡ′(x). 

دوم  ر نوعيپذمشتق  g و  ر نوع اول يپذمشتق  fاگر  .٩
 و باشند 

f(x) ⊙ f ᇱ(x) > ٠, g(x) ⊙ gᇱ(x) < ٠, 

fآنگاه       ⊙ g  مير نوع اول است و داريپذمشتق  

(f ⊙ g)ᇱ(x) = (f ᇱ(x) ⊙ g(x)⊖ (−١)f(x)⊙
gᇱ(x)),   

  ر موجود باشند يز  ينکه تفاضلات هوکاهارايبشرط ا

  fୡᇱ(x) ⋅ g  (x) ⊖ (−١)  fୡ (x) ⋅ gᇱ(x), 

  f ′(x) ⋅ gୡ(x) ⊖ (−١)f(x) ⋅ gୡ′(x). 

  مير نوع دوم است و داريپذمشتق  و      

(f⊙ g)ᇱ(x) = (f  (x) ⊙g′(x) ⊖ (−١)f′(x)
⊙ g (x)), 

  ر موجود باشند يز  يهوکاهارانکه تفاضلات  يبشرط ا

  fୡ(x) ⋅ gᇱ(x) ⊖ (−١)  fୡᇱ(x) ⋅ g (x), 

  f (x) ⋅ gୡᇱ (x)⊖ (−١)f ᇱ(x) ⋅ gୡ(x). 

 ر نوع دوم باشند يپذمشتق  g و  ر نوع اول يپذمشتق   f اگر .١٠
 و 

f(x) ⊙ f ᇱ(x) > ٠, g(x) ⊙ gᇱ(x) > ٠, 

fآنگاه      ⊙ g  مير نوع اول است و داريپذمشتق  

(f ⊙ g)ᇱ(x) = (f ᇱ(x) ⊙ g(x)⊖ (−١)f(x)⊙
gᇱ(x))+gୡ′(x)(f୪ − f୰, ٠, f୰ − f୪),  

  وجود باشدر ميز ينکه تفاضل هوکاهارايبشرط ا

  fୡᇱ(x) ⋅ g  (x) ⊖ (−١)  fୡ (x) ⋅ gᇱ(x). 

 ر نوع دوم باشند يپذمشتق  g و  ر نوع اول يپذمشتق   fاگر  .١١
 و 

f(x) ⊙ f ᇱ(x) < ٠, g(x) ⊙ gᇱ(x) < ٠, 

fآنگاه         ⊙ g  مير نوع دوم است و داريپذمشتق  

(f ⊙ g)ᇱ(x) = (f  (x) ⊙g′(x) ⊖ (−١)f′(x) ⊙
g  (x)) + fୡᇱ(x)(g୪ − g୰, ٠, g୰ − g୪),   

  ر موجود باشديز يتفاضل هوکاهارانکه يبشرط ا

  f (x) ⋅ gୡᇱ (x)⊖ (−١)f ᇱ(x) ⋅ gୡ(x). 

ر نوع دوم يپذمشتق  g و  ر نوع اول يپذمشتق  fاگر  .١٢
 و باشند 

f(x) ⊙ f ᇱ(x) < ٠, g(x) ⊙ gᇱ(x) > ٠, 
fآنگاه        ⊙ g  ميدارر نوع اول است و يپذمشتق  

(f ⊙ g)ᇱ(x) = ൫ f ᇱ(x) ⊙ g(x) ⊖
(−١)f(x) ⊙ gᇱ(x)൯ + ൫ gୡᇱ (x) ⋅ (f୪ −
f୰, ٠, f୰ − f୪) ⊖ fୡᇱ(x) ⋅ (g୪ − g୰ , ٠, g୰ −
g୪)൯,   

  ر موجود باشديز يتفاضل هوکاهارانکه يبشرط ا

൫f ᇱ(x) − fୡᇱ(x)൯
 
⋅ gୡ(x) + ൫f  (x)− fୡ (x)൯ ⋅

gୡᇱ (x)) ⊖ (−١)( fୡᇱ(x) ⋅ g(x) +   fୡ(x) ⋅ gᇱ(x) )   

f  و  ⊙ g  مير نوع دوم است و داريپذمشتق  

(f ⊙ g)ᇱ(x) = (f(x) ⊙ gᇱ(x)⊖ (−١)f ᇱ(x) ⊙
g(x)) + (fୡᇱ(x)(g୪ − g୰, ٠, g୰ − g୪)⊖ gୡ′(x)(f୪ −
f୰, ٠, f୰ − f୪)),  

  ر موجود باشديز ينکه تفاضل هوکاهارايبشرط ا

( fୡᇱ(x) ⋅ g(x) +  fୡ (x) ⋅ gᇱ (x)  ) ⊖  (−١)(f ᇱ (x) −
fୡᇱ (x)) ⋅ gୡ (x) + (f (x) − fୡ (x)) ⋅ gୡᇱ  (x).   

  ميدانيم اثبات:

(f ⊙ g)(x) = fୡ(x) ⋅ g(x) + (f − fୡ)(x) ⋅ gୡ(x), 

, gୡکه در آن  fୡ  و  يقيتوابع حقf − fୡ, g  يمثلث يتوابع فاز 
  باشند.يم

,fه چون يات قض يبا استفاده از فرض،  ١اثبات   حالت  يبرا g 
  هستند و ر نوع اول يپذمشتق 

f(x) ⊙ f ᇱ(x) > ٠, g(x) ⊙g′(x) > ٠, 

f ن يبنابرا − fୡمير نوع اول است و داريپذمشتق  

fୡ(x)fୡᇱ(x) > ٠,   gୡ(x)gୡ′(x) > ٠. 
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fୡ(x) م که    يريگيجه مينت  ٤-٣لم    ١با استفاده از حالت   ⋅ g(x) 
f)و  − fୡ)(x) ⋅ gୡ(x)  م ير نوع اول هستند و داريپذمشتق  

 ൫ fୡ(x) ⋅ g(x)൯ᇱ =  fୡᇱ(x) ⋅ g(x) +   fୡ(x) ⋅ gᇱ(x), 

൫(f − fୡ)(x) ⋅ gୡ(x)൯ᇱ = (f− fୡ)ᇱ(x) ⋅ gୡ(x) +
(f − fୡ)(x) ⋅ gୡᇱ (x) = ൫f ᇱ(x) − fୡᇱ(x)൯ 

⋅ gୡ(x) +
൫f(x) − fୡ(x)൯ ⋅ gୡᇱ (x).  

f)م که يريگيجه مي، نت٢-٣لم  ١با استفاده ازحالت  ⊙ g)(x) 
  مير نوع اول است و داريپذمشتق 

(f ⊙ g)ᇱ(x) =  fୡᇱ(x) ⋅ g(x) + fୡ (x) ⋅ gᇱ(x) +
൫f ᇱ(x) − fୡᇱ(x)൯ ⋅ gୡ(x) + (f (x) − fୡ(x) ) ⋅ gୡᇱ (x) =
f ᇱ(x) ⊙ g(x) + f(x) ⊙ gᇱ(x).  

 يهيم و بقيکنيه را ثابت ميقض ١١و  ٢ت در ادامه تنها  حال
  ک روند مشابه ثابت کرد. يتوان در يها را محالت

  م يه داريبا استفاده از فرض قض ٢حالت  يبرا 

f(x) ⊙ f ᇱ(x) < ٠, g(x) ⊙ gᇱ(x) > ٠, 

  ن يبنابرا

fୡ(x)fୡᇱ(x) < ٠, gୡ(x)gୡ′(x) > ٠. 

,fه  يات قضياز فرض ن چونيهمچن  g  ر نوع اول يپذمشتق
نوع  يريپذمشتق ٤-٣لم  ١ن  با استفاده از حالت يهستند، بنابرا
  م يشود  و داريجه مير  نتياول  عبارت ز

൫(f− fୡ)(x) ⋅ gୡ(x)൯ᇱ

= ൫f ᇱ(x) − fୡᇱ(x)൯ ⋅ gୡ(x)
+ (f(x) − fୡ(x) ) ⋅ gୡᇱ (x). 

نوع اول را  يريپذمشتق  ٤-٣لم  ٥ن با استفاده از حالت يهمچن
fୡ(x)   يراب ⋅ g(x)ميم و داريريگيجه مينت  

 ൫ fୡ (x) ⋅ g(x)൯
ᇱ

=   fୡ (x) ⋅ gᇱ(x)⊖ (−١) fୡᇱ(x) ⋅
g(x),  

 ظاهر شده موجود باشد. ينکه تفاضل هوکاهارايبشرط ا
f)م که يريگيجه مي، نت٢-٣لم  ١با استفاده ازحالت  ⊙ g)(x) 

  مير نوع اول است و داريپذمشتق 

(f ⊙ g)ᇱ(x) =   fୡ(x) ⋅ gᇱ(x) ⊖ (−١)  fୡᇱ(x) ⋅ g(x) +
൫f ᇱ(x) − fୡᇱ(x)൯ 

⋅ gୡ(x) + ൫f  (x)− fୡ (x)൯ ⋅ gୡᇱ (x) =
  fୡ(x) ⋅ gᇱ (x) + ൫f  (x) − fୡ (x)൯ ⋅ gୡᇱ (x)+ fୡᇱ(x) ⋅
g(x) ⊖ fୡᇱ(x) ⋅ g(x) + ൫f ᇱ(x) − fୡᇱ(x)൯ 

⋅ gୡ(x) ⊖

(−١)fୡᇱ(x) ⋅ g(x) = f(x) ⊙ gᇱ(x) + f ᇱ(x) ⊙ g(x) ⊖
fୡᇱ(x)(g(x) − g(x).   

ر  يپذمشتق    f  ميداني ه  ميات قضيبا استفاده از فرض   ١١حالت    يبرا
  ر نوع دوم است ويپذمشتق  gنوع اول و 

f(x) ⊙ f ᇱ(x) < ٠, g(x)⊙ gᇱ(x) < ٠. 

  ن يبنابرا

fୡ(x)fୡᇱ(x) < ٠,      gୡ(x)gୡᇱ (x) < ٠. 

fୡ(x)  م که  يريگيجه مينت  ٤-٣لم     ١لت  با استفاده از حا ⋅ g(x) 
  م ير نوع دوم است  و داريپذمشتق 

 ( fୡ(x) ⋅ g(x))′ =    fୡ(x) ⋅ g′(x) +  fୡ′(x) ⋅ g(x),  

f)م که  يريگيجه مينت    ٤-٣لم    ٦با استفاده از حالت   − fୡ)(x) ⋅

gୡ(x)  م ير نوع دوم است  و داريپذمشتق  

൫(f− fୡ)(x) ⋅ gୡ(x)൯ᇱ = ൫f  (x)− fୡ (x)൯ ⋅ gୡᇱ (x)⊖
(−١)൫f ᇱ(x) − fୡᇱ(x)൯

 
⋅ gୡ(x).  

ر بنا  يز  يوجود تفاضل هوکاهارا  ليبدل   بالا يتفاضل هوکاهارا 
  ه، موجود است يبر فرض قض

f  (x) ⋅ gୡᇱ (x)⊖ (−١)f  ᇱ(x) ⋅ gୡ (x). 

f)ه م کيريگيجه مي، نت٢-٣لم  ٢با استفاده ازحالت  ⊙ g)(x) 
  مير نوع دوم است و داريپذمشتق 

(f ⊙ g)ᇱ(x) =   fୡ(x) ⋅ gᇱ(x) +  fୡᇱ(x) ⋅ g(x) +
൫f  (x) − fୡ (x)൯ ⋅ gୡᇱ (x) ⊖ (−١)൫f ᇱ(x) − fୡᇱ(x)൯

 
⋅

gୡ(x) =   fୡ(x) ⋅ gᇱ (x) + ൫f  (x) − fୡ (x)൯ ⋅
gୡᇱ (x)+ fୡᇱ(x) ⋅ g(x) ⊖ (−١)൫f ᇱ(x) − fୡᇱ(x)൯

 
⋅

gୡ(x)+(−١)fୡᇱ(x) ⋅ g(x) ⊖ (−١)fୡᇱ(x) ⋅ g(x) =
f(x) ⊙ gᇱ(x) ⊖ (−١)f ᇱ(x) ⊙ g(x)+ fୡᇱ(x) ⋅
g(x)+(−١)fୡᇱ(x) ⋅ g(x) = f(x) ⊙ gᇱ(x)⊖
(−١)f ᇱ(x) ⊙ g(x)+ fୡᇱ(x) ⋅ (g(x) − g(x)).  

  ∎شود.يب اثبات کامل مين ترتيبد

,f يمثلث يدو تابع فاز . ٥-٤مثال  g:ℝ → R୘  را بصورت
  ديرير در نظر بگيز

f(x) = x ⋅  〈١,٢,٣〉, 

g(x) = exp(−x) ⋅ 〈−١,١,٢〉. 

x يبه ازا   ٤-٣با استفاده از حالت اول لم   > ر يپذمشتق  fتابع   ٠
  مينوع اول است و دار
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f ᇱ(x) = 〈١,٢,٣〉. 
ر نوع دوم يپذهمواره مشتق  gبا استفاده از حالت دوم لم تابع 

  مياست و دار
g′(x) = −exp(−x) ⋅  〈−١,١,٢〉. 

  ي تفاضلات هوکاهارا

٢ exp(−x) ⋅ 〈−١,١,٢〉⊖ (−١)٢x  (− exp(−x)) ⋅
〈−١,١,٢〉  = ٢ exp(−x) ⋅ 〈−١ + x, ١ − x, ٢ − ٢x〉  =
٢ exp(−x) (١− x) ⋅ 〈−١,١,٢〉,  

  و

exp(−x) ⋅ 〈١,٢,٣〉  ⊖ (−١)x (−exp(−x)) ⋅ 〈١,٢,٣〉  =
exp(−x) ⋅ 〈١− x, ٢ − ٢x, ٣− ٣x〉  = exp(−x) (١−
x) ⋅ 〈١,٢,٣〉,   

x يبه ازا < ه يقض ٩ن  با استفاده از حالت يوجود دارند. بنابرا  ١
٦-٤  ،(f ⊙ g)(x)  ٠ يبه ازا < x < ر نوع اول يپذمشتق ١

x يچون به ازا ياست .  از طرف >    يتفاضلات هوکاهارا ١

٢x  (−exp(−x)) ⋅ 〈−١,١,٢〉  ⊖ (−١)٢ exp(−x) ⋅
〈−١,١,٢〉 = −٢ exp(−x) ⋅ 〈−x + ١, x− ١,٢x − ٢〉  =
−٢ exp(−x) (x − ١) ⋅ 〈−١,١,٢〉,   

 و

x (− exp(−x)) ⋅ 〈١,٢,٣〉⊖ (−١) exp(−x) ⋅  〈١,٢,٣〉 =
− exp(−x) ⋅ 〈x− ١,٢x − ٢,٣x− ٣〉 =
− exp(−x) (x − ١) ⋅ 〈١,٢,٣〉,   

  

  ،   ٦-٤ه يقض ٩ن با استفاده از حالت يوجود دارند.  بنابرا

 (f ⊙  g)(x)  يبه ازا x > ر نوع دوم است.  با يپذمشتق  ١
x  يبه ازا  ٤-٣حالت دوم لم  استفاده از   < ,fتوابع     ٠ g  ر يپذمشتق

  مينوع  دوم هستند و دار

f ᇱ(x) = 〈١,٢,٣〉. 

gᇱ(x) = − exp(−x) ⋅  〈−١,١,٢〉. 

f)،  ٦-٤ه يقض ٥ن با استفاده از  حالت يبنابرا ⊙ g)(x)    به
x يازا <  يهاحالت  ير نوع دوم است و در تماميپذمشتق  ٠

  ميبالا  دار

(f ⊙ g)ᇱ(x) = (f ᇱ(x) ⊙ g(x)⊖ (−١)f(x)⊙
gᇱ(x)) = exp(−x) (١ − x) ⋅ 〈−٣,٢,٥〉.   

  يمثلث يفاز  گراف تابع 

(f⊙ g)(x) = xeି୶〈−٣,٢,٥〉, 

  ش داده شده است. ينما ٤در شکل 
  
 يل فازيفرانسيدر معادلات د  يکاربرد ضرب خارج   -٥

  يب فازيبا ضرا يخط

  ي ل فازيفرانسيمعادله د يه برايمقدار اول ين بخش، مسئله يدر ا
 م.يريگير در نظر ميرا  به فرم ز يب فازيرابا ض همگن يخط

(Ι)      ൜
yᇱ(t) = a(t)⊙  y(t),               
y(t٠) = y٠ ,                                               

   

,a: (t٠ که  در آن t١) →  R୘  وy٠ ∈ R்   ٠ݐو, ١ݐ ∈
ℝ .  

 ٥-٤ مثال  f⊙g  ی مثلث ی فاز تابع  از مولفھ  سھ  گراف   . ٤شکل 
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مطرح شده   ياز مسئله  يحالت بالا يان ذکر است که مسئله يشا
 يقيبصورت تابع حق a(t)ب  ي]  است که در آنها ضر١٢در [

ن دو يبالا  بحث ضرب ب ين در مسئله يفرض شده است. بنابرا
که در استفاده از ضرب   يد که بنا به مشکلاتيآيش ميپ  يتابع فاز
  ي ن مقاله ضرب خارجيوجود دارد، در ا ين دو عدد فازيب يمعمول
در نظر گرفته شده است.   ين دو عدد فازيب  يضرب معمول  يبه جا

ن يهم  يبرا  ي] از ضرب معمول١٧[  يلازم بذکر است که در مقاله
  مسئله استفاده شده است. 

مورد بحث و  (ܫ) يمسئله  يليتحل يهار جوابيز يه يدر قض
  اند.قرار گرفته يبررس

a يمثلث يدو تابع فاز. ١-٥ه يقض ∶ (t٠ , (١ݐ → R୘   وy٠ ∈

R୘ د. يريرا در نظر بگ  

a(t)اگر  . ١ > tهر يبه ازا ٠ ∈ (t٠, tآنگاه (١ ،y١   
 ف شده بصورت يتعر

y١(t) = exp ቆන aୡ(s)ds
୲

୲٠
ቇ (y٠ 

+ y٠cන ൫a(s) − aୡ(s)൯ 
୲

୲٠

ds) 

صدق  (I) ياست و در مسئله   tر نوع اول نسبت به يپذمشتق 
  کند.يم

a(t)اگر  . ٢ < tهر يبه ازا ٠ ∈ (t٠,    y٢، آنگاه (١ݐ
 ف شده بصورت يتعر

y٢(t) = exp ቀ∫ aୡ(s)ds୲
୲٠

ቁ  ቀ y٠ ⊝

(−١)y٠c ∫ ൫a(s) − aୡ(s)൯ ୲
୲٠

 dsቁ   

صدق  (I)  ياست و در مسئله   tر نوع دوم نسبت به يپذمشتق 
ول  ظاهر شده در فرم ينکه تفاضلات هوکاهاراي کند بشرط ايم

yو   ٢  

exp ቆන aୡ(s)ds
୲

୲٠
ቇy٠c൫a(t)− aୡ(t)൯ 

⊖ (−١)aୡ(t) expቆන aୡ(s)ds
୲

୲٠

ቇy٠c න ൫a(s)
୲

୲٠
− aୡ(s)൯ds, 

 موجود باشند.

  استفاده از لمم. با يکنيبت مرا ثا ١ابتدا حالت   اثبات:

  ميدانيم ٥-٣ 

y٠c ∫ (a(s)− aୡ(s))୲
୲٠

ds,   

  مين داري. همچنر نوع اول استيپذمشتق 

ቀy٠c∫ (a(s)− aୡ(s))୲
୲٠

dsቁ
ᇱ

= y٠c൫a(t) − aୡ(t)൯.   

به   a(t)مثبت بودن   يعني  ه،يقض ١چون بنا به فرض حالت 
ݐهر  يازا ∈ ,٠ݐ)   ميدار ٤-٣بنا بر لم  و  (١ݐ

ቀexp ቀ∫ aୡ(s)ds୲
୲٠

ቁy٠ቁ
ᇱ

=

aୡ(t) exp ቀ∫ aୡ(s)ds୲
୲٠

ቁy٠  

 و 
ቀexp ቀ∫ aୡ(s)ds୲

୲٠
ቁy٠c ∫ (a(s)− aୡ(s))୲

୲٠
dsቁ

ᇱ
=

aୡ(t) exp ቀ∫ aୡ(s)ds୲
୲٠

ቁ y٠c ∫ (a(s)− aୡ(s))୲
୲٠

ds +

exp ቀ∫ aୡ(s)ds୲
୲٠

ቁ ൫a(t)− aୡ(t)൯y٠c.   

  م يدار ٢-٤ه يلا  و با استفاده قضبا يبا جمع بستن دو معادله 
y١
ᇱ(t) = aୡ(t) ⋅ y١(t) + (a(t) − aୡ(ݐ)) ⋅ y١c(t) =

a(t) ⊙  y١(t).  

تفاضلات  يم که تماميکنيفرض م ٢اثبات حالت  يبرا
 ٥-٣موجود باشند. با استفاده از لم  ٢ݕظاهر شده در  يهوکاهارا

  ميدانيم

y٠c ∫ ( a(s) − aୡ(s) )୲
୲٠

ds,   

  مين دارير نوع اول است. همچنيپذمشتق 

ቀy٠c∫ ( a(s) − aୡ(s) )୲
୲٠

dsቁ
ᇱ

=  y٠c൫a(t)− aୡ(t)൯.   

به  a(t)بودن   يمنف يعني  ه،يقض ١چون بنا به فرض حالت 
tهر  يازا ∈ (t٠,   يريپذمشتق ٤-٣لم   ٢و بنا بر حالت  (١ݐ

  مير داريعبارت ز ينوع دوم را برا

ቀexp ቀ∫ aୡ(s)ds୲
୲٠

ቁy٠ቁ
ᇱ

=

aୡ(t) exp ቀ∫ aୡ(s)ds୲
୲٠

ቁy٠  

عبارت  ينوع اول را برا يريپذمشتق ٤-٣از لم  ٥و بنا بر حالت 
  م ير داريز
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ቀexp ቀ∫ aୡ(s)ds୲
୲٠

ቁy٠c ∫ ൫a(s) − aୡ(s)൯୲
୲٠

dsቁ
ᇱ

=

exp ቀ∫ aୡ(s)ds୲
୲٠

ቁ y٠c൫a(t)− aୡ(t)൯  

⊖ (−١)aୡ(t) expቆන aୡ(s)ds
୲

୲٠
ቇ y٠c න ൫a(s)

୲

୲٠
− aୡ(s)൯ds, 

بالا موجود باشد. با جمع بستن  ينکه تفاضل هوکاهارا يبشرط ا
  ميدار  ٢-٤ه يبالا  و با استفاده از قض يدو معادله

y٢
ᇱ(t) = aୡ(t) ⋅ y٢(t) + (a(t) − aୡ(t)) ⋅ y٢c(t) =

a(t) ⊙  y٢(t),  

 ن  اثبات کامل است.يو بنابرا

 يريگجهينت
نسبت    ياعداد فاز  يضرب خارج  يبرجسته   يهايژگيبا توجه به و 

  ي ن ضرب برايگر از ايد ياساس يهات ي، خاصيبه ضرب معمول
ن يشکل ارائه شد ( اگر چه ا يت مثلثيبا توابع عضو ياعداد فاز

ت دلخواه يبا توابع عضو ياعداد فاز  يتوان برايها را مت يخاص
  ي ل فازيفرانسيقرار داد). حساب د يز  مورد بحث و بررسين
ع داده يتوس  يتوابع فاز  يمفهوم ضرب خارجتواند با استفاده از  يم

مورد استفاده   يل فاز يفرانسيمعادلات د يه يع نظريشود و در توس
 يمثلث  يدو تابع فاز  ين  راستا،  مشتق ضرب خارجيرد. در ايقرار گ

با  ز ارائه شود.يدلخواه ن يتوابع فاز يتواند برايارائه شد  که م
دگاه  ياز د  ياد فازاعد يبودن ضرب خارج يتوجه به کاربرد

در معادلات  يضرب معمول ين ضرب به جاي، ايمحاسبات
مورد    يب فازيبا ضراهمگن  اول    يمرتبه   يخط  يل فازيفرانسيد

 يه فازيمقدار اول  يمسئله   يليتحل  يهااستفاده قرار گرفت و جواب 
 متناظر با آن ارائه شد.
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