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 ١٩/١٠/٩٨تاريخ پذيرش مقاله:  ١٧/٠٦/٩٧تاريخ ارسال مقاله: 

ئه  ارزياب ارا-زيرگروه شبه N-ارزياب و -ي نزديك شبهزيرگروه اول قوي، حلقه N- ال اول قوي،در اين مقاله تعاريف ايده
يك   N است. همچنين برخي از خواص آنها با آوردن قضايايي اثبات شده است. سپس نشان داده شده است كه اگرداده شده 

، N از S ي ضربي بستهباشد، آنگاه براي هر مجموعه N ال اول قوي ازيك ايده P و Kي نزديك با ميدان خارج قسمتي حلقه

SP ول قوي از ال ايك ايدهSN ال اول قوي واست. علاوه بر اين رابطه بين ايده N-   زيرگروه اول قوي و رابطه بين
ارزياب را با آوردن قضايايي به دست آوردند. همچنين نشان داده است كه اگر  -زيرگروه شبه N- ارزياب و-ي نزديك شبهحلقه

) باشد، آنگاه M زيرگروه اول قوي از -N يك P و M ال اززيرگروه يك ايده -N هر : )P M ال اول قوي ازيك ايدهN 
P و M زيرگروه از  -Nدو تا  L,Pاست. و در انتها ثابت شده است كه اگر  L  باشد و براي هرy K ،1y P P  ،

Lاست اگر و فقط اگر    Mزيرگروه اول قوي از  -L  N,اهآنگ

P
،N- زيرگروه اول قوي از  M

P
باشد.    
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ي شبه  اول قوي و دامنهآل هروم ايدستهدهاستون و 
،  ]١ [تعريف كردند ١٩٧٨ارزياب را نخستين بار در سال 

ي بيشتر  به دنبال آن اندرسون، دابز و بداوي به مطالعه
آل اول قوي را ايده ١٩٩٧ها پرداختند و در سال اين حلقه

ي هاي جابجايي و يكدار تعميم دادند و حلقهبراي حلقه
، بداوي  ٢٠٠٢. سپس در سال را تعريف كردند شبه ارزياب

هاي اول شبه قوي، تعميمي ديگر از  آلبا معرفي ايده
هاي شبه  هاي شبه ارزيابي را تحت عنوان دامنهدامنه

. و در سال ]٢ [تقريباً ارزيابي ارائه و مورد بررسي قرار داد
هاي اول قوي و مقدري و نكوئي روي زيرمدول ٢٠١١
ند و نتايج جالبي بدست  ارزياب كار كرد -هاي شبهمدول
. در اينجا نيز ما بر آن شديم تا اين نتايج را ]٣ [آوردند

  هاي نزديك دنبال كنيم.روي حلقه
همراه  Nي نا تهي ي نزديك راست، مجموعه يك حلقه

  است. بطوريكه:   .“و ” +“با دو عمل دوتايي ”
)١ ( ( , )N نباشد)، ماً آبلي يك گروه باشد( لزو 

)٢ ( ( ,.)Nگروه باشد، يك نيم 

1براي هر  ) ٣( 2 3, ,n n n N  ،

1 2 3 1 3 2 3( ).n n n n n n n   ٤ [برقرارباشند[.  
  

راست، جابجايي   Nهاي نزديك ي حلقهدر اين مقاله همه
گروه -Nيك  M (تحت عمل ضرب) و يكدار هستند.

  يكاني است. 
را يك زيرگروه نرمال گوئيم  (+,𝑁)از  Iزيرگروه

n,هرگاه براي هر  N i I   داشته باشيم
n i n I  .] ٤[  
)از  Iزيرگروه نرمال , )N  آل از را يك ايدهN    

  ار باشند:ط زير برقرهرگاه شرايگوئيم مي
)١ ( IN I، 

,براي هر   ) ٢( ,n n N i I   ،( )n n i n n I   . 

)از  R اكنون هر زيرگروه نرمال , )N  ) ١كه در شرط (
گوئيم و بامي N ال راست ازصدق كند را ايده

rR N< هر زيرگروه نرمال دهيم وينمايش م L  از
( , )N  ) ال چپ از ) صدق كند را ايده٢كه در شرطN  

  گوئيم و بامي
lL N< ٥ [دهيمنمايش مي[ .  

)فرض كنيد  , )M  ،همراه با صفر يك گروه N   يك
Nبع همراه با تا را Mحلقه نزديك آنگاه  M M  

)(تصوير , )n m  تحت اين تابع باnm  نمايش داده
شود اگر براي هر گروه گفته مي N-شود) مي

, ,n n N m M   :در شرايط زير صدق كند  
)الف)  )n n m nm n m   ،  
.ب)  (𝑛𝑛′)𝑚 = 𝑛(𝑛′𝑚)  
Nبا نماد Mگروه  -Nو  M شودنمايش داده مي  
]٤[.  

N, فرض كنيد N  هاي نزديك باشند و حلقه,M M  ،
N-  :گروه باشند. آنگاه  

h:الف) نگاشت  N N    را همريختي گويند، اگر
m,ي هر برا n N  :داشته باشيمℎ(𝑚 + 𝑛) =

ℎ(𝑚) + ℎ(𝑛), ℎ(𝑚. 𝑛) = ℎ(𝑚). ℎ(𝑛)  
h:ب) نگاشت  M M   را−𝑁 ،همريختي گويند

𝑛اگر براي هر  ∈ 𝑁,𝑚ଵ, 𝑚ଶ ∈ 𝑀 :داشته باشيم 

1 2 1 2 1 1( ) ( ) ( ) , ( ) . ( )h m m h m h m h nm nh m    ]٤[.  
را يك   S د آنگاهي نزديك باشيك حلقهN  فرض كنيد

) ي ضربي بسته اززير مجموعه ,.)N  گويند هرگاه مي
1N S   و براي هر,a b S ،.a b S.] ٤[.  
هاي نزديك و  ي حلقه ي همه، مجموعه1قرارداد: 

  .]٤ [باشدار مييكد
يك زير  S ي نزديك ويك حلقه N فرض كنيد

)ي ضربي بسته مجموعه , .)N  باشد. آنگاه
SN  را

گفته   Nي نزديك خارج قسمتي چپ (راست) از يك حلقه
  شود اگر در شرايط زير صدق كند:مي

)١ ( 
1SN ، 

)٢ ( : Sh N N) ،h  (تكريختي باشد 

sبراي هر  ) ٣( S :s  در( ,.)N پذير باشد، وارون 

 براي هر  ) ٤(
Sq N  وجود داشته باشد,s S n N  

)1  بطوريكه ) ( )q h n h s   1( ( ) ( ))q h s h n] ٤[.  

N  دامنه صحيح نزديكاز K  حلقه خارج قسمتي ميدان
شود هرگاه هر عضو خارج قسمتي نزديك گفته مي

 پذير باشد. مخالف صفر آن وارون

  و گروه  -Nيك  M ي نزديك،يك حلقه N فرض كنيد
S ي ضربي بسته از  يك زير مجموعه( ,.)N  باشد، آنگاه
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SM  را يكN-گروه خارج قسمتي چپ (راست) از M  
  گويند، اگر شرايط زير برقرار باشند: 

)١ ( 
SM يك N- ،گروه يكدار باشد 

)٢ ( : Sh M M) ،h  (تكريختي باشد 

sبراي هر  ) ٣( S :s  در( ,.)N پذير باشد، وارون 

 براي هر ) ٤(
Sq M  وجود داشته باشد

,s S m M  
)1بطوريكه   )q h m s 1( ( ))q s h m.] ٥[  

 و گروه  N-يك  Mيك، ي نزديك حلقه N فرض كنيد
S ي ضربي بسته از يك زير مجموعه( ,.)N باشد. در  
M روي :ي هم ارزي رابطه ،]٥[ S  را به صورت 

1 2( , ) ( , ) ( , )m s n t s s S S  :   به طوريكه

1 2 1 2,ms ns ss ts .  
)زي هاي هم اركلاستعريف كردند و  , )m s   را به

]صورت  , ]m s جمع و ضرب ]٥ [دهند و درنمايش مي ،
هاي كسريگروه-Nاز 

SM   را به صورت زير تعريف
m, كردند. براي هر  m M   و بعضي از

1 2,s s S  :داريم  
     ' ' '

2 1, . , ,m s m s m s ss

     ' ' '
1 2 1, , ,  ,m s m s ms m s ss    

  
گروه  N-يك  Mي نزديك و يك حلقه N فرض كنيد

شود، هرگاه گروه ضربي ناميده مي -M ،Nباشد. آنگاه 
وجود   N از Iال ، ايدهM از  Kزيرگروه  -Nبراي هر 

Kداشته باشد به طوريكه   IM.] ٦[  
 ،]٥ [باشد، آنگاه  M گروه از -Nيك  Pفرض كنيد

 ( : )P M x N xM P    
  

 ال ازيك ايده P و نزديكي -يك حلقه N فرض كنيد
N  باشد، آنگاهP ال اول ازرا يك ايده N  گويند. اگر

x,براي هر  y N  وxNy P ايجاب كند
x P  ياy P  است. چونN  يكدار است بنابراين

xNyاگر  P ) باشد آنگاهxy P   در نتيجه
x P يا y P.(] ٧[  

dي نزديك و يك حلقه N فرض كنيد N باشد  .
y شود اگر برايگفته مي N عضو منظم از dآنگاه  N  ،

0dy   0ايجاب كندd   0ياy .] ٤[  

 ١را با وفا  M گروه باشد. آنگاه –Nيك  Mفرض كنيد 
0)گويند اگر   : ) {0}M .] ٤[  

نزديك گويند اگر  -را ميدانN  ي نزديكحلقه
( {0},.)N  ٤ [يك گروه باشد[.  

  
  S ي نزديك ويك حلقه N فرض كنيد 

) بسته از ي ضربي يك زير مجموعه , .)N باشد. آنگاه 

SN ي نزديك خارج قسمتي چپ ازرا يك حلقه N  
  است اگر و فقط اگر  

)١ ( S  ي ناتهي باشد، يك زير مجموعه 

sبراي هر    ) ٢( S ; s   ،حذف پذير باشد 

)٣ ( S  .٤ [در شرط اور چپ صدق كند[ 

  
ي  يك مجموعه  Sي نزديك و يك حلقه N نيدفرض ك

)ضربي بسته از  , .)N  باشد، آنگاهN چپ   ٢در شرط اور
 كند اگر براي هر صدق مي ,   n s N S   وجود داشته

باشد  1 1,   n s N S    1به طوريكه 1ns sn .]٤[  
ي يك مجموعه  S ي نزديك ويك حلقه N  فرض كنيد

)ضربي بسته از  , .)N  باشد وN  در شرط اور چپ
را   SN ، جمع و ضرب]٥ [كند، آنگاه درصدق مي

, بصورت زير تعريف كردند. براي هر , ,n n N s s S   ،  
1 1,s S n N  طوريكه:   ارد بهوجود د  

, 1 1

1

ns n nn n

s s ss

 
 


1

1

.
n nn n

s s ss





  

 
 Mي نزديك،يك حلقهN  فرض كنيد 

ي ضربي بسته  يك زيرمجموعه S ،گروهN- يك 
 S در شرط اُور چپ صدق كند و همچنينN ،  (.,N)از

 SM زيرگروه چپ- N داراي M پذير باشد. آنگاهوارون
  و فقط اگر:   است اگر 

)١ (S ي ناتهي باشد يك مجموعه  ،  
  ]٥ [حذف پذير باشد. s: S عضو s ) براي هر٢(

  
 

  هاي نزديك شبه ارزياب، اين بخش مفاهيم حلقه در
  

 
1. faithful   
2. Left ore condition 
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هاي اول قوي را معرفي و بعضي خواص آنها را  الايده
  . شودمي بررسي 

  
را،   N ي نزديكاز حلقه  Pال اولايده

a,ناميم اگر براي هر ال اول قوي ميايده b N ،
,aP bN  .تحت عمل زير مجموعه قابل مقايسه باشند  

  
)ي نزديك حلقه  , ,.)N  گيريم مي را در نظر

)كه  , )N   0}گروه چهارتايي كلاين روي, , , }a b c   و
.،،   .]٨ [آن را به صورت زير تعريف شده است ،،

  

0     a      b     c  .  
   0    0     0     0  

0    0     0     a  
0    a     b     b  
0    a     b     c  

0 
a 
b 
c 

  
بينيم كه با محاسباتي ساده مي

1 {0}I  ،2 {0, }I a  
هستند.  N هايالتنها ايده N و

2 {0, }I a تنها ايده-
a,است. واضح است كه براي هر  N ال اول b N ،  

2aI bN  2است. در نتيجهI ال اول قوي يك ايده
  است. 

يك حلقه نزديك جابجايي  N  فرض كنيد 
  .  يك حلقه نزديك جابجايي است SN  آنگاه باشد.

يك حلقه نزديك جابجايي باشد،   N : فرض كنيد
يك حلقه نزديك جابجايي  SNكه دهيم حال نشان مي

 است. 

, S

x y
N

s s



) براي هر  , )x s N S   در شرط ،

گيريم. بنابراين را در نظر مي Nاور چپ صدق 
( , )n t N S     وجود دارد. بطوريكه

1xt s n n s xt         آنگاه .  
1 1

.
x y yn ys xt ys x yx xy

s s st st s ss ss

    
    
    

 

( , )y s N S  گيريم و چونرا در نظر مي N  در
كند. بنابراين شرط اور چپ صدق مي

( , )n t N S      وجود دارد بطوريكه
1yt sn n s yt       آنگاه .  

௬

௦′ .
௫

௦
=

௫″

௦′௧″ =
௫௦షభ௬௧″

௦′௧″ =  
௫௦షభ௬

௦′ =
௫௬

௦′௦
=

௫௬

௦௦′  
  

ي نزديك  ال اول از حلقهايده Pفرض كنيد
خارج قسمتي 

SN  وK از حلقه   ميدان خارج قسمتي

, باشد. آنگاه براي هر N نزديك
x y

K
t s

  ،

S

x y
P N

t s
  يا

S

y x
N P

s t
.  

,فرض كنيد 
x y

K
t s

 دهيم باشند. نشان مي

كه 
S

y x
N P

s t
چون .P ي ال اول از حلقهايده

  نشان  است كافي است  SNنزديك خارج قسمتي 
yدهيم كه مي x

P
s t
 .1

1

p
P

t
 گيريم. در نظر مي

 SN.  ٣. ٢چون يك حلقه نزديك جابجايي است بنا به لم
  نيز جابجايي است.  

1 1

1 1

. .
p px x x

P
t t t t t

   

  
1حال 

1( , )ys t x N S   گيريم. و  را در نظر مي
كند. بنابراين در شرط اور چپ صدق مي N چون

1 1( , )n s N S   وجود دارد بطوريكه
1 1 1

1 1 1 1 1 1ys t s xn n x ys t s     در نتيجه .  
1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1

.
1

p xn xx ys t sx ys y

t t t s t s s

  

     

y x
P

s t
  

ي نزديك باشد،  يك حلقه N نيدفرض ك
ناميم اگر هر  ي نزديك شبه ارزياب ميرا حلقه Nآنگاه 

  ، ايده ال اول قوي باشد.  Nاز  Pال اول ايده
ي نزديك شبه ارزياب  . يك حلقه٢. ٢مثال   

  . است
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ي نزديك با  يك حلقهN  فرض كنيد
 N ال اول قوي ازيك ايده Pو  Kسمتي ميدان خارج ق

به   Nاز  Sي ضربي بستهباشد. آنگاه براي هر مجموعه
1طوريكه  S،SP ال اول قوي ازيك ايدهSN .است

ي  ال اول قوي از حلقهايده P يدكن فرض 
ال يك ايده SP دهيم كهباشد. ابتدا نشان مي N نزديك
    است. SN  اول از

0 چون ) ١(

1 SP است، پس SP  ي يك مجموعه

 ت، ناتهي اس

, براي هر ) ٢( S

x y
P

s s



  ،( , )s s N S    را در

  در شرط اور چپ صدق   N گيريم و چوننظر مي
)كند، بنابراين مي , )n t N S     وجود دارد بطوريكه

st s n   آنگاه . 

S

x y xt yn
P

s s st

 
  

   
 

يك زيرمجموعه نرمال  SPدهيم كه حال نشان مي ) ٣(
 است. كافي است نشان دهيم كه براي هر SN از

,S

n x n
P

s s s
  


,S S

x
P N

n

s s
 
  

 
( , )s s N S   گيريم و چونرا در نظر مي N  در

كند. بنابراين شرط اور چپ صدق مي
1 1( , )n s N S  

1وجود دارد، بطوريكه  1'ss s n باشد. آنگاه  
1 1

1

ns xnn x

s s ss


 


 

  
و

1( ,1)s N S گيريم و چوندر نظر مي N  در شرط
2كند. بنابراين اور چپ صدق مي 2( , )n s N S   

1  وجود دارد بطوريكه 2 21s s n باشد، آنگاه  
1 1

1

ns xnn x n n

s s s ss s


    


 

1 1 2 2

1 2

( )ns xn s nn

ss s

 
   

1 2 1 2 2

1 2

ns s xn s nn

ss s

 


1 2 1 2 1 2

1 2
S

ns s xn s ns s
P

ss s

 


  
  است. SN يك زيرمجموعه نرمال از SPبنابراين

 SNال راست از يك ايده SPدهيم كهنشان مي ) ٤(
 است. 

.يعني  SS SP N P  يا (براي هر,i
S

i
S

i i

x n
P

s s
N 


 ،

1

.
n

i ii

i i
S

x n
P

s s


(  

2nبدون اينكه به كليت مسئله خللي وارد شود     در
.٢. ١لم گيريم؛ با استفاده از نظر مي

SN ي يك حلقه
  نزديك جابجايي است. بنابراين 

1 1 2 2

1 1 2 2

. .
x n x n

s s s s
 
 

 

1 1 2 2

1 1 2 2

. .
n x n x

s s s s
 

 
 

1 2

1 2

x n x n

s t s t

 
 

   

1 2

1
S

x n r x n m
P

s t r

 


 
), , , , ,n n m N t t r S     .(  
,  براي هر ) ٥( ,S S

n n x
N P

s s t


 


 دهيم. نشان مي 

SP   يك ايده ال چپ است. يعني  
( ( ) . S

n n x n n
P

s s t s s

 
  

 
) 

  
( , )s t N S  گيريم و چوندر نظر مي N   در شرط اور

كند، بنابراين چپ صدق مي
1 1( , )n t N S   وجود

1دارد به طوريكه  1st tn   باشد، آنگاه
1 1

1

nt xnn x

s t st


   و

1(1, )t N S    در نظر  

كند، در در شرط اور چپ صدق مي N گيريم و چونمي
 نتيجه

2 2( , )n t N S    وجود دارد بطوريكه

1 2 2t n t  باشد. آنگاه  
1 1

1

( )
nt xnn

s st

 



 

1 1 2

2

( )nt xn n

s t
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nt n xn n
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1و  2( ,1)t n N S  گيريم و چوندر نظر مي N  در

كند، بنابراين شرط اور چپ صدق مي

3 3( , )n t N S   وجود دارد بطوريكه  

1 2 3 3t n t n S   .3باشد

3

.
nnn n

s s s s




 
و  

1 2 3( , )t n n N S  چونگيريم و نظر مي در N  در
كند، در نتيجه شرط اور چپ صدق مي

4 4( , )n t N S    وجود دارد بطوريكه

1 2 4 3 4t n t n n  باشد. پس  
1 1

1

( ) .
nt xnn n n

s st s s

 
 

   
31 1 2

2 3

( ) nnnt xn n

s t s t


 

   
1 2 4 1 2 4 3 4

2 4
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s t t

 


  
1 2 4 1 2 4 1 2 4

2 4
S
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P
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 ال چپ ازيك ايده SP در نتيجه

SN   است. از
ال ازيك ايده SPگيريم كه محاسبات بالا نتيجه مي

SN دهيماست. اكنون نشان ميSP ال اول از يك ايده  
SN ت. سا    

,فرض كنيد  S

x y
N

s t
  اگر. S

x y
P

s t
   .باشد

دهيم كه آنگاه نشان مي
S

x
P

s
  يا

S

y
P

t
  فرض .

كنيد 
S

x
P

s
  و. S

x y
P

s t
  .باشد ( ,1)s N S  

در شرط اور چپ صدق   N گيريم و چوندر نظر مي
 كند. بنابراينمي

1 1( , )n t N S   وجود دارد بطوريكه

1 1st n .باشد   
1 1

1 1

.
yn ynx y

s t st n
    

1 S

y
P y P    

 

بنابراين 
S

y
P

t
 .تيجهدر ن است SP ال اول يك ايده

,است. براي هر  SN از
x y

K
t s

 اگر ،. S

x y
P

t s
 

باشد آنگاه واضح است كه 
S

y
P

s
 در نتيجه .SP  يك

است.  SNي ازال اول قوايده

  ال اول قوي از  ايده Pفرض كنيد 
يك حلقه نزديك  SNباشد. آنگاه N ي نزديكحلقه

  شبه ارزياب است. 
  

N 

گروه شبه ارزياب در  Nدر اين بخش، مفاهيمي از
 زيرگروه كسري وN هاي نزديك، ايده ال كسري،حلقه

Nهاي نزديك را معرفي  زيرگروه اول قوي در حلقه  
ي نزديك كنيم. هدف ما پيدا كردن رابطه بين حلقهمي

  گروه شبه ارزياب است و رابطه بين Nشبه ارزياب و 
Nال اول قوي، با اثبات چند  رگروه اول قوي و ايدهيز

ميدان خارج   K قضيه نشان داده شده است. در اين بخش
  است.  Nقسمتي از حلقه نزديك يكدار 

  
 M ي نزديك ويك حلقه N فرض كنيد

زيرگروه اول N را Pگروه يكدار باشد، آنگاهNيك
Pگوئيم اگر  M و براي هر ,n N m M  ،
nm P باشد، آنگاه  m P يا ( : )n P M.  

فرض كنيد  

2

0
, ,

a
N a b c Z

b c

      
   

همراه با جمع و  

 ي نزديك وها يك حلقهضرب ماتريس
NM N 

1 .باشد 0 1 0
,

0 1 1 1
S

          
     

را مجموعه ضربي  

محاسبات   گيريم، بنابراين با كميدر نظر مي N بسته از
  داريم
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0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0

0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1
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1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1

SM

              
              
               
                                          

1

0 0 0 0
,

0 0 1 0
P

          
       

2

0 0 0 0
,

0 0 0 1
P

          
       

3

0 0 0 0 1 0 1 0
, , ,

0 0 1 0 0 0 1 0
P

                  
           

4

0 0 0 0 0 0 0 0
, , ,

0 0 1 0 0 1 1 1
P

                  
           

  
و 

NM N تنها Nهاي غير صفر از زيرگروهM  
زيرگروه Nيك  3Pدهيم كه هستند. اكنون نشان مي

است. فرض كنيد   M اول از
1 0 1 0

,
0 0 1 1

N M
   

    
   

بطوريكه   

3

1 0 1 0
.

0 0 1 1
P

   
   

   
باشد. پس  

3

1 0

1 1
P

 
 

 
و واضح  

است كه 
3

1 0

0 0
M P

 
 

 
بينيم كه . با محاسبات مشابه مي

3P  يكN زيرگروه اول از M  .است  
  

ي نزديك با  يك حلقهN  فرض كنيد
گروه باشد، آنگاه  Nيك  Mو  Kميدان خارج قسمتي 

N زيرگروه اولP  ازM  راN زيرگروه اول قوي
گوئيم اگر براي هر مي

Sx M و y K  ،
yx Pايجاب كند ،  x P  يا( : )y P M .  

  
با ميدان خارج قسمتي  ي نزديك حلقه  

  و  را به عنوان يك   .گروه در نظر بگيريد
زيرگروه اول قوي  -يك  2آنگاه واضح است كه 

  است.  از
  

يك  Mي نزديك و يك حلقه Nاگر   
N-  باشد.گروه N  زيرگروهL   از

SM  راN زيرگروه
rگوئيم، اگر كسري مي S   ،وجود داشته باشد

rLبطوريكه   M  .  

. ٢. ٣در مثال 
0 0 1 0

0 0 0 0
,

1 0 1 0

1 1 0 1

L

    
    
      
            

بگيريد. واضح  را در نظر 

 زيرگروهي از L،N است كه
SM   .است

1 0

1 1
r S

 
  
 

دهيم، لذا داريم قرار مي 

0 0 0 0
,

0 0 1 0
rL M

          
     

L، N راين. بناب

  است.  Mگروه كسري از  زير
yي نزديك باشد. براي يك حلقه N اگر K   و

Sx M   پس واضح است كهNy  يك ايده ال كسري
  است.  M زيرگروه كسري ازNيك  Nx  و Nاز 
  

 زيرگروه حقيقي ازNيك  P فرض كنيد 

M  باشد. آنگاهP يك  N  زيرگروه اول قوي است اگر و
زيرگروه  N و هر N از I الفقط اگربراي هر ايده

M  ،ILاز  Lكسري  P نتيجه دهد كهL P يا 

( : )I P M.  
زيرگروه اول قوي باشد،  Nيك  Pفرض كنيد 

IL P  وL Pدهيم . نشان مي( : )I P M  .
Lچون  P  بنابراينx L  وجود دارد كه.

x P  اكنونy I  در نظر بگيريد. پس
yx IL.  
IL از طرفي P بنابراين .yx P چون ،P كي 

N زيرگروه اول قوي است وx Pبنا به فرض . 

( : )y P Mدر نتيجه .  ( : )I P M .  
 M زيرگروه اول ازN يكP  واضح است كه

y است. فرض كنيد K و Sx M ،yx P   و
x P .I Ny  يك ايده ال كسري ازN و

L Nxيك ، N زيرگروه كسري از M در نظر مي-
IL شودديده ميگيريم، بنابراين به راحتي  P  آنگاه ،

L Nx P  يا ( : )I Ny P M پس . x P يا
NyM P از طرفي .x P بنابراين NyM P  .

yMي نزديك يكدار است لذا يك حلقه N چون P  .
)ه  در نتيج : )y P M.  
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  زيرگروه حقيقي از Nيك P  فرض كنيد
M  باشد. آنگاهP يك N  زيرگروه اول قوي است اگر

yو فقط اگر براي هر  K و هر N زيرگروه كسري
L از M ،yL P ايجاب كند L P  يا

( : )y P M.  
زيرگروه اول قوي N يك P فرض كنيد

y K وx L بطوريكه yx P  باشد. در نتيجه
x P  يا( : )y P M  است. پسL P  يا
( : )y P M.  

زيرگروه اول N يك Pواضح است كه 
yاست. فرض كنيد  K  و

Sx M   بطوريكه
yx P .L Nx يك ،Nزيرگروه كسري از M  ،

yLگيريم. بنابراين در نظر مي P آنگاه ،
L Nx P   يا( : )y P Mه  . چون يك حلق

xنزديك يكدار است بنابراين  P يا ( : )y P M لذا .
P  يكNزيرگروه اول قوي از M  .است  
  

 اول از-٠زيرگروهN يك Pفرض كنيد 

M  باشد، آنگاهP يك N  زيرگروه اول قوي است اگر و
yفقط اگر براي هر  K ،1y P P   يا

( : )y P M.  
yفرض كنيد   K ،( : )y P M و

x P  1باشد. چونx yy x P  و P  يكN

)زيرگروه اول قوي است و از طرفي  : )y P M 
1yپس x P  1. بنابراين 1y x y P P  .  

y فرض كنيد  K و Sx M بطوريكه
yx P 1ر است. اگy P P  باشد، آنگاه

1 1 1( )x y yx y yx y P P       در غير اين ،
)صورت  : )y P M بنابراين .P يك N زيرگروه اول

  قوي است. 
  

هايي زيرگروهL ،Nو  Pفرض كنيد  
Pباشند بطوريكه  Mاز L اگر براي هر .y K  ،

1y P P  آنگاه .L ،N زيرگروه اول قوي ازM 

Lاست اگر و فقط اگر 

P
،Nزيرگروه اول قوي ازM

P
 

  باشد.  
و  M ززيرگروه اول قوي اL ،Nفرض كنيد 
y K  1. ١٠. ٣باشد. بنا به قضيهy L L   يا

( : )y P M،1 بنابراين L L
y

P P
 يا

( : )
L M

y
P P

.

Lفرض كنيد

P
،Nاول قوي از  زيرگروهM

P
 

1باشد. پس  L L
y

P P
   يا( : )

L M
y

P P
   .است

1yآنگاه L L  يا ( : )y L M   و بنا به
  است.  M  زيرگروه اول قوي ازL  ،N.٩. ٣قضيه

  
ال زيرگروه يك ايدهN فرض كنيد هر  

 باشد. آنگاه M زيرگروه اول قوي ازN يك Pو  M از

( : )P M يك ايده ال اول قوي از N  .است  
 M زيرگروه اول قوي ازNيك Pبنا به فرض  

)  دهيم كهاست. حال نشان مي : ) ( )P M spec N.  
)١ ( ( : )P M   مجموعه ناتهي است. چون

0 ( : )P M. 

,فرض كنيد  ) ٢( ( : )a b P M   آنگاه واضح است كه
( : )a b P M . 

) دهيم كهنشان مي  ) ٣( : )P M يك زيرگروه نرمال ،
nاست.  N از N و ( : )a P Mگيريم و در نظر مي

)دهيم نشان مي : )n a n P M   چون .P  يك
Nزيرگروه و هر Nال است. پس  زيرگروه يك ايده

( ) ( )n a n M nM aM nM P       بنابراين
( : )P M يك زيرگروه نرمال ازN  .است  

)دهيم كه نشان مي ) ٤( : )P M   ،ايده ال راست است
)يعني  : ) ( : )P M N P M فرض كنيد . 

( : )ia P M  و
in N   باشد. آنگاه

1 1 1

( ) ( )
n n n

i i i i i
i i i

a n M a n M a M P
  

       در نتيجه

( : ) ( : )P M N P M.  
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) دهيم كهحال نشان مي ) ٥( : )P M  ايده ال چپ
n, است. يعني براي هر  n N و ( : )a P M

) داريم، ) ( : )n n a n n P M    . 

  فرض كنيد،
( ( ) )n n a n n M     

( )n nM aM n nM P     
  

)بنابراين  : )P M دهيم كه ال چپ است. نشان ميايده
( : )P M  ايده ال اول از N   است. فرض كنيد
,x y N و . ( : )x y P M  در نتيجه  

( ) ( )xy M x yM P  ه باشد. آنگاx P  يا
yM P فرض كنيد .yM P  در نتيجه ،

( : )y P M  در غير اين صورتx P  پس
xM PM P  آنگاه ،( : )x P Mبنابراين .

( : ) ( )P M spec Nدهيم كه. حال نشان مي
( : )P M ال اول قوي ازيك ايده N   .است  
a,كنيم براي فرض مي b K ،. ( : )a b P M  .
.بنابراين  ( )a bM abM P  چون .P يك N -

،  ٨. ٣است بنا به قضيه N است  M زيرگروه اول از
( : )a P M  ياbM P  از طرفيP M  لذا  
( : )b P M در نتيجه .( : )P M  يك ايده ال اول

  است.   N قوي از
  

N-گروه M را يك N-  گروه شبه
- M ،N زير گروه اول از-Nگوئيم، اگر هر ارزياب مي

  باشد.   M زيرگروه اول قوي از

ايده ال   Pگروه و -M ، N فرض كنيد . 
) باشد و Nاز )PT M  را به صورت

 ( ) (1 ) 0,PT M m M p m p P        تعريف  
) كنيم. اگرمي )PM T Mآنگاه ، M را N- ،گروه
P- گوئيم. اگر تابدار ( )PM T M  آنگاه M  را N-

m ناميم، به طوريكهدوري مي -Pگروه،  M،
p P 1)وجود داشته باشد، كه )p M Nm  .  

  
، Nال اول از يك ايده P فرض كنيد. 

NM N  يكN-گروه ضربي با وفا و هر N-

يك ايده  P يك ايده ال از آن باشند. آنگاه Mزيرگروه از 
- N يك PM است اگر و فقط اگر N ال اول قوي از

  باشد.   M زيرگروه اول قوي از
باشد، حال  Nال اول از يك ايده Pفرض كنيد  

است.   M وه اول اززيرگر-N يك PM دهيمنشان مي
n فرض كنيد براي هر  N  وm M ،

nm PM  باشد. آنگاهnm nM PM   در
) نتيجه : )n PM M بنابراين . PM يك N-

است. فرض كنيد براي هر   M زيرگروه اول از

, S

r a
y K x M

s t
   ،yx PM  باشد. اگر

y Pآنگاه ،  A b N bx PM     قرار
است. اگر  N يك ايده ال از A  دهيم. واضح است كهمي

A N  باشد. آنگاهx PM  است. حال اگر
A N آنگاه ايده ال ماكسيمال Q  از N  وجود دارد
A بطوريكه Q1دانيم كه. مي M   بنابراين طبق
)تعريف  )QT M 1اگر ( )QT M  باشد بنابراين
1 Q 1در نتيجه  پس تناقض است ( ) ,QT M لذا ،

( )QM T M در نتيجه M ،Q- دوري است. پس
m M وq Q  وجود دارد به طوريكه

(1 )q M Nm  1) . از طرفي )q PM Pm  .
uحال N وv P  وجود دارد به طوريكه 

(1 )q a um  1)  و )q ra stvm  .  
rumبنابراين  stvm Pm    در نتيجه

( )ru m Pm PM  چون .PM  يكN- زيرگروه اول
mاست پس  PM  و( ; )ru PM M ايجاب مي -

ruMكند PM 1. بنابراينp P  وجود دارد بطوريكه

1ruM p M  در نتيجه 
1 0ruM p M   لذا

1( ) 0ru p M   و چونM   با وفا است پس

1 0ru p   در نتيجه
1ru p P   يعني

ru P.  
1حال اگر  1 1( ) ( )( )st ru s r t u P      در نتيجه
1s r P   1يا( )t u P  1. اگرs r P   آنگاه

1 r
s r P

s
   1. بنابراين .1

r
y y PM

s
   .

1sاگر  r P   1آنگاه( )t u P  از طرفي .
(1 )q a um لذا ، 
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1(1 ) (1 )
a u

q x q m t um PM
t t

       

  
1پس  q A Q   1ايجاب مي كند Q .  

در تناقض است.   Q در نتيجه با ماكسيمال بودن
  است.   Mزيرگروه اول قوي از-Nيك PM  بنابراين

زيرگروه اول  -Nيك PM فرض كنيد
). ١٢. ٣است. بنا به قضيه  Mقوي از : )PM M 

دهيم است. اكنون نشان مي N يك ايده ال اول قوي از
)كه : )P PM M  است. واضح است كه

( : )P PM Mدهيم كه مي . نشان
( : )PM M Pفرض كنيد . ( : )x PM M 

xM درنتيجه PM پس بنابراين
1p P  وجود دارد

 بطوريكه
1 1( ) 0xM p M x p M     و چون  

M  با وفا است پس
1 0x p   بنابراين

1x p P  
  است.  N يك ايده ال اول قوي از Pدر نتيجه  

  
NMفرض كنيد  N يكN- گروه

باشند.   M زيرگروه يك ايده ال از -Nضربي با وفا و هر 
  گروه شبه ارزياب است اگر و فقط اگر -N يك M آنگاه

N ي نزديك شبه ارزياب باشد. حلقه  
 P گروه شبه ارزياب و -N يك Mفرض كنيد  
گروه ضربي  -Nيك M باشد. چون  N ال اول از يك ايده
.  ٣است، بنا به قضيه  M يك ايده ال اول از  PM با وفا و

١٤.PM  يكN-زيرگروه اول قوي از M  .استP  يك
ي نزديك حلقه N است، در نتيجه N ال اول قوي از ايده

  شبه ارزياب است. 
باشد.   M زيرگروه از-Nيك  Lفرض كنيد 

گروه ضربي با وفا است، پس براي  -N يك M چون
Lداريم  P مانند Nل هاي اوالبعضي از ايده PM.  

يك ايده ال   Pي نزديك شبه ارزياب وحلقه Nاز طرفي 
زيرگروه - L،N.١٤. ٣است، بنا به قضيه  N اول قوي از
  يك  M گيريم كهاست. پس نتيجه مي M اول قوي از

N-  .گروه شبه ارزياب است  
  
  
  

 

زيرگروه اول  N- ال اول قوي،در اين مقاله مفاهيم ايده
- زيرگروه شبه-Nارزياب و -ي نزديك شبهقوي، حلقه

و مورد مطالعه قرار گرفته هاي نزديكارزياب در حلقه
  همچنين برخي از خواص آنها بررسي شده است.  

-Nدر اينجا سعي شده با استفاده از قضايايي رابطه بين 
زيرگروه اول قوي خارج قسمتي -Nزيرگروه اول قوي و 

ي نزديك  حلقهزيرگروه و همچنين رابطه بين -Nاز آن 
  ارزياب را بدست بياورند. -زيرگروه شبه-N ارزياب و-شبه

  توان مطرح كرد:ر را ميدر انتها پيشنهادهاي زي
در اين مقاله برخي مفاهيم مانند حلقه نزديك ارزياب 

د.  انهاي نزديك مطرح نشدهزيرگروه ارزياب در حلقه-Nو
هايي براي تحقيق  توان اين مفاهيم را به عنوان ايدهمي

  هاي نزديك پيشنهاد كرد.بيشتر در زمينه حلقه
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