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 ۲۲/۰۴/۹۸تاريخ پذيرش مقاله:  ۰۶/۰۷/۹۶تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
۱نگاشت نقاط مرزي

به صورت  DNAرود. يک رشته  حاسباتي به شمار ميشناسي ميکي از مسائل جالب توجه در زيست †
شود،  اضافه مي DNAباشد. هنگامي که يک آنزيم محدود کننده به يک محلول  مي A, T, C, Gاي از حروف  دنباله

شود. هدف از نگاشت نقاط مرزي پيدا کردن نقاط برش براي يک آنزيم معين هاي خاصي بريده مي از مکان DNAمولکول 
شود که فاصله دو به دوي همه نقاط برش حاصل شود. در بيان رياضي  ها طوري انجام ميش هضم جزئي، برشاست. در رو

نقطه واقع بر يک پاره خط داده شده است و هدف بدست آوردن خود اين نقاط است. در  nمساله، فاصله دو به دوي 
۲بيوانفورماتيک اين مساله به مساله هضم جزئي

ين مقاله يک مدل شبکه جريان تعميم يافته براي معروف شده است. در ا ‡
ترين و مهمترين مسايل باز در بيوانفورماتيک  دهيم. با توجه به اينکه کلاس پيچيدگي اين مساله يکي از قديمي مساله ارايه مي

ست)، کاهش بودن آن ارايه شده ا Np-completeاي و نه اثباتي بر (تاکنون نه الگوريتمي با زمان چند جمله نظري است
  گشايد. به مساله شبکه جريان دريچه جديدي را براي چالش با اين مساله مي PDPمساله 

  
  .DNAنگاشت نقاط مرزي، شبکه جريان، مسأله هضم جزئي، توالي  هاي کليدي: واژه

                                                
  Email: nadimi@umz.ac.ir                                                                                                    :دار مکاتباتعهده .*

1. Restriction site mapping 
2. Partial Digest Problem 

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش نشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقاتدا                                                                                                   
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  مقدمه - ۱
شناسي محاسباتي، يکي از مسائل جالب توجه در زيست

 محدود ميک آنزي که نگاشت نقاط مرزي است. هنگامي
 DNAاضافه شود،  DNAکننده خاص به يک محلول 

 از شود. هدف هاي با توالي مشخصي بريده مياز مکان
برش  هاي محل موقعيت ي نقاط مرزي، محاسبه نگاشت

 از برخي از استفاده مشخص است. با يک آنزيم براي
 از جفت هر بين ي فاصله توانبيوشيميايي مي آزمايشات

 PDP ي مسأله کرد. در يداپ را مرزي هايمکان
 آنزيم يک توسط هضم عمل آمده از بدست هاي فاصله

 ي همه ي محاسبه هدف و )۱(شکل  است شده داده ما به
 .است برش هاي محل

푋فرض کنيد  = {푥 . 푥 . … . 푥 ي  مجموعه {
رشته  يک روي خاص آنزيم يک هاي برش توسط محل

DNA باشد. تعداد 푁 =  دو به دو يفاصله 
  نشان  푋∆اي مجموعه چند با را هامکان اين بين
 دهيم:مي

∆푋 = {푥 − 푥 |푥 > 푥 ; 	푖. 푗 = 0.1.… . 푛}  )۱(  
 
  ايوعهمجمچند PDP يمسأله در

퐵 = {푏 . 푏 . … . 푏 ها داده شده است، از فاصله {
푌ي هدف يافتن مجموعه = {푦 . 푦 . 푦 . … . 푦 از  {

هاي  فاصلهکه  طورينقاط واقع بر روي يک خط است به
  باشد. 퐵ای مجموعهبه دوي اين نقاط از هم برابر چند دو

ي راي حل مسألهي جريان بدر اين مقاله يک مدل شبکه
PDP کنيم. در ادامه، در بخش دوم پيشينه ارائه مي

تحقيق را مرور خواهيم کرد. در بخش سوم مدل جديد را 
کنيم. در ي شبکه جريان معرفي ميبه فرم يک مسأله

بخش چهارم با تبديل مساله شدني بودن به مساله 
کنيم و در بخش پنجم به حداکثر جريان آن را حل مي

  حت مدل خواهيم پرداخت.اثبات ص
 
 پيشينه تحقيق - ۲

ي کريستالوگرافي  در حوزه ۱۹۳۰ي  اين مسأله در دهه
و  P.Lemke ۱۹۸۸]. در سال ۶مطرح شد[ Xاشعه 

M.Werman اي جمله اين مسأله را در زمان شبه چند
ي آنها به حل کردند (زمان اجراي الگوريتم ارائه شده

و  Skiena]. ۵[وابسته بود) Bبزرگترين مقدار عضو 
همکارانش يک الگوريتم عقبگرد براي حل اين مسأله 
ابداع کردند که زمان اجراي آن تنها به اندازه ورودي 

با استفاده از  Z.Zhang ۱۹۹۴]. در سال ۷وابسته بود [
گرد يک مثال، نشان داد که زمان اجراي الگوريتم عقب

در  T. Dakice]. ۸در بدترين حالت نمايي است[
نويسي صفر و يک ي دکتراي خود يک مدل برنامه رساله

ارائه کرد و آن را با  PDPي درجه دوم براي مسأله
يزي نيمه اي برنامه راستفاده از يک الگوريتم مکاشفه

آبادي و نديمي يک صالحي فتح ].۴معين متوالي حل کرد[
ارائه  ۲۰۱۰مدل پيوسته براي اين مسأله در سال 

الگوريتم  ۲۰۱۱رانش در سال ]. نديمي و همکا۹کردند[
سريعي براي حل اين مساله ارائه کردند که عملکرد 

 ].۱۰هاي پيشين دارد[بهتري نسبت به الگوريتم
 

  

 
  DNAهاي بريده شده روي مولکول . قطعه۱شکل
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  PDPمدل شبکه جريان براي مسأله  - ۳
، PDPي در مسأله که ديديم قبل بخش در

퐵اي مجموعهچند = {푏 . 푏 . … . 푏 ها  از فاصله {
ي  دف پيدا کردن مجموعهداده شده است و ه

푌 = {푦.. 푦 		. 푦 .… . 푦  خط يکنقاط واقع بر  از {
هاي دوبه دوي اين نقاط از هم  که فاصله طوري به است

باشد. از آنجايي که با اضافه يا  퐵اي مجموعه-برابر چند
، 푌ی کم کردن يک مقدار ثابت به همه اعضاي مجموعه

هاي دوبه دوي آنها  فاصله اي حاصل ازمجموعه-چند
توان  کند، بدون از دست دادن کليت مساله ميتغيير نمي

را برابر صفر در نظر گرفت.  푌 ،푦با انتقال همه اعضاي 
푦بدين ترتيب واضح است که  . 푦 . … . 푦  در

برابر  푦وجود خواهند داشت و  Bاي مجموعهچند
 PDPي خواهد بود. بنابراين مسأله 푌بزرگترين عضو 

 که طوريبه Bعضو از  nمعادل است با پيدا کردن 
به  نقاط اين ی حاصل ازدوي مجموعه دوبه يفاصله
اين  کردن پيدا منظور باشد. به Bنقطه صفر، برابر  همراه

n  عضو ازBکنيم ، يک مدل شبکه جريان طراحي مي
 يکننده مشخص شبکه اين که هر جريان شدني براي

  اين نقاط باشد. 
  با  يک" و "صفر جريان شبکه مدل يک) ۲ شکل( در
  

  .سازيممي هايال از لايه سه و هارهگ از لايه چهار
 푆شروع  يگره يک شامل تنها هاگره از اول يلايه

푁است. در لايه دوم  +  گره داريم که آنها را با 1
퐴 . 퐴 .… . 퐴 دهيم. نشان مي퐴  را متناظر با 

푏 = هاي همچنين گره  .گيريمدر نظر مي 	0
퐴 . 퐴 .… . 퐴  را به푏 . 푏 . … . 푏  اختصاص  

توان در اين لايه فقط دهيم. براي اعضاي تکراري ميمي
يک گره در نظر گرفت که در اينصورت اندازه شبکه 

푁کوچکتر خواهد شد. ما در اينجا همه  + گره را در  1
  ايم. گرفته نظر
iجفت  هر برايها، گره سوم يلايه در j  يک گره

گيريم اگر و فقط اگر داشته باشيم در نظر مي 퐵به نام 
|푏 − 푏 | ∈ 퐵در اين لايه حداکثر .(  گره  (

  دارد. وجود
|퐵|ها،  گره از ي آخر لايه در = 푁  گره =

 را لايه اين در ها گره ها هستند. 푏متناظر  که دارد وجود
퐶با  . 퐶 .… . 퐶 در صورت وجود  .دهيم مي نمايش

اي مجزا در لايه  براي هريک گره 퐵اعداد تکراري در 
  هاي شبکه  شود. حال به يال آخر در نظر گرفته مي

  پردازيم.مي
  

 
  )G( . مدل شبکه جريان۲شکل
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푁حداکثر شامل هال يا اول يلايه + ي يال از گره  1
 با ضريب کي يال هر لايه، اين ها است. در퐴مبدا به 
퐴		푓(푆.دارد. به اين معني که اگر nمقدار  مقدار   (

퐴		푆.)جريان ورودي به يال  푛باشد، ( × 푓(푆.		퐴 )  
  دريافت خواهد کرد. 퐴	ي  گره که است جرياني مقدار

 퐵푖푗ي  گره هر به ورودي يال دو ها،يال دوم ي لايه در
 ي . همه퐴	و يک يال از  퐴	خواهيم داشت، يک يال از 

    دارند. ضريب  لايه اين هاي يال
 شود. ازخارج مي 퐵푖푗ي  گره هر از يال در لايه آخر، يک

ال داريم اگر و فقط اگر يک ي kCي به گره 퐵푖푗ي گره
| |k i jb b b هايال روي هيچ ضريبي لايه اين . در 

   .است) ۱(برابر  ندارد وجود
.푓(푢متغيرهاي  شبکه اين در 푣)  به ازاي همه  

.푢)هاي کمان 푣) در  .يک" هستند و "صفر متغيرهاي
푛به مقدار  sي گره +  در جريان و ي ضهعر واحد 1
 واحد تقاضا وجود دارد. در 1−به مقدار  퐶هاي گره
وجود  تقاضايي و عرضه هيچ سوم و دوم يلايه هايگره

لازم به ذکر است که با در نظر گرفتن ضرايب  ندارد.
ها، مجموع عرضه افزايش و کاهش لايه اول و دوم کمان

푛) يابد. زيرا به مقدار تقاضا افزايش مي دقيقاً + 1) 
واحد جريان ارسالي از مبدا بعد از عبور از لايه اول با 

푛(푛 به مقدار  nضريب  + واحد جريان تبديل (1
هاي آن شود. بعد از عبور از لايه دوم که همه کمان مي

푛(푛هستند، مقدار جريان به  داراي ضريب  + 1)/2 
 برابر مجموع تقاضا در لايه آخر يابد که دقيقاًکاهش مي

푁 يعني = 푛(푛 +   است. 2/(1
ادامه، ابتدا با تبديل مساله شدني بودن به مساله  در

دهيم و حداکثر جريان، روشي براي حل آن ارايه مي
 اين براي شدني جواب هر که کنيم مي ثابت سپس 
  دهد. به دست مي را PDP مساله براي جواب يک شبکه

  
  حل مسأله شدني بودن - ۴

 جريان شبکه مدل ب شدني، بهبراي پيدا کردن يک جوا
  کنيم، يا چاه اضافه مي t انتهايي ي گره يک شده ساخته

  
  

 با شوند مي متصل ي چاه گره به چهارم ي لايه در ها گره
 ي همه آخر، از سطح هاي گره در تقاضا مقدار به توجه
شود. همچنين  وارد مي tبه  ۱کماني با ظرفيت  ها گره

به شبکه اضافه کرده و يالي با  ۳را مطابق شکل  푠گره 
푛ظرفيت  + کنيم. ظرفيت اين  رسم مي 	푠از آن به  1

푛يعني  푠 يال را برابر با ميزان عرضه در +   قرار  1
مطابق  퐺جريان جديد  شبکهدهيم. به اينصورت مي

  .شودحاصل مي ۳شکل 
 ، کافي است퐺شدني در شبکه  جريان تنياف منظور به

퐺را در شبکه ١حداکثر جريان يمسأله  منبع يگره از  
푠 به چاهt حداکثر  اگر دهيم که حل کنيم. نشان مي

 و منبع هاي متصل بهيال تمامي 퐺 شبکه در جريان
گفت که مساله توان کند، در اين صورت مي ٢اشباع را چاه

اصلي يک جواب شدني دارد، در غير اين صورت شدني 
نخواهد بود. منظور از اشباع شدن يک يال عبور حداکثر 

يال است. زماني  (برابر ظرفيت کمان) ازآن ممکن  جريان
شود،  يال خروجي از منبع اشباع مي 퐺ي  که در شبکه

푛مقدار  +  رسدکه دقيقاً مي Sواحد جريان به گره  1
. همچنين است퐺	برابر مقدار عرضه اين گره در شبکه 

هاي ورودي به چاه به اين معني است که اشباع شدن يال
واحد جريان داشته باشيم.  ۱روي هر يال ورودي به چاه، 

در اين صورت در واقع از هر گره لايه آخر، يک واحد 
جريان به چاه وارد شده است که دقيقا برابر مقدار تقاضا 

 퐺است. نتيجه اينکه شبکه  퐺هاي لايه آخر در گره
به ازاي حداکثر جريان،  퐺شدني است اگر و فقط اگر در 

شوند. با توجه به توضيح فوق،  هاي منبع و چاه اشباع يال
حداکثر جريان در  ، مقدار퐺در صورت شدني بودن شبکه 

퐺  برابر푛 + خواهد بود. به همين صورت نتيجه  1
کمتر از  퐺حداکثر جريان در  شود که اگر مقدار مي

푛 + جواب  داراي퐺 باشد، به مفهوم اين است که  1
 باشد. پس با بدست آوردن حداکثر جريان در شدني نمي

퐺شبکه ، در صورتيکه مقدار جريان بيشينه برابر 	
푛 + ، به يک جريان tو  푠هاي  باشد، با حذف گره 1

  رسيم. مي 퐺شدني در 

                                                
1. Maximum Flow 
2. Saturate 
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  )푮ퟏمساله ماکزيم جريان (شبکه  .۳شکل

  
در اينجا مدل رياضي مساله حداکثر جريان شبکه فوق را 

  دهيم. ارايه مي
  تابع هدف: –الف 

푀푎푥푖푚푖푧푒				푧 
  

  ها:محدوديت ظرفيت يال - ب 
0 ( , ) ( , )f u v c u v   

  
.푐(푢در اينجا  푣)  کمان  جريان ورودي بهظرفيت
(푢. 푣)  است. در کمان خروجي از مبدا، اين ظرفيت برابر
푛 +  است. ۱ها برابر و در بقيه کمان 1

  
  شرط بقاي جريان: - ج 

}براي تمام  , }u V s t  براي جريان بقاي شرط 
  به صورت زير است: fجريان  تابع

훼(푣. 푢)푓(푣. 푢) = 푓(푢. 푣)
∈∈

 

  
.α(푢که در آن  푣) (کاهش) روي  ضريب افزايش

  هاست. همچنين براي گره مبدا داريم:کمان
푓(푠 . 푣) = 푧

∈

 

  
هاي مياني و تعميم با توجه به شرط بقاي جريان در گره

يافته بودن جريان، قيدي براي گره مقصد لازم نيست 
افزايش و کاهش زيرا هر جريان خروجي از مبدا بعد از 

 ها در نهايت به مقصد خواهد رسيد.توسط ضرايب کمان

 ها بجز کمانشرط صفر و يک را براي جريان همه کمان
(푠 . 푠) گيريم: به صورت زير در نظر مي 

∀(푢. 푣) ≠ (푠 . 푠):					푓(푢. 푣) = 0	표푟	1 
  
ي  تبديل جريان شدني به جواب مسأله - ۵

PDP  
 يک ،퐺جريان  شبکه در شدني ريانج هر دهيم مي نشان

 퐺جواب شدني در  .است PDP ي مسأله براي حل راه
푛جرياني است که  + واحد عرضه را با اعمال ضرايب  1

طوري که شرط بقاي جريان انتقال دهد به tموجود به
  ود.ش رعايت مياني هايلايه هاي گره براي

푛بايد  ،퐺شبکه  بودن صفر و يک به توجه با + گره  1
퐴هاي گره از  s در موجود مقدار جريان دريافت براي  

و  퐴هاي انتخاب شده بي شک شامل  انتخاب شوند. گره
퐴 راه فرستادن جريان به  خواهند بود زيرا تنها퐶 

دهيم  استفاده همزمان از اين دو گره است. نشان مي
 هاي انتخاب که متناظر گره Bاي مجموعهاعضايي از چند

ها هستند تشکيل يک جواب براي مساله 퐴شده از 
PDP هاي خروجي يال روي ضريب به توجه با دهند. مي

شده از لايه دوم  هاي انتخاب ، به هر يک از گرهs گره
푛 مقدار × 1 = 푛 شود. به دليل  واحد جريان وارد مي

هاي انتخاب  صفر و يک بودن متغيرها، هر يک از گره
يال خروجي  푛شده از لايه دوم، جريان دريافتي را توسط 

د. گره هاي لايه سوم فرستگره از لايه سوم مي 푛به 
و دو يال ورودي با  ۱داراي يک يال خروجي با ضريب 

ها  هستند، بنابراين يا هيچ جرياني از اين گره ضريب 
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شوند. به همين کند ويا هر سه يال اشباع مي عبور نمي
واسط جريان است،  퐵هاي  دليل زماني که يکي از گره

 푏يه آخر متناظر با يک يک گره از لا تقاضاي دقيقاً اولاً
 	퐺 ساختبا توجه به اينکه در  کند و ثانياً را برآورده مي

اي انتخاب 퐴و  퐴هاي  ها از گره퐵هاي ورودي کمان
بودند و در شرط  푏و  푏متناظر اعداد  شدند که

푏 − 푏 = 푏 کردند، تفاضل  صدق مي푏 هاي دو
است.  푏 برابر گره انتخاب شده از لايه دوم دقيقاً

بنابراين وقتي يک جواب شدني داريم و همه تقاضاهاي 
توان گفت تفاضل اند، مي هاي لايه آخر برآورده شده گره

هاي انتخاب شده  که متناظر گره Bدو بدوي اعضايي از 
است.  Bاي مجموعهبرابر خود چند لايه دوم هستند، دقيقاً

هاي انتخاب شده از لايه دوم توسط يک جريان  يعني گره
کنند که جواب مساله  را مشخص مي Bشدني، اعضايي از 

PDP .هستند  
  

در اينجا براي درک بهتر مدل، يک نمونه از  مثال:
را به همراه دو جواب ممکن از آن ارايه  PDPي  مساله

هاي شدني ، جريانPDPدهيم. براي هر دو جواب  مي
  دهيم.   عادل را در مدل شبکه جريان ارايه ميم

  ): N=6و  n=3ر اينجا:د( ورودي مساله
퐵 = {2.3.5.7.8.10}	   

  ها:يکي از جواب
푋 = {푥 = 0. 푥 = 3. 푥 = 8. 푥 = 10} 

  
مدل شبکه جريان و جريان شدني متناظر جواب در شکل 

 اند.آورده شده ۴
غير صفر (برابر با يک)   ل جريانهايي که در لايه اوکمان
  دارند:

(푠. 퐴 ).	 (푠. 퐴 ). (푠. 퐴 ). (푠. 퐴 )  
  

(برابر با يک)  غيرصفر  هايي که در لايه دوم جريانکمان
  	دارند:

(퐴 . 퐵 ). (퐴 . 퐵 ). (퐴 . 퐵 ). 
(퐴 . 퐵 ). (퐴 . 퐵 ). (퐴 . 퐵 ). 
(퐴 . 퐵 ). (퐴 . 퐵 ). (퐴 . 퐵 ).  
(퐴 . 퐵 ). (퐴 . 퐵 ). (퐴 . 퐵 )  

  
(برابر با يک)  غيرصفر  هايي که در لايه سوم جريانکمان
  دارند:

(퐵 . 퐶 ). (퐵 . 퐶 ). (퐵 . 퐶 ).	  
(퐵 . 퐶 ), (퐵 . 퐶 ). (퐵 . 퐶 ) 

  
و همچنين شبکه جريان  PDPدقت کنيد که جواب 

  متناظر منحصر به فرد نيست. در مثال مذکور
푋 = {푥 = 0. 푥 = 2. 푥 = 7. 푥 = 10}   

  
شود و جريان  محسوب مي PDPجواب ديگري براي 

 :شدني متناظر با آن به صورت زير است
(برابر با يک)  غيرصفر  يه اول جريانهايي که در لاکمان
  دارند:

(푠. 퐴 ). (푠. 퐴 ). (푠. 퐴 ). (푠. 퐴 ) 
  

(برابر با يک)  غيرصفر  هايي که در لايه دوم جريانکمان
 دارند:

(퐴 . 퐵 ).		(퐴 . 퐵 ).		(퐴 . 퐵 ). 
(퐴 . 퐵 ).		(퐴 . 퐵 ).	 (퐴 . 퐵 ).   
(퐴 . 퐵 ). (퐴 . 퐵 ).		(퐴 . 퐵 ).	 
(퐴 . 퐵 ).		(퐴 . 퐵 ). (퐴 . 퐵 )     

  
(برابر با يک)  غيرصفر  هايي که در لايه سوم جريانکمان
  دارند:

(퐵 . 퐶 ).	 (퐵 . 퐶 ). (퐵 . 퐶 ).  
(퐵 . 퐶 ). (퐵 . 퐶 ). 	(퐵 . 퐶 ) 
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. گره هاي فعال در لايه دوم و سوم که با PDPيک جريان شدني متناظر يک جواب مساله و : مدل شبکه جريان ۴شکل 

هاي انتخاب شده که جلوي گره C_jاند. نام  شان اشباع شده ، تمامي يالهاي ورودي و خروجياندعلامت تيک مشخص شده
  دهند.اند، گره مقصد را نشان مياز لايه سوم آمده

  
  گيرينتيجه

 جريان شبکه از استفاده با جديد مدل يک مقاله اين در
 شبکه، اين در .ارائه کرديم PDP مسأله براي

 هر که داديم نشان و کرديم پيدا را شدني هاي جريان
 خواهد PDP ي مسأله ايبر جوابي ها جريان اين از يک
براي حل مساله آن را به يک مساله حداکثر جريان  .بود

  صفر و يک تعميم يافته تبديل کرديم.
هاي کلاسيک مساله حداکثر جريان در زمان چند روش
شوند و با توجه به اينکه تاکنون هيچ اي حل ميجمله

ارايه نشده  PDPاي براي مساله  الگوريتم چند جمله
توفيق اين الگوريتم ها دور از ذهن نخواهد  است، عدم

هاي بود. براي مساله حداکثر جريان صفر و يک نيز روش
ليکن براي مسايل شبکه  .[1]اي وجود داردجملهچند

  هاي جريان صفر و يک تعميم يافته از الگوريتم
  شود و برتري ريزي صفر و يک استفاده ميبرنامه

ها، اين الگوريتمهاي شبکه جريان در به کار گيري مدل
  ماتريس ضرايب تکنولوژي ساده آنهاست.

 يپيشينه داراي سازي بهينه مسائل در رياضي هايمدل
 حل آنها براي نيز قدرتمندي هاي روش و هستند زيادي
 مسأله پيچيدگي کلاس اينکه به توجه دارد. با وجود

PDP شود،  مي محسوب باز ي مسأله يک هم هنوز
 براي خوبي هاي ديدگاه و اتنک مدل اين اميدواريم

لازم به تاکيد  .دهد قرار روي پژوهشگران پيش مسأله
است روش ارايه شده در اين مقاله کلاس پيچيدگي 

کند و کلاس پيچيدگي را مشخص نمي PDPي مسأله
ترين اين مساله به عنوان يکي از مهمترين و قديمي

 ماند.مسايل باز حوزه پيچيدگي مسايل باقي مي
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