
دسترسي در سايت http://jnrm.srbiau.ac.ir  
 ۱۳۹۸ آبانو  مهر، بيستم، شماره پنجمسال 

 X۵۸۸ -۲۵۸۸شماره شاپا: 
  
 
 
  

جواب معادلات  يل عدديتحل يارائه دو مدل برا
 سه آنهايانتگرال کسري و مقا-ليفرانسيد

  
  
  

  *فرمحمود بهروزي
  
  

  .رانيبابل، مازندران، ا يروانينوش يه، دانشگاه صنعتي، دانشکده علوم پااستاد
  
  
 

 ۱۵/۰۲/۹۸تاريخ پذيرش مقاله:  ۲۷/۰۳/۹۶تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
ج يسه نتايم و سپس به مقايدهيانتگرال کسري ارائه م- ليفرانسيجواب معادلات د يل عدديتحل ين مقاله، دو مدل برايدر ا

ان يرا ب يژاکوب يها يا چند جمله ياتيعمل يها سين منظور ابتدا ماتريا يم. برايپردازيمسائل متنوع م يبر روآنها  يريبکارگ
س يکاپوتو و روش ماتر يمشتق مرتبه کسر ياتيس عمليم: روش ماتريينما يکرده و سپس هر مسئله را با دو روش حل م

 يک دستگاه معادلات جبريبه  يگذارک نقطهيش با استفاده از تکنل. در هر دو رويوويل-مانير يانتگرال مرتبه کسر ياتيعمل
 يسازادهيچند مثال پ يارائه شده رو يها شوند. روشيوتن حل مين يد با کمک روش تکراريم رسيخواه يرخطيا غي يخط

با کمک نرم  محاسبات يهر دو روش است. لازم به ذکر است که تمام يبالا ييانگر کارايحاصل ب يج عدديشده است و نتا
۱کايافزار متمت

 ياکه جواب آن بصورت چند جمله يليفرانسيمعادله د يدهد که برا ينشان م يج عدديانجام شده است. نتا †
است بهتر است که روش دوم استفاده  يکه جواب آن بصورت تابع متعال يخطيرباشد بهتر است از روش اول و در معادله غيم
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  مقدمه - ۱
ات ياضياز ر يا شاخه يل و انتگرال کسريفرانسيحساب د

ق در مورد خواص و يو تحق ياست که به بررس
پردازد. در  يانتگرال و مشتقات مراتب دلخواه م يکاربردها

ح و کاربرد آن يرصحيل غيفرانسيسه دهه گذشته حساب د
قات بوده ياز تحق ياريکانون بس يک و مهندسيزيدر ف

  .]۱[ر اشاره کرديتوان به موارد ز ياست که م
ک با يکرو الکترو مکانيستم ميس يبرا ياضيک مدل ري

  :توجه به معادله

	ୡD୲ଶ + β√π	ୡD୲
భ
మ + αୡD୲ଵx(t) + x(t) = 0 

x(0) = 1, x′(0) = 0  
  

 يگرانرو يريگاندازه يبرا يارائه شده است که دستگاه
نفت با آن  يها هنگام اکتشاف چاه است، که در يعاتيما

ال يک سيک گاز در ين روند حل يشوند. همچن يمواجه م
ر شرح داده يزبه فرم  يل کسريفرانسيک معادله ديتوسط 

  شده است

F(t)ୡD୲ଵx(t) + G(t)ୡD୲
భ
మx(t) + x(t) = −1 

  
  :ريز يل کسريفرانسيمعادله د و

m
ୡD୲ଶx(t) + cୡD୲

భ
మx(t) + kx(t) = AF(t). 

 
مشخصه و  يرويف جرم در حال حرکت با نيکه توص

د. باش يرو مين يرايک نوسانات ميسکوالاستيمخالف با و
ستم يند سيگر مانند فرآيد يکاربرد يها ن از برنامهيهمچن

 يکينامين، مسائل ديک واکنش پروتئيسنت اعصاب و
رابط الکترود بافت قلب و  يسازک جامدات، مدليمکان

توان نام برد. مبحث  يآن را م يهاگناليپردازش س
ها از هر مرتبه دلخواه (انتگرال و مشتق يحسابان کسر

و  يميقد يتوان به عنوان موضوع يلط) را ما مختي يقيحق
د بتوان منشاء يکرد. شا يار مهم تلقيدر حال حاضر بس

تال يهوپ ۱۶۹۵که در سال  يا ن علم را در نامهيش ايدايپ
) نوشته جستجو ۱۷۱۶-۱۶۴۶تز (يپني) به لا۱۶۶۱-۱۷۰۴(

ح ينه مشتق مراتب صحيدر زم يو ي انتشار يکرد. در پ
 يه بود که اگر به جان سوال را مطرح کرديا

n = 1,2,3, ୢ،ام nدر مفهوم مشتق مرتبه  …

ୢ୶
  

n ميداشته باش = ଵ
ଶ
 ين چه مفهومين صورت ايدر ا 

تز اعلام داشت يبنيتواند داشته باشد، که در جواب لا يم
آشکار است که  ين امر در حال حاضر پارادکسي"ا که:
مطرح  ين مباحث علميدترياز مف يکيبه عنوان  يروز

  ].۲["خواهد گشت
 يليجواب تحل يانتگرال کسر-ليفرانسيشتر معادلات ديب

افتن ي يبرا يعدد يها د از روشين بايندارند. بنابرا
 يجواب برا ييکتايآنها استفاده شود. وجود و  يها جواب

توسط محققان  يانتگرال کسر- ليفرانسيمعادلات د
 ن روشيرا چندي]. اخ۴, ۳شده است [ يبررس ياديز

-ليفرانسيحل معادلات د يبرا يليمه تحليو ن يعدد
ه يان شده است مثل روش تجزيب يانتگرال کسر

۱انيآدوم
۲يراتييتغ يروش تکرار ]،۵،۶،۷،۸،۹[ ٣

٤ 
۳يهموتوپ يروش آشفتگ ]،۱۲،۱۱،۱۰[

٥

روش  ]،۱۴و۱۳[ 
۴يز هموتوپيآنال

۵يگذار و روش نقطه ]۱۵[٦
٧]۱۶[.  

ان نمود يتوان بيمن مقاله يا يآنچه که به عنوان نوآور
و نوشتن  يسازادهين مقاله علاوه بر پين است که در ايا

 يکا براي] در نرم افزار متمت۱۸, ۱۷روش اول [ يهابرنامه
ان شده است که يب يديروش دوم جد ها،مثال يتمام

 يسازه و سپس همگنيط اوليشرا يابيبراساس دورون
 ياتيملع يهاسيشده است و از ماتر يزيرهيمساله پا

ه با ين دو روش از اساس و پايا د.ينما يانتگرال استفاده م
سه شده و ين دو روش با هم مقايج ايهم تفاوت دارند. نتا

ن دو روش نسبت به هم در قسمت يا يو برتر يايمزا
ح داده شده است. مطالب يبه صراحت توض يريگجهينت
ر يم شده، که به شرح زيبخش تنظ ۶ن مقاله در يا
  :باشد يم

از را ارائه يف مورد نين مقاله ابتدا تعاري, ا۲در بخش 
ا به خواص مهم مشتق و يقضا يان برخيم و با بيينما يم

س ي, ماتر۳م. در فصل يپرداز يم يانتگرال مرتبه کسر
 ياتيس عمليح و از ماتريمشتق از مرتبه صح ياتيعمل

انتقال  يژاکوب يها يکاپوتو چندجمله ا يمشتق کسر

                                                
1. Adomian’s decomposition method 
2. Variational iteration method  
3. Homotopy perturbation method 
4. Homotopy analysis method 
5. Collocation method  
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انتگرال  ياتيس عملين، ماتريشود. همچنيم افته ارائهي
 .شوديان مي, ب۴ل در فصل يوويل-مانير يمرتبه کسر
معادلات  يل عدديتحل ي، دو مدل برا۵در فصل 

 يمطرح و به منظور بررس يانتگرال کسر-ليفرانسيد
 يسازادهين مثال پيچند ين دو مدل بر رويعملکرد آنها، ا

  ت ي، قابل رو۶در فصل  يج عدديشده است که نتا
  باشد. يم

ان ين مقاله به طور مختصر بيبرآمده از ا جي, نتا۷ در فصل
  گردد.يم
  
 تعاريف -۲
  افتهيانتقال  يژاکوب يهاياچند جمله - ۱- ۲

 افته به بازهيانتقال  يژاکوب يها يا چندجمله يليفرم تحل
[۰,   ] ۱۷ر است:[يبه صورت ز ݅ ، از درجه[ܮ

,
(ఈ,ఉ)(ݔ) = ∑ 	

ୀ (−1)ି               )۲-۱(  
Γ(݅ + ߚ + 1)Γ(݅ + ݇ + ߙ + 1)

Γ(݇ + ߚ + 1)Γ(݅ + ߙ + ߚ + 1)(݅ − ݇)!݇! ܮ ݔ
 

  
  :مين داريهمچن

p,୧
(,ஒ)(0) = (−1)୧ 		(୧ାஒାଵ)

(ஒାଵ)୧!
				,  

p,୧
(,ஒ)(L) = (୧ାାଵ)

(ାଵ)୧!
	.  

  
 يعنيمتعامد هستند  يتوابع يژاکوب يها يا چندجمله

  :ميدار
∫ 	 p,୨

(,ஒ)(x)p,୩
(,ஒ)(x)W

(,ஒ)(x)dx = h୩  
W

(,ஒ)(x) = xஒ(L − x)                   )۲-۲(  
  
 يژاکوب افتهيانتقال  يها يحل مسائل از چندجمله ا يبرا
α با = − ଵ

ଶ
β		  و  = − ଵ

ଶ
م که به يينما ياستفاده م

 افته به بازهيشف نوع اول انتقال يچب يها يا چند جمله
[۰,   .هستند [ܮ

  
  يمشتق و انتگرال کسر - ۲- ۲

از دستور انتگرال  يميل تعميوويل- مان يعملگر انتگرال ر
ر را يمقاد ياست. در واقع در دستور انتگرال کوش يکوش

ح ير صحير غيباشند به مقاد يح ميکه متعلق به اعداد صح

ورت سمت راست دستور ن صيم. در ايده يم ميتعم
ل يوويل-مانيف انتگرال ري، در واقع تعريانتگرال کوش

: مير داريرا به صورت ز يباشد. دستور انتگرال کوش يم
]۲۰،۱۹،۴،۳[  

∫ 	୶ୟ ∫ 	୲భୟ …∫ 	୲షభ
ୟ f(t)	dt	dt୬ିଵ…dtଵୀ  

ଵ
(୬ିଵ)!∫ 	୶ୟ (x − t)୬ିଵf(t)dt	,			  
x > a,				n ∈ ℕ 

  
Ωديحال فرض کن = [a,b]  و −∞ < a < b < +∞ 

نصورت يباشد در ا ℝ يقيبر محور حق يک بازه متناهي
ل از يوويل-مانيچپ و راست ر يانتگرال مرتبه کسر

نشان  ୶Iୠ	 و ୟI୶	 يب با نمادهايرا به ترت α مرتبه
  :شوند يف مير تعريم که به صورت زيده يم

	ୟI୶f(x) =
ଵ

()∫ 	୶ୟ (x − t)ିଵf(t)dt					,		  
x > a		,				Re(α) > 0,                        )۲-۳(  
	୶Iୠ

f(x) = ଵ
()∫ 	ୠ୶ (t − x)ିଵf(t)dt  

		x < b,			Re(α) > 0                          )۲-۴(  
  

α کهيزمان = n ∈ N يهاف فوق از انتگراليتعار 
گانه  n يهال به صورت انتگراليوويل -مان ير يکسر

  :نديآ ير مر ديز
	ୟI୶f(x) =
∫ 	୶ୟ ∫ 	୲భୟ …∫ 	୲షభ

ୟ f(t)dtdt୬ିଵ…dtଵ  
= ଵ

(୬)∫ 	୶ୟ (x − t)୬ିଵ	f(t)dt						,		        )۲-۵(  
x > a			,				n ∈ ℕ, 

  
  نيهمچن

	୶Iୠ
f(x) =

∫ 	ୠ୶ ∫ 	ୠ୲భ …∫ 	ୠ
୲షభ

f(t)dtdt୬ିଵ…dtଵ  
= ଵ

(୬)∫ 	୶ୟ (t − x)୬ିଵf(t)dt,		              )۲-۶(  
x < b,				n ∈ ℕ.  

  
 -مان يچپ و راست ر يب مشتق کسرين ترتيبه هم

   .شود يف مير تعريبه صورت ز ߙ ل از مرتبهيوويل
Re(z) ديفرض کن ≥ 0, α ∈ ℂ مينصورت داريدر ا:  

	ୟD୶f(x) =
ୢ

ୢ୶ୟ
I୶୬ିf(x) =  
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ଵ
(୬ି)

ୢ

ୢ୶ ∫ 	୶ୟ (x − t)୬ିିଵf(t)dt	,  
n = [Re(α)] + 1		, x > a,                 )۲-۷(  

	୶Dୠ
f(x) = (−1)୬ ୢ

ୢ୶୶
Iୠ
୬ିf(x) =  

(ିଵ)

(୬ି)
ୢ

ୢ୶ ∫ 	ୠ୶ (t − x)୬ିିଵf(t)dt    	,  

n = [Re(α)] + 1, x < b.                   )۲-۸(  
  

α يدر حالت خاص وقت = n ∈ ℕ نصورت يدر ا
  :ميدار

	ୟD୶f(x) = f(x)	, 
	ୟD୶୬f(x) = f (୬)(x),                           )۲-۹(  
	୶Dୠf(x) = f(x)		, 
	୶Dୠf(x) = (−1)୬f (୬)(x).                 )۲-۱۰(  
 

0	اگر < Re(α) < و  )۷-۲(نصورت روابط يدر ا  1
   :کرد يسير بازنويصورت ز توان به يرا م )۲-۸(

	ୟD୶f(x) =
ଵ

(ଵି)
ୢ
ୢ୶∫ 	୶ୟ (x − t)ିf(t)dt			,  

x > a					,				0 < Re(α) < 1              )۲-۱۱(  
	୶Dୠf(x) = − ଵ

(ଵି)
ୢ
ୢ୶ ∫ 	ୠ୶ (t − x)ିf(t)dt	,  

x < b,				0 < Re(α) < 1                  )۲-۱۲(  
  
Re(β)اگر .۱جهينت >   :]۲۱[ ميگاه دارآن  0

	ୟI୶(x − a)ஒିଵ = (ஒ)
(ஒା)

(x − a)ஒାିଵ	,  
Re(α) > 0													                          )۲-۱۳(  

	ୟD୶(x − a)ஒିଵ =
Γ(β)

Γ(β − α)
(x − a)ஒିିଵ 

Re(α) ≥ 0                                     )۲-۱۴(  
	୶Iୠ

(b − x)ஒିଵ = (ஒ)
(ஒା)

(b − x)ஒାିଵ ,		  
Re(α) > 0,                                     )۲-۱۵(  

	୶Dୠ
(b − x)ஒିଵ = (ஒ)

(ஒି)
(b − x)ஒିିଵ  

Re(α) ≥ 0                                     )۲-۱۶(  
  

[Re(α)] ين برايو همچن + 1  j = 1,2,    :ميدار	…
	ୟD୶(x − a)ି୨ = 0, 
	୶Dୠ

(b − x)ି୨ = 0                        )۲-۱۷(  

توان  يمهم که از خواص ذکر شده م يها يژگياز و يکي
مان يدرک کرد، آن است که مشتقات چپ و راست ر

  .شود يل توابع ثابت صفر نميوويل
  
Re(α) ديفرض کن .۲جهينت > n و 0 = [Re(α)] + 1 

  :]۲۱[م ينصورت داريدر ا
ୟD୶f(x)	 الف) معادله =   برقرار است اگر و تنها اگر 0

f(x) = ∑ 	୬
୨ୀଵ c୨(x − a)ି୨	, c୨ ∈ ℝ		,  

j = 1,2, … , n.                                  )۲-۱۸(  
  

୶Dୠf(x)	 معادله ب) =   برقرار است اگر و تنها اگر 0
f(x) = ∑ 	୬

୨ୀଵ d୨(b − x)ି୨,	  
d୨ ∈ ℝ	,			j = 1,2, … , n.                    )۲-۱۹(  

  
   کاپوتو يمشتق مرتبه کسر -۳- ۲

خواص مشتق  يف و برخيتعر ي ن قسمت به ارائهيدر ا
 ديم. فرض کنيپردازيکاپوتو م يمرتبه کسر
Ω = [a, b] و −∞ < a < b < ک بازه ي ∞+

مشتقات از مرتبه  باشد. ℝ يقيبر محور حق يمتناه
 د.يريرا در نظر بگ )۸-۲و ( )۷-۲( ليوويل-مانير يکسر
چپ و راست کاپوتو  ينصورت مشتق مرتبه کسريدر ا

 و ୟେD୶f(x)	 يب با نمادهايرا به ترت f(x) تابع دلخواه
	୶େDୠ

f(x) ميکن يف مير تعريصورت زش داده و بهينما:  
	ୟେD୶f(x) =ୟ D୶ ቀf(x) − ∑ 	୬ିଵ

୩ୀ
(ౡ)(ୟ)
୩!

(x −

a)୩ቁ,                                              )۲-۲۰(  

	୶େDୠ
f(x) =୶ Dୠ

 ቀf(x) − ∑ 	୬ିଵ
୩ୀ

(ౡ)(ୠ)
୩!

(b −

x)୩ቁ,                                              )۲-۲۱(  
  که در آن

n = ൜[Re(α)] + 1 α ∉ ℕ
α α ∈ ℕ

.            )۲-۲۲(  
 

0يدر حالت خاص وقت < (ߙ)ܴ݁ < وق روابط ف  1
  :نديآ ير در ميبه صورت ز

	ୟେD୶f(x) =ୟ D୶(f(x) − f(a)),          )۲-۲۳(  
	୶େDୠ

f(x) =୶ Dୠ
(f(x) − f(b)).          )۲-۲۴(  
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Re(α) ديفرض کن .۳هيقض > ن فرض يهمچن 0
صدق کند. در  )۲۲-۲( باشدکه در رابطه يا م به گونهيکن

f صورت چنانچه نيا ∈ AC୬[a, b]  آنگاه مشتقات
با همه جا موجود يچپ و راست کاپوتو تقر يمراتب کسر
  :مياست و دار

ߙ اگر الف) ∉ ℕ م ير را خواهيف زيصورت تعار  نيدر ا
  :داشت

	ୟେD୶f(x) =
ଵ

(୬ି)∫ 	୶ୟ
()(୲)

(୶ି୲)ಉషశభ
dt  

=ୟ I୶୬ିf (୬)(x)                               )۲-۲۵(  

	௫ܦఈ݂(ݔ) =
(ିଵ)

(ିఈ) ∫ 	௫
()(௧)

(௧ି௫)ഀషశభ
  ݐ݀

= (−1)୬୶Iୠ
୬ିf (୬)(x)                     )۲-۲۶(  

  
݊  که در آن = [(ߙ)ܴ݁] + 1  

  
ߙ اگرب)  = ݊ ∈ ℕ ميصورت دار نيدر ا:   

	ୟେD୶f(x) = f (୬)(x), 
	୶େDୠ

f(x) = (−1)୬f (୬)(x).               )۲-۲۷(  
  

] ۲۰, ۱۹, ۴, ۳ات اثبات به منابع [يجزئ يبرا برهان.
  .مراجعه شود

  
Re(α) ديفرض کن. ۴جه ينت > ن فرض يو همچن 0
صدق کند، ) ۲۲-۲(باشد که در رابطه  يا به گونه n ميکن

  :مينصورت داريدر ا
	ୟେD୶(x − a)ஒିଵ = (ஒ)

(ஒି)
(x − a)ஒିିଵ  

Re(β) > n,                                     )۲-۲۸(  
	୶େDୠ

(b − x)ஒିଵ = (ஒ)
(ஒି)

(b − x)ஒିିଵ  
Re(β) > n,                                     )۲-۲۹(  

  
  ن يو همچن

	ୟେD୶(x − a)୩ = 0		, 				୶େDୠ
(b − x)୩ = 0  

k = 0,1, … , n − 1.                           )۲-۳۰(  
  
  م: يحالت خاص دار در

	ܦ௫ఈ1 = 0					, 				௫ܦఈ1 = 0             )۲-۳۱(  
  

  ن مشتق يمهم ب يهااز تفاوت يکيتوان  يجه قبل مياز نت
  

کاپوتو  يل و مشتق مرتبه کسريوويمان لير يمرتبه کسر
 يهمانطور که مشاهده شد، مشتق مرتبه کسر د.يرو د

که  يباشد در حال يل عدد ثابت مخالف صفر ميوويمان لير
   .باشد يثابت برابر صفر م يمشتق کاپوتو عدد

  
Re(α) ديفرض کن. ۵لم  > f و 0 ∈ C[a, b] اي  

(f ∈ Lஶ[a, b]) ۲۱[م يصورت دار نيدر ا[:          
α الف) اگر ∈ ℕ و Re(α) ∉ ℕ ميآنگاه دار:  

	ୟେD୶ୟI୶
f(x) = f(x)	,                       )۲-۳۲(  

	
	୶
େDୠ


୶Iୠ
f(x) = f(x). 

  
Re(α) ب) اگر ∈ ℕ و  Im(α) ≠ (قسمت 0

  م:ي) آنگاه دار	α	يموهوم
	ୟେD୶ୟI୶

f(x) =                                )۲-۳۳(  

f(x) − (୶ିୟ)షಉ

(୬ି)
	ୟI୶ି୬ାଵf(aା),  

	୶େDୠ

୶Iୠ
f(x) =                                )۲-۳۴(  

f(x) − (ୠି୶)షಉ

(୬ି)
	୶Iୠ

ି୬ାଵf(bି),  
  

Re(α) ديفرض کن .۶لم  > به  n نيو همچن 0
 د ويصدق نما )۲۲-۲(باشد که در رابطه  يا گونه

f ∈ C୬[a, b] اي (f ∈ AC୬[a, b])صورت  ني، در ا
     :]۲۱[ ميدار

	I୶ୟ
େD୶f(x) = 

f(x) − ∑ 	୬ିଵ
୩ୀ

(ౡ)(ୟ)
୩!

(x − a)୩             )۲-۳۵(  
	௫ܫఈ௫

ܦఈ݂(ݔ) = 

(ݔ)݂ − ∑ 	ିଵ
ୀ

(ೖ)()
!

(ܾ − )          )۲-۳۶(ݔ  
  

0در حالت خاص چنانچه < Re(α) <  و  1
f ∈ C[a, b] اي (f ∈ AC[a, b])مي، دار:  

	ୟI୶ୟ
େD୶f(x) = f(x) − f(a),              )۲-۳۷(  

	୶Iୠ

୶
େDୠ

f(x) = f(x) − f(b). 
  
  ماتريس عملياتي مشتق - ۳

باشد،  ݊ از درجه يا ک چندجملهي u(x) ديفرض کن
 يوبژاک يا ر با چندجملهيرا به صورت ز u(x) توان يم

  :]۲۲[ ب زديتقر
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u(x) = ∑ 	୫
୨ୀ c୨p,୨

(,ஒ)(x) = cϕ(x)    )۳-۱(  
  

 که 
ϕ(x) =
[p,

(,ஒ)(x), p,ଵ
(,ஒ)(x),… , p,୫

(,ஒ)(x)]  
  

   :اندر قابل محاسبهيبه صورت ز c୨ بيآنگاه ضرا
c୨ =

ଵ
୦ౠ
∫ 	 W

(,ஒ)(x)u(x)p,୨
(,ஒ)(x)dx				  

j = 0,1, …                                        )۳-۲(  
  

ان ير بيبه صورت ز ϕ(x) مشتق مرتبه اول بردار
  :شود يم

ୢம(୶)
ୢ୶

= D(ଵ)ϕ(x)                            )۳-۳(  
     
m) مشتق ياتيس عمليک ماتري D(ଵ) که + 1) ×

(m +   :ر استيز به صورت  (1

D(ଵ) = (d୧,୨) = ቊ
Cଵ(i, j) i > j,
0 )۴-۳( ,درغيراينصورت  

 
,Cଵ(i که j) ۲۴،۲۳[ديآ ير بدست ميبه صورت ز:[  

Cଵ(i, j) = 
Lାஒ(i + α + β + 1)(i + α + β + 2)୨(j + α + 2)୧ି୨ିଵΓ(j + α + β + 1)

(i − j − 1)! Γ(2j + α + β + 1)
 

× 	ଷFଶ ൬
−i + 1 + j, i + j + α + β+ 2, j + α + 1
j + α + 2, 2j + α + β + 2 ; 1൰ 

 
 ين برايراجعه شود همچن] م۲۳اثبات به منبع [ ي(برا
به  Fଶ	ଷ	بخصوص يفوق هندس يها يسر يف کليتعر

۱۰۳و صفحات  ۴۱ ، صفحه]۲۴منبع [ − . مراجعه ۱۰۴
  شود.)

  :ميزوج دار m يمثال، برا يبرا
(ଵ)ܦ

=

⎝

⎜
⎜
⎛

0 0 0 ⋯ 0 0
ଵ(1,0)ܥ 0 0 ⋯ 0 0
ଵ(2,0)ܥ ଵ(2,1)ܥ 0 ⋯ 0 0
ଵ(3,0)ܥ ଵ(3,1)ܥ ଵ(3,2)ܥ ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮
,݉)ଵܥ 0) ଵ(݉,1)ܥ ,݉)ଵܥ 2) ⋯ ݉,݉)ଵܥ − 1) 0⎠

⎟
⎟
⎞

 

  
 يمشتق از مرتبه کسر ياتيس عمليماتر - ۱- ۳

  يژاکوب ياچندجمله
   :ميآور يبدست م )۳-۳(با استفاده از رابطه 

ୢம(୶)
ୢ୶

= (D(ଵ))୬ϕ(x),                      )۳-۵(  
  

݊ که ∈   :مياست و دار (ଵ)ܦ سيتوان ماتر ܰ
D(୬) = (D(ଵ))୬, n = 1,2, …               )۳-۶(  

  
p,୧ ديفرض کن .۷لم

(,ஒ)(x) يژاکوب يا چندجمله 
   منتقل شده باشد آنگاه

D୴p,୧
(,ஒ)(x) = 0,				 

i = 0,1,2, … , ⌈v⌉ − 1,				v > 0 
  

  .] مراجعه شود۱۷اثبات به منبع [ يبرا برهان.
 يمشتق با مرتبه کسر ياتيس عملير ماتريه زيقض

را در حالت  )۳-۳(افته رابطه يانتقال  يژاکوب يا چندجمله
  . دهد ينشان م يکل
  

منتقل شده  يبردار ژاکوب ϕ(x) ديفرض کن. ۸ه يقض
v و )۱-۳(ف شده در رابطه يتعر >   باشد. آنگاه 0

D୴ϕ(x) ≃ D(୴)ϕ(x)                         )۳ -۷(  
  

m) مشتق ياتيس عمليماتر D(୴) که + 1) ×
(m+  ر استياز نوع کاپوتو به صورت ز v از مرتبه (1

]۱۷:[  
(௩)ܦ

=

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

0 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 0 ⋯ 0
Δ௩(⌈ݒ⌉,0) Δ௩(⌈ݒ⌉,1) Δ௩(⌈ݒ⌉,2) ⋯ Δ௩(⌈ݒ⌉,݉)
⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
Δ௩(݅, 0) Δ௩(݅, 1) Δ௩(݅, 2) ⋯ Δ௩(݅, ݉)
⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
Δ௩(݉, 0) Δ௩(݉, 1) Δ௩(݉, 2) ⋯ Δ௩(݉,݉) ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

 

  
,݅)Δ௩که ݆) = ∑ 	

ୀ⌈௩⌉ ر يبه صورت ز δ୧୨୩ و  ߜ
 :شود يمحاسبه م

ߜ = 
(−1)ିܮఈାఉି௩ାଵΓ(݆ + ߚ + 1)Γ(݅ + ߚ + 1)Γ(݅ + ݇ + ߙ + ߚ + 1)

ℎΓ(݆ + ߙ + ߚ + 1)Γ(݇ + ߚ + 1)Γ(݅ + ߙ + ߚ + 1)Γ(݇ − ݒ + 1)(݅ − ݇)!
 

×	


ୀ

(−1)݆−1Γ(݆+ (1+ݒ−ߚ+݇+݈)Γ(1+ߙ)Γ(1+ߚ+ߙ+݈
Γ(݈+1+ߚ)Γ(݈+݇+2+ݒ−ߚ+ߙ)(݆− ݈)! ݈!  

  
  .س صفر استياول ماتر سطر D(୴), ⌈v⌉ ن دريهمچن
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 يژاکوب يا چندجمله يليبا استفاده از فرم تحل برهان.
p,୧
(,ஒ)(x) از درجه i ميدار:  

D୴p,୧
(,ஒ)(x) =                                     )۳-۸(  

∑ 	୧
୩ୀ (−1)୧ି୩

(୧ାஒାଵ)(୧ା୩ାାଵ)
(୩ାஒାଵ)(୧ାାஒାଵ)(୧ି୩)!୩!ౡ

D୴x୩  
=
∑ 	୧
୩ୀ⌈୴⌉ (−1)୧ି୩

(୧ାஒାଵ)(୧ା୩ାାଵ)
(୩ାஒାଵ)(୧ାାஒାଵ)(୧ି୩)!୩!ౡ

x୩ି୴  

 
i  که = ⌈v⌉, ⌈v⌉ + 1, . ...  

انتقال  يژاکوب يها يا با چند جمله x୩ି୴	 توان يحال م
  .ب زدير تقريافته به شکل زي

x୩ି୴ ≃ ∑ 	
୨ୀ b୩୨p,୧

(,ஒ)(x)   
  

  که  يبه طور
b୩୨ =

ಉశಊష౬శభ(୨ାஒାଵ)
୦ౠ(୨ାାஒାଵ)

	×                     )۳-۹(  

∑ 	
ୀ

(ିଵ)ೕషభ(ାାఈାఉାଵ)(ఈାଵ)(ାାఉି௩ାଵ)
(ାఉାଵ)(ାାఈାఉି௩ାଶ)

  

  
  :ميدار )۸-۳( ,)۹-۳( يها با استفاده از معادله

D୴p,୧
(,ஒ)(x) = ∑ 	

୨ୀ Δ୴(i, j)p,୧
(,ஒ)(x)		,  

i = ⌈v⌉, ⌈v⌉ + 1, . . . N.                      )۳-۱۰(  
 

 يبه شکل بردار )۱۰-۳(معادله  يسين اساس با بازنويبر ا
   :ميدار

D୴p,୧
(,ஒ)(x) ≃                                )۳-۱۱(  

[Δ୴(i, 0), Δ୴(i, 1), Δ୴(i, 2), . . . , Δ୴(i,N)]ϕ(x),  
  

  توان نوشت ي) م۷ن با توجه به لم (يهمچن
D୴p,୧

(,ஒ)(x) ≃ [0,0,0, … ,0]ϕ(x)			,		 
i = 0,1,2, … , ⌈v⌉ − 1,                      )۳-۱۲(  
 

جه مورد نظر ينت )۱۲-۳( ,)۱۱-۳( يها از معادله يبيبا ترک
  .ديآ يدست م به

v ه قبل اگريدر قض = n ∈ ℕ, ه قبل همان يآنگاه قض
  .دهد يرا م )۶-۳(جه رابطه ينت
  

α اگر. ۹جه ينت = β = ିଵ
ଶ

ه صورت ب  δ୧୨୩باشد، 
  .ر استيز

δ୧୨୩ =
(ିଵ)షౡష౬(୨ାభమ)(୧ା

భ
మ)(୧ା୩)

୦ౠ(୨)(୩ା
భ
మ)(୧)(୩ି୴ାଵ)(୧ି୩)!

   

 

× ∑ 	୨
୪ୀ

(ିଵ)ౠషౢ(୨ା୪)(భమ)(୪ା୩ି୴ା
భ
మ)

ቀ୪ାభమቁ(୪ା୩ି୴ାଵ)(୨ି୪)!୪!
.   

  
افته و يانتقال  يژاکوب يها يا جمله به کمک خواص چند
   :ميدار يانجام محاسبات طولان

δ୧୨୩ = θ୧୨୩ = 
(ିଵ)ౠషౡଶ୧(୧ା୩ିଵ)!(୩ି୴ାభమ)

ౠ౬ቀ୩ା
భ
మቁ(୧ି୩)!(୩ି୴ି୨ାଵ)(୩ା୨ି୴ାଵ)

  

j = 0,1, . . . , N. 
  

  :توان نشان داد يم يسپس به راحت
Δ୴(i, j) = S୴(i, j) = ∑ 	୧

୩ୀ⌈୴ θ୧୨୩,  
  

,θijk با ييآشنا ي(برا ϵ୨ و S୴(i, j) ] ۱۷به مرجع [
 ).رجوع شود

  
α اگر. ۱۰جه ينت = β = L و 0 =  آنگاه باشد، 1

δijk ر استيبه صورت ز.  

δ୧୨୩ =
(ିଵ)షౡ(୨ାଵ)(୧ାଵ)(୧ା୩ାଵ)

୦ౠ(୨ାଵ)(୩ାଵ)(୧ାଵ)(୩ି୴ାଵ)(୧ି୩)!
  

× ∑ 	୨
୪ୀ

(ିଵ)ౠషౢ(୨ା୪ାଵ)(୪ା୩ି୴ାଵ)
(୪ା୩ି୴ାଶ)(୨ି୪)!୪!

  
  

افته و يانتقال  يژاکوب يها يا جمله به کمک خواص چند
   :ميدار يانجام محاسبات طولان

ߜ = ݆݇݅ߠ =	  
(2j + 1)∑ 	୨

୪ୀ
(ିଵ)శౠశౡశౢ(୧ା୩)!(୨ା୪)!

(୧ି୩)!(୩)!(୧ି୴ାଵ)(୨ି୪)!((୪)!)మ(୩ା୪ି୴ାଵ)
  

  
  :توان نشان داد يم يسپس به راحت

Δ௩(݅, ݆) = ∑ 	
ୀ⌈௩ ߠ ,  

  
,θ୧୨୩ با ييآشنا يبرا( ϵ୨ و S୴(i, j) ] ۱۷به مرجع [

  رجوع شود.)
  
هاي عملياتي انتگرال مرتبه کسري  سماتري - ۴

  ليوويل- ريمان
ل يوويل-مانير ياگر عملگر انتگرال کسر .۱۱ف يتعر

v از مرتبه > ف يتعر I୴ را با ϕ(x) يبردار ژاکوب 0
  :ميم آنگاه داريکن



  ۳۸                                                          ۱۳۹۸ مهر و آبان، بيستم، شماره پنجمهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهش فرمحمود بهروزي
 
 

 
  

I୴ϕ(x) ≃ P(୴)ϕ(x)                          )۴-۱(  
  

 ل ازمرتبهيوويل-مانير يکسر ياتيس عمليماتر P(୴) که
v باشد. يم 
  

منتقل شده  يبردار ژاکوب ϕ(x) ديفرض کن .۱۲ه يقض
v و >    باشد آنگاه 0

I୴ϕ(x) ≃ P(୴)ϕ(x)                          )۴-۲(  
 

 ليوويل –مان ير يکسر ياتيس عمليماتر P(୴) که
(m + 1) × (m+ ر يبه صورت ز v از مرتبه (1

  ]:۱۸[ باشد يم
P(୴) =

⎝

⎜
⎜
⎛

Ω୴(0,0, α, β) Ω୴(0,1, α, β) … Ω୴(0,m, α, β)
Ω୴(1,0, α, β) Ω୴(1,1, α, β) … Ω୴(1,m, α, β)
⋮ ⋮ … ⋮
Ω୴(i, 0, α, β) Ω୴(i, 1, α, β) … Ω୴(i, m, α, β)
⋮ ⋮ … ⋮
Ω୴(m, 0, α, β) Ω୴(m, 1, α, β) … Ω୴(m,m, α, β)⎠

⎟
⎟
⎞

  

Ω୴(i, j, α, β) =                                    )۴-۳(  

	
୧

୩ୀ

(−1)୧ି୩Γ(i + β + 1)(i + k + α + β + 1)
Γ(k + β + 1)Γ(i + α + β + 1)(i − k)! Γ(k + v + 1)

× 

	
୨

ୀ

(−1)୨ିΓ(j + f + α+ β + 1)Γ(α + 1)Γ(f + k + v + β + 1)(2j + α + β + 1)j! t୴

Γ(j + α + 1)Γ(f + β + 1)(j − f)! f! Γ(f + k + α + β + v + 2)
 

  
  .مراجعه شود ]۱۸[ به منبع برهان که
  
   حل عددي مساله -۵ 

انتگرال با -ل يفرانسيلات دن بخش ما با معاديدر ا
ر سرو کار ياز نوع کاپوتو به شکل ز يمشتقات مرتبه کسر

  :ميدار
D୴u(x) + ∑ 	୩

୧ୀ g୧(x)D	
౬u(x) =        )۵-۱(  

f(x) + ∫ 	୶ K(x, s)u(s)ds, 0 ≤ x ≤ T,  
  

  هيط اوليو شرا
u(୧)(0) = d୧,				i = 0,1, … , n − 1        )۵-۲(  

  
g୧(x)(i که = 1,… , k) و  f(x) ،توابع معلوم

n − 1 < v ≤ n, 0 < v୩ < v୩ିଵ 		 < ⋯ <
vଵ < v و u(x) و تابعباشد يتابع مجهول م .  Kک ي

,x)} وسته ازيتابع پ s): 0 ≤ s ≤ x ≤ T} به ℝ 
  ن مساله از دو روش استفاده يحل ا يبرا. باشد يم

  

  :کنيم مي
  

مشتق مرتبه  ياتيس عمليروش اول: با استفاده از ماتر
  ]۱۸ ,۱۷[ کاپوتو يکسر

انتگرال مرتبه  ياتيس عمليروش دوم: با استفاده از ماتر
  ليوويل-مانير يکسر

  
 f(x)وu(x) , g(x)  ن روش، توابعيدر ا روش اول:
   :ب زدير تقريرا بصورت ز

u(x) ≃ ∑ 	୫
୨ୀ c୨p,୨

(,ஒ)(x) = cϕ(x),   )۵-۳(  
g୧(x) ≃ ∑ 	୫

୨ୀ g୧,୨p,୨
(,ஒ)(x) = G୧ϕ(x),  )۵-۴(  

f(x) ≃ ∑ 	୫
୨ୀ f୨p,୨

(,ஒ)(x) = Fϕ(x),    )۵-۵(  
  

c کهيبه طور ∈ ℝ(୫ାଵ)×ଵ بردار مجهول و 
G ∈ ℝ(୫ାଵ)×ଵ	 ،F ∈ ℝ(୫ାଵ)×ଵ   بردار معلوم

   :ديآ ير بدست ميباشد که از رابطه ز يم
G୧ = Qିଵ ∫ 	 W

(,ஒ)(x)g୧(x)ϕ(x)dx.    )۵-۶(  
F = Qିଵ ∫ 	 W

(,ஒ)(x)f(x)ϕ(x)dx.    )۵-۷(  
  

   :ميدار )۵- ۳(و  )۷-۳(با استفاده از روابط 
D୴u(x) ≃ cD୴ϕ(x) ≃ cD(୴)ϕ(x)    )۵-۸(  

  
-۵(و  )۵-۵(، )۴-۵(، )۳-۵(ن با استفاده از روابط يبنابرا

ر يبه صورت ز )۱-۵(مساله  يبرا R୫(x) ماندهيباق )۸
  :در خواهد آمد

R୫(x) =
(cD୴ϕ(x) + ∑ 	୩

୧ୀ G୧ϕ(x)cD	
౬ϕ(x)  

−Fϕ(x) − ∫ 	୶ K(x, s)cϕ(s)ds)      )۵-۹(  
   

-۵(در رابطه  )۷-۳(و )۳- ۵( روابط يگذارين با جايهمچن
   :ميدار )۲

u(୨)(0) = cD(୨)ϕ(0) = d୨,				 )۵-۱۰(           
j = 0,1, … , n − 1  

  
۱ينقطه گذاربه کمک روش 

] دستگاه معادلات ۲۵،۱۷ [٨
+m  با يخط ن يد که با حل ايآ يمعادله بدست م1

                                                
1. Collocation Method 
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را بدست آورد  c توان بردار مجهول يم يدستگاه به راحت
 از تابع مجهول يبيتقر )۳-۵(و سپس با استفاده از رابطه 

u(x)  شود. يباشد حاصل م يم يکه جواب مساله اصل  
  

 ير سعير متغييک تغيبا ن روش ابتدا يدر ا روش دوم:
ه صفر يط اوليک مساله با شرايرا به  يشود مساله اصل يم

در مساله  يه مساله اصليط اولين شرايم. بنابراييل نمايتبد
  :ميکن يف مين تعريد صفر خواهد بود. بنابرايجد

z(x) = u(x) − uො(x), )۵-۱۱(                           
 

 )۲-۵(ه يط اوليه در شراباشد ک يمعلوم م يتابع uො(x) که
ن ييلور تعيت يا د و با استفاده از چندجملهينما يصدق م

z(୧)(0) د کهيتوان د يم يشود. به راحت يم = 0	
(i = 0,1, … , n −  )۱۱-۵( يگذارين با جايبنابرا (1

  :ديم رسير خواهيبه مساله ز )۲-۵(و  )۱- ۵(در مساله 
D୴z(x) + ∑ 	୩

୧ୀ gො ୧(x)D୴z(x) = )۵-۱۲(        
fመ(x) + ∫ 	୶ K(x, s)z(s)ds, 0 ≤ x ≤ T,:  
z(୧)(0) = 0,				i = 0,1, … , n − 1, )۵-۱۳(       

 
 و D୴z(x)، gො(x) حال توابع )۱۲-۵(حل مساله  يبرا

fመ(x) ر يافته به صورت زيانتقال  يژاکوب يا را با چندجمله
 :ب زديتقر

D୴z(x) ≃ ∑ 	୫
୨ୀ c୨p,୨

(,ஒ)(x)  
= cϕ(x),                                      )۵-۱۴(  
gො ୧(x) ≃ ∑ 	୫

୨ୀ g୧,୨p,୨
(,ஒ)(x)  

= G୧ϕ(x),                                     )۵-۱۵(  
fመ(x) ≃ ∑ 	୫

୨ୀ f୨p,୨
(,ஒ)(x)  

= Fϕ(x),                                     )۵-۱۶(  
  

G୧ که = [g୧,, … , g୧,୫], و F = [f, … , f୫], 
c بردار معلوم و = [c, … , c୫]  بردار مجهول

 )۱۳-۵(ه يط اوليو شرا ۶باشد. با استفاده از لم  يم
   :جه گرفتيتوان نت يم

z(x) = I୴D୴z(x) + ∑ 	୬ିଵ
୧ୀ

()()
୧!

x୧ =
I୴D୴z(x).                                       )۵-۱۷(  

  
   :ميدار )۱۷-۵(، )۱۴- ۵(و روابط  ۱۱ف يبا استفاده از تعر

z(x) = I୴D୴z(x) ≃ cI୴ϕ(x) ≃
cP(୴)ϕ(x). )۵-۱۸(                                       

  
-۵(و  )۷-۲(و روابط  ۱۱ف ين با استفاده از تعريهمچن

  :ميدار )۱۴
D୴z(x) ≃ cI୴ି୴ϕ(x) ≃
cP(୴ି୴)ϕ(x),		 )۵-۱۹(                                  
i = 0,1, … , k. 

  
 )۱۸-۵(و  )۱۵- ۵(، )۱۴-۵(ن با استفاده از روابط يبنابرا

ر يبه صورت ز )۱۲-۵(مساله  يبرا R୫(x) ماندهيباق
  :خواهد بود

R୫(x) = )۵-۲۰(                                             
(cϕ(x) + ∑ 	୩

୧ୀ G୧ϕ(x)cP(୴ି୴)ϕ(x)  
(ݔ)߶்ܨ− − ∫ 	௫ ,ݔ)ܭ   (ݏ݀(ݏ)߶(௩)்ܲܿ(ݏ

  
، يگذارو روش نقطه )۲۰- ۵(با استفاده از رابطه 

(m + که با حل   شود يجاد ميا يدستگاه معادله خط (1
د. در يآ يبدست م  	cمجهولب ين دستگاه بردار ضرايا

   :ميدار )۱۸-۵( جه از رابطهينت
z(x) = cP(୴)ϕ(x), 
 

 که جواب مساله  u(x) از تابع مجهول يبين تقريهمچن
ر يبه صورت ز )۱۱- ۵(باشد از رابطه  يم )۲-۵(و  )۵-۱(

  :ديآ يبدست م
u(x) = uො(x) + cP(୴)ϕ(x).														 )۵-۲۱(  

  
  نتايج عددي. ۶
ان شده، يب يها روش يزان اثربخشيدادن م نشان يبرا

م. در همه يکن يم يسازادهيچند مثال پ يآنها را بر رو
 کاپوتو استفاده شده است و يها از مشتق کسر مثال
u(x) ق مساله ويرا به عنوان جواب دق u୫(x)  را به

ن يباشند. همچنيمساله م يبيعنوان جواب تقر
α با m مرتبه يژاکوب يها يا چندجمله = β = − ଵ

ଶ
 

  .ميريگ يشف نوع اول) را در نظر ميچب ي(چندجمله ا
ق يها فقط جواب دقاز مثال يلازم به ذکر است در بعض

ح وجود دارد و جواب معادله با يمعادله با مشتق صح
نگونه معادلات يست. در ايدر دسترس ن يمشتق کسر
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را رسم  يمطلق در مشتق مرتبه کسر يتوان خطاينم
ل کردن يوجود ندارد، بلکه با م يقيجواب دق راينمود ز
ح يبه سمت جواب مشتق صح يمشتق کسر يهاجواب

د و از ينما يعمل م يتوان گفت که روش بدرستيم
ق يدق  و جواب يمشتق کسر يبيتقر  جواب يکينزد

و  ييتوان استدلال نمود که روش کارا يح ميمشتق صح
  .دارد يعملکرد خوب

  
 يبا مرتبه کسر يرخطيه غياول مقدار ي مساله .۱مثال 

  ]:۲۶[ديرير را در نظر بگيز

D
ఱ
యu(x) − ∫ 	ଵ (x + t)ଶ[u(t)]ଷdt =     )۶-۱(  


ቀభయቁ
x
భ
య − ୶మ


− ୶

ସ
− ଵ

ଽ
, 0 ≤ x < 1,  

  
u(0) = u′(0) = ن مساله به يق ايجواب دق 0

  ]:۲۶ [ر استيصورت ز
u(x) = xଶ 

  
 يل شده است. نمودارهاله هر دو روش حين مساله بوسيا

m يق برايو جواب دق يبيسه جواب تقريمقا = در  9
روش  يلازم برا يآمده است. زمان محاسبات ۱ يها شکل

ن يان شد. ايب ۱در جدول  (Tଶ) و روش دوم (Tଵ)اول
شف نوع دوم حل ي] با کمک موجک چب۲۶مثال در مقاله [

kين مربع آن برايانگيشه مير يشده است و خطا = 3  

M و = ۱۰از  يمضرب  2
   .است ۷ି

 ]) و ما با هر دو روش با۰و۱ه در بازه[يپا ۲۴(با استفاده از 
=9 m )سه با يدر مقا يب قابل قبوليه) تقريپا ۱۰ يعني

  .ميآن روش بدست آورد
  

ر را در نظر يه زيبا مقدار اول يرخطيغ ي مساله .۲مثال 
  ]:۲۷[ ديريبگ

D
య
రu(x) − ∫ 	୶ xt[u(t)]ସdt = f(x),		     )۶-۲(  

0 ≤ x < 1, u(0) = 0	  
  

  که در آن

f(x) = ଷଶ୶
ఱ
ర

ହቂభరቃ
− ସ୶

భ
ర

ቂభరቃ
− ୶ళ


+ ସ୶ఴ


−

ଷ୶వ

ସ
+ ସ୶భబ

ଽ
− ୶భభ

ଵ
,  

  
  ]:۲۷[باشدير مين مساله به صورت زيق ايجواب دق

u(x) = xଶ − x 
  
 ۲م. شکل يينما ين مساله را با هر دو روش حل ميا

را با روش اول  يبيتقر يهاق با جوابيسه جواب دقيمقا
  دهد. يرا نشان م m 4= و 9 يبرا

  
  ۱مثال  براي m = ۹ با (ܠ)ܕܝ و (ܠ)ܝ : مقايسه۱شکل 

  

  
  روش دوم ب)(روش اول                                                      آ)(

  
  برحسب ثانيه (܂) و روش دوم (܂)با روش اول ۱ثال : زمان محاسباتي براي م۱جدول 

  

݉ ۴  ۹ 

ଵܶ ۲۲۱ ۲۵۴ 

ଶܶ ۲۶۶ ۳۰۸ 
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  با روش اول ۲در مثال   m=4,9براي (ܠ)ܕܝ و (ܠ)ܝ : نمودار مقايسه۲شکل 
  

  
  

  با روش دوم ۲در مثال   m=9براي (ܠ)ܕܝ و (ܠ)ܝ : نمودار مقايسه۳شکل 
  

  
  

  با روش اول ۳براي مثال  m=9 براي (ܠ)ܕܝ و (ܠ)ܝ : مقايسه۴کل ش
  

  
  

 يهاق با جوابيسه جواب دقيمقا ۳ن شکل يهمچن
دهد. در  يرا نشان م m=9 يرا با روش دوم برا يبيتقر

  ريشف نوع دوم با مقادي] روش موجک چب۲۷مقاله [
M , K ن مثال بکار برده شده است يحل ا يمختلف برا

دهد که هر دو روش ينشان م يج عدديسه نتايقاو م
کمتر،  يهاهين مقاله با تعداد پايارائه شده در ا يعدد

ت و ين مزيدهد. که ايبدست م يق تريدق يهاجواب
شف نوع ين دو روش نسبت به روش موجک چبيا يبرتر

  .باشديدوم م

ر را در يز يانتگرال کسر- ليفرانسيد ي معادله .۳مثال 
  ]:۲۶[ديرينظر بگ

D
భ
మu(x) − ∫ 	ଵ xt[u(t)]ସdt =                )۶ -۳(  
ଵ

(ଵ/ଶ)
ቀ଼
ଷ
xଷ/ଶ − 2xଵ/ଶቁ − ୶

ଵଶ
, 0 ≤ x < 1  

  
y(0)ن مساله باشرطيق ايجواب دق =  به صورت  0

u(x) = xଶ − x	 سه جواب يباشد. نمودار مقا يم
 ۴ شکل ق با استفاده از روش اول دريو جواب دق يبيتقر
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u(x) يخطا و نمودار − u୫(x) با m=9  وm=19  با
  .ارائه شده است ۶و  ۵ يها روش دوم در شکل

شف نوع دوم ي] با کمک موجک چب۲۶مثال در مقاله [ نيا
 ين مربع آن برايانگيشه مير يحل شده است و خطا

k = M و 3 = ۱۰از  يمضرب 2
است (با استفاده از  ۵ି

حل  m=9 ]) و ما با روش دوم با۰و۱ه در بازه[يپا ۲۴
مطلق روش  يدهد که خطاينشان م ۵  م. شکلينمود

از  ي]) مضرب۰و۱[ ه در بازهيپا ۱۰ارائه شده (با استفاده از 

۱۰
ن تعداد ين مقدار خطا با ايسه، اياست. در مقام مقا ۳ି
دهد که روش با يباشد و نشان ميمعقول م يه خطايپا

   يلجواب قابل قبو يها و محاسبات کمترهيتعداد پا
  .دهديم
  

ر را در يز يانتگرال کسر- ليفرانسيد ي معادله .۴مثال 
  ]:۲۸[ ديرينظر بگ

D୴u(x) = 1 + 2x − u(x) + x(1 +
2x) ∫ 	୶ e୲(୶ି୲)u(t)dt                         )۶-۴(  

  
y(0)  که = v يق برايو جواب دق1 = برابر است  1
u(x)با = e୶మ .  

ن مساله را حل يا m=9 با استفاده از روش اول و دوم، با
 و ۹۵/۰ و m=9 با u୫(x) و u(x) سهيم، مقايکرد
۹۸/۰=v  سهياول و مقا با روش u(x) و u୫(x) با  

 m=9۹۸/۰ و=v   ارائه شده  ۸با روش دوم در شکل
با روش اول   v=۹۸/۰ و m=9 يمطلق برا ياست. خطا

  .ارائه شده است ۲و روش دوم در جدول 
  

ر يز يانتگرال کسر-ل يفرانسيله دمعاد ي مساله .۵مثال 
  ]:۲۹[ديريرا در نظر بگ

D
ఱ
యy(x) = g(x) − xy(x) +                 )۶-۵(  
ଵ

(.ହ)∫ 	୶ (x − s)ହ.ହ൫y(s)൯
ଷ
ds		, x ∈ [ ۰و۱ ]  

  

y(x) ق به صورتيجواب دق = x
ఱ
య و مقدار باشديم 

g(x) يق جواب حاصل ميمقدار دق ياز حل معادله برا 
با روش اول و m=9  و u୫(x) و u(x) سهيشود. مقا

 يمطلق برا يارائه شده است. خطا ۸دوم در شکل 
m=9  ارائه شده  ۳با روش اول و روش دوم در جدول

روش  يلازم برا ين زمان محاسباتياست. همچن
نشان داده شده  ۴در جدول  (Tଶ) و روش دوم  (Tଵ)اول

  .ستا
  

(ܠ)ܝ : نمودار خطا۵ شکل −   با روش دوم ۳براي مثال m=9  با(ܠ)ܕܝ
  

  
  

(ܠ)ܝ  : نمودار خطا۶شکل  −   با روش دوم ۳براي مثال m=19  با(ܠ)ܕܝ
  

  



 

 ۴۳                                                                     سه آنهايانتگرال کسري و مقا-ليفرانسيجواب معادلات د يل عدديتحل يارائه دو مدل برا
 

   

ܕ : خطاي مطلق با۲جدول =   (۳) و روش دوم (۳)با روش اول ۴براي مثال  ૢ
  

  
  
  
  
  
  

  ۴براي مثال  (ܠ)ܕܝ و (ܠ)ܝ مقايسه :۷شکل
  

  
  (ب) روش دوم                                                   (آ) روش اول                  

  
ر يز يانتگرال کسر-ليفرانسيمعادله د ي مساله .۶مثال 

 ]:۲۹[ ديريرا در نظر بگ

D
ఱ
యy(x) + yᇱ(୶) + xy(x) =                   )۶-۶(  

g(x) + ଵ
ଶ∫ 	୶ (x − s)ଶy(s)ds,  

  

y(x) صورتق بهيجواب دق = ୶
భబ
య

ቀభయయ ቁ
+ ଶ୶

భభ
య

ቀభరయ ቁ
− ୶ర

ଵଶ
 

ق يمقدار دق ياز حل معادله برا g(x) و مقدار باشديم
 u୫(x)  m=9و u(x) سهيشود. مقايجواب حاصل م

  ارائه شده است. ۹با روش اول و دوم در شکل 
را در نظر  ريز يرخطيه غيمقدار اول ي مساله .۷مثال 

  ]:۱ [ديريبگ
D୲ହy(t) = ൫cos(t) − sin(t)൯y(t)  
+t∫ 	୲ sin(s)y(s)ds+ f(t)                   )۶-۷(  

  که
(0)ݕ = 0	  

  و
f(t) = ଶ

(ଶ.ହ)
)tଵ.ହ + ଵ

(ଵ.ହ)
t .ହ + 2t  

−3tcos(t) + tଷcos(t) − tଶsin(t)  
  
y(t) ق آنيو جواب دق باشديم = tଶ + t باشديم:  

روش اول و دوم  يبرا m=9 با y୫(t) و y(t) سهيمقا
با روش اول m=4,9  يمطلق برا يو خطا ۱۰در شکل
 يبين که خطا جواب تقريا ارائه شده است. ۵ در جدول

۱۰از  يمضرب
دهد که ينان خاطر مياست، به ما اطم ۳ି

توان به آن اعتماد يد و مينمايعمل م يروش بدرست
  .نمود

  
  (۳) و روش دوم (۳) با روش اول ۵براي مثال m=9  : خطاي مطلق با۳جدول 

  
  
  
  
  
  

E2 E1 0.98=v  
6.67875 × 10ିସ 6.78998 × 10ିସ 0.1=x 
3.74314 × 10ିଷ 3.72515 × 10ିଷ 0.3=x 
8.2422 × 10ିଷ 1.13288 × 10ିଶ 0.6=x 
2.04057 × 10ିଷ 2.04401 × 10ିଶ 0.8=x 

E2 E1  
4.42189 × 10ିସ 5.63281 × 10ିସ 0.1=x 
4.25731 × 10ିଷ 8.32659 × 10ିଷ 0.3=x 
7.54126 × 10ିଷ 4.51231 × 10ିଶ 0.6=x 
1.53912 × 10ିଶ 3.0124 × 10ିଶ 0.8=x 
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  هي) بر حسب ثانT2) و روش دوم (T1( با روش ۵مثال  يبرا يزمان محاسبات :۴ جدول
  

݉ ۴  ۹  
ଵܶ ۲۵۸ ۳۹۳ 

ଶܶ  ۲۳۵  ۳۲۱ 
  

  ۵مثال  يبرا m=9 با (ܠ)ܕܝ و (ܠ)ܝ سهي: مقا۸ شکل
  

  
  روش دوم )(ب                                                                روش اول (آ)

  
  

نظر را در ريز يرخطيه غيمقدار اول ي مساله .۸مثال 
  :]۱[ديريبگ

D୶ହu(x) = g(x)u(x) + f(x) +
√x∫ 	୶ uଶ(t)dt                                      )۶ -۸(  
g(x) = 2√x + 2x

య
మ − ቀ√x + x

య
మቁ ln(1 + x)		,  

f(x) = ଶ୰ୡୱ୧୬୦√୶
√√ଵା୶

− 2x
య
మ,  

  
u(0) که = u(x) ق آنيو جواب دق 0 =

ln(1 + x) ن مساله را با استفاده از روش يباشد. ا يم
 و u(x) انيسه ميحل شده و مقا  m=9اول و دوم، با

u୫(x) با  m=9۱۱ روش اول و دوم در شکل يبرا 
روش  يلازم برا يارائه شده است. بعلاوه زمان محاسبات

نشان داده شده  ۶در جدول  (Tଶ) و روش دوم  (Tଵ)اول
 ي] با استفاده از روش هم مکان۱ن مثال در مقاله [ياست. ا

از  يضربم N=4 يمم خطا برايحل شده است و ماکز

۱۰
در روش  m=9 يج ارائه شده براينتا ياست. خطا ۲ି

۱۰از  ياول مضرب
۱۰از  يو در روش دوم مضرب ۲ି

ି۳ 
همانند  يين دو روش، کارايدهد ايباشد که نشان ميم

  .] دارند۱روش مقاله [

  
  ۶مثال يبرا m=9 با (ܠ)ܕܝ و (ܠ)ܝ سهي: مقا۹ لشک

  

  
  روش دوم (ب)                                                               روش اول (آ)
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  از روش اول  ۷مثال  يبرا m=4,9 مطلق با ي: خطا۵ جدول
  

9 4 m 
2.6936 × 10ିଷ 5.12349 × 10ିଷ 0.1=x 
4.25731 × 10ିଷ 8.07784 × 10ିଷ 0.3=x 
3.39864 × 10ିଷ 1.31722 × 10ିଷ 0.5=x 
4.50265 × 10ିଷ 8.18285 × 10ିଷ 0.8=x 

  
 يکسر يخطريانتگرال غ -ليفرانسيد ي  معادله .۹مثال 

  ]:۲۷[ ديرير بگر را در نظيز
D୴u(x) + ∫ 	୶ [u(s)]ଶds = f(x)  
0 ≤ x < 1,				1 < v ≤ 2,                      )۶ -۹(  
y(0) = 0	, y′(0) = 1   

  و

f(x) = sinh(x) + ଵ
ଶ
cosh(x)sinh(x) − ୶

ଶ
  

  
 برابراست باv=2  يق آن برايباشد و جواب دق  يم

u(x) = sinh(x) باشد. يم  

  ۷مثال  يبرا  m=9با (ܜ)ܕܡ و (ܜ)ܡ سهي: مقا۱۰ شکل
  

  
  روش دوم (ب)                                                                       روش اول (آ)

  
  هيبرحسب ثان (܂) و روش دوم (܂) اول با روش ۸ مثال يبرا يزمان محاسبات :۶ جدول

  
݉ ۴  ۹  

ଵܶ ۲۶۸ ۴۰۳ 

ଶܶ  ۲۲۳  ۳۷۵ 
  

  ۸مثال  يبرا m=9 با (ܠ)ܕܝ و (ܠ)ܝ سهي: مقا۱۱ شکل
  

          
  روش دوم (ب)                                                                       روش اول (آ)
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 ۱۲ م. شکليينما يل من مساله را با هر دو روش حيا
 و m=9 يبرا يبيتقر يهاق با جوابيسه جواب دقيمقا
۹/۹۸،۱/۹۹،۱/۱=  v با روش اول و روش دوم را نشان
 v=2و m=9 مطلق با ير خطاين مقاديدهد. همچن يم

ارائه  ۷ با روش اول و روش دوم در جدول ۹مثال  يبرا
در  سه روش ارائه شدهياشده است. به منظور انجام مق

شف نوع ين مثال را با روش موجک چبي] که ا۲۷مقاله [

  M=2و k=3 يتوان گفت که برايدوم حل نموده م

۱۰از  يخطا مضرب
ه)، يپا ۲۴با کمک  يعني( باشديم ۳ି

ه در هر دو روش خطا يپا ۱۰ن مقاله با استفاده از يامادر ا

۱۰از  يمضرب
ه يدهد که با تعداد پايم است که نشان ۳ି

  .افتي يتوان جواب مشابهيکمتر م

  
  ۹مثال  يبرا = m=9 ۹/۹۸،۱/۹۹،۱/۱v با (ܠ)ܕܝ و (ܠ)ܝ سهيمقا :۱۲ شکل

  

  
  روش دوم (ب)                                                                       روش اول (آ)

  
  (۳)و روش دوم (۳)با روش اول ۹مثال  يبرا v=2و m=9 مطلق با يخطا :۷ جدول

  

  
  
  
  
  
  
  يريگجهينت - ۷

 يا چندجمله يها هيپا ياتيعمل يها سيماتر ن مقاله،يدر ا
انتگرال با مرتبه  يعملگرها يافته برايال انتق يژاکوب
کاپوتو  يل و مشتق با مرتبه کسريوويل -مان ير يکسر
حل  يح داده شده است. سپس دو روش برايتوض

با استفاده  يرخطيو غ يل چندگانه خطيفرانسيمعادلات د
افته مطرح شد. يانتقال  يژاکوب يا چندجمله يها شهياز ر

کاپوتو و  يمشتق کسر ياتيس عمليدر روش اول از ماتر
 يانتگرال کسر ياتيس عمليدر روش دوم با کمک ماتر

د. در هر دو روش با استفاده از يل استفاده گرديوويمان لير
 يخط يک دستگاه معادلات جبريبه  يگذارک نقطهيتکن

بدست آمده نشان  يج عدديد. نتايم رسيخواه يرخطيا غي

که جواب آنها  ييل هايفرانسيمعادلات د يدهد که برا يم
باشد بهتر است از روش اول يم يابصورت چند جمله

 ييدقت بالا ياکم چندجمله يرا با درجهياستفاده شود ز
 يکه جواب يخطريغ يد. اما در معادلاتيآيبدست م

دارند بهتر است که روش  يا مثلثاتي يبصورت توابع متعال
ه هر دو روش ب ين با بررسيدوم بکار گرفته شود. همچن

 يدارند و برايافته شد که هر دو روش پايجه دست ينت
ده قابل اعتماد يچين و معادلات پيانجام محاسبات سنگ

  باشند.يم

E2  E1 m 
1.19482 × 10ିହ 1.49744 × 10ିହ 0.1=x  
1.41267 × 10ିସ 1.5202 × 10ିସ 0.3=x 
2.79892 × 10ିସ 1.46057 × 10ିଷ 0.5=x 
9.40075 × 10ିଷ 9.37089 × 10ିଷ 0.8=x 



 

 ۴۷                                                                     سه آنهايانتگرال کسري و مقا-ليفرانسيجواب معادلات د يل عدديتحل يارائه دو مدل برا
 

   

  منابعهرست ف
 
[1] M.R. Eslahchi , Mehdi Dehghan , M. 
Parvizi, Application of the collocation 
method for solving nonlinear fractional 
integro-differential equations, Applied 
Mathematics 257 (2014) 105–128. 
 
[2] K. Oldham, J. Spanier, The Fractional 
Calculus. Theory and Applications of 
Differentiation and Integration to 
Arbitrary Order, in: Mathematics in 
Science and Engineering, Academic 
Press, 1974. 
 
[3] I. Podlubny, Fractional Differential 
Equations, Academic Press, New York, 
NY, USA, 1999. 
 
[4] A. A. Kilbas, H. M. Srivastava, J. J. 
Trujillo, Theory and Applications of 
Fractional Differential Equations, 
Elsevier, San Diego, Calif, USA, 2006. 
 
[5] S. Momani, N.T. Shawagfeh, 
Decomposition method for solving 
fractional Riccati differential equations, 
Appl. Math. Comput. 182, 2006, 1083-
1092. 
 
[6] S. Momani, M.A. Noor, Numerical 
methods for fourth-order fractional 
integro-differential equations, Appl. 
Math. Comput. 182, 2006, 754-76 
 
[7] V. D. Gejji, H. Jafari, Solving a multi-
order fractional differential equation, 
Appl. Math. Comput. 189, 2007, 541-548. 
 
[8] S. S. Ray, K. S. Chaudhuri, R. K. 
Bera, Analytical approximate solution of 
nonlinear dynamic system containing 
fractional derivative by modified 
decomposition method, Appl. Math. 
Comput. 182, 2006, 544-552. 
 
[9] Q. Wang, Numerical solutions for 
fractional KdV-Burgers equation by 

Adomian decomposition method, Appl. 
Math. Comput. 182, 2006, 1048-1055. 
 
[10] M. Inc, The approximate and exact 
solutions of the space - and time-
fractional Burgers equations with initial 
conditions by variational iteration 
method, J. Math. Anal. Appl. 345, 2008, 
476-484. 
 
[11] S. Momani, Z. Odibat, Analytical 
approach to linear fractional partial 
differential equations arising in fluid 
mechanics, Phys. Lett. A 355, 2006, 271-
279. 
 
[12] Z. Odibat, S. Momani, Application 
of variational iteration method to 
nonlinear differential equations of 
fractional order, Int. J. Nonlinear Sci. 
Numer. Simul. 7, 2006, 271-279. 
 
[13] S. Momani, Z. Odibat, Homotopy 
perturbation method for nonlinear partial 
differential equations of fractional order, 
Phys. Lett. A 365, 2007, 345-35 
 
[14] N. H. Sweilam, M. M. Khader, R. F. 
Al-Bar, Numerical studies for a multi-
order fractional differential equation, 
Phys. Lett. A 371, 2007, 26-33. 
 
[15] I. Hashim, O. Abdulaziz, S. Momani, 
Homotopy analysis method for fractional 
IVPs, Commun. Nonlinear Sci. Numer. 
Simul. 14, 2009, 674-684. 
 
[16] E. A. Rawashdeh, Numerical 
solution of fractional integro-differential 
equations by collocation method, Appl. 
Math. Comput. 176, 2006, 1-6. 
 
[17] E. H. Doha, A. H. Bhrawy, S. S. Ezz-
Eldien, A new Jacobi operational matrix 
:an application for solving fractional 
differential equations, Appl. Math. 
Model. 36, 2012, 4931-4943. 
 
[18] A. H. Bhrawy, M. M. Tharwat, M.  
 



  ۴۸                                                          ۱۳۹۸ مهر و آبان، بيستم، شماره پنجمهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهش فرمحمود بهروزي
 

 

 

A. Alghamdi, A new operational matrix 
of fractional integration for shifted Jacobi 
polynomials, Bull. Malays. Math. Sci. 
Soc, 2013. 
 
[19] R. Hilfer, Applications of fractional 
calculus in physics, World Scientific 
Publishing Co. Inc. River Edge, NJ, 200 
 
[20] D. Baleanu, K. Diethelm, E. Scalas, 
J. J. Trujillo, Fractional Calculus Models 
and Numerical Methods, Series on 
Complexity, Nonlinearity and Chaos, 
World Scientific, Hackensack, NJ, USA, 
2012. 
 
[21] M. Alipour, Numerical solution for 
fractional differential equations and 
optimal control problems, PhD Thesis, 
2013. 
 
[22] E. Kreyszig, Introductory functional 
analysis with applications, John Wiley 
and Sons Incorporated, 1978. 
 
[23] E. H. Doha, On the construction of 
recurrence relations for the expansion and 
connection coefficients in series of Jacobi 
polynomials, J. Phys. A Math. Gen. 37, 
2004, 657-675. 
 
[24] Y. Luke, The special functions and 
their approximations, Academic Press, 
New York, 1969. 
 
[25] C. Canuto, M. Y. Hussaini, A. 
Quarteroni, T. A. Zang, Spectral Methods 
in Fluid Dynamic, Prentice-Hall, 
Englewood Cliffs, NJ, 1988. 
 
[26] Li Zhu , Qibin Fan, Solving 
fractional nonlinear Fredholm integro-
differential equations by the second kind 
Chebyshev wavelet, Commun Nonlinear 
Sci. Numer Simulat. 17 ,2012, 2333–
2341. 
 
[27] Li Zhu , Qibin Fan, Numerical 
solution of nonlinear fractional-order 

Volterra integro-differential equations by 
SCW, Commun Nonlinear Sci Numer 
Simulat. 18 ,2013, 1203–1213. 
 
[28] Y. Yang,Y. Chen, Y. Huang, 
Convergence Analysis of the Jacobi 
Spectral-Collocation Method for 
Fractional Integro-Differential Equations, 
Acta Mathematica Scientia. 2014,673–69 
 
[29] S. Mashayekhi, M. Razzaghi, 
Numerical solution of nonlinear fractional 
integro-differential equations by 
hybridfunctions,Engineering Analysis 
with Boundary Elements. 56,2015,81–89. 
 
 




