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 مقدمه - ۱
  کراندار يآرنز نشان داد که نگاشت دو خط

݂:ܺ × ܻ →    نرمدار عموماً يفضاها يرو ܼ
و  ∗∗∗݂ يدو خط يهاتبه نگاش يمتفاوت يهاعيتوس

݂௥∗∗∗௥ ݂ها برابر باشند عين توسيکه اي. زمان[2]دارند 
شود يده ميآرنز منظم نام  ܣشود. جبر باناخيآرنز گفته م

(دوگان دوم  ᇱᇱܣيرو ∇و  	∆ف شدهيهرگاه دو ضرب تعر
  	) برابر باشند.ܣ

 يشکيمدول باشد محمدزاده و و-ܣ،	ܺنرمدار  ياگر فضا
آرنز منظم بدست آورده و به  يبرا ياريمع [8]در مقاله 

ن ياند. در اارائه داده ܣآرنز منظم  يبرا يدنبال آن معادل
ܺمقاله = - ܣ(جبر باناخ با ضرب آرنز) به عنوان   ᇱᇱܣ

 يبرا ياريمدول در نظر گرفته شده و به طور مشابه مع
:ܶآرنز منظم نگاشت  ܣ × ᇱᇱܣ →   بدست  ᇱᇱܣ

آرنز  يبرا ين معادلي)، و همچن۱. ۲ه يم (قضيآوريم
   يار فوق را برايسپس مع م.يدهيارائه م ᇱᇱܣمنظم 

مدول بکار -ܣبه عنوان باناخ  ᇱᇱܣ يمدول يهاعمل
(مجهز با هر دو  ᇱᇱܣاز  يمدول يهام و به عمليريگيم

 نيم. به ايدهيارتقا م  (ହ)ܣو ᇱᇱᇱܣ يضرب آرنز) رو
ج ياز نتا يم بعضيکه تعم ۳. ۳و  ۱. ۳ يهاق گزارهيطر

[	3,   م.يدهياست ارائه م [6
دوم  يالحاق ᇱᇱܣمدول -ܣباناخ  يبرا

:∗∗ܦ ,	∗∗ܣ) ∆	) → ᇱᇱ(	ᇱᇱᇱܣ) 	 = از مشتق  	(ହ)ܣ
:ܦ ܣ →  يطياست و تحت شرا ܦاز  يعيتوس ᇱᇱᇱܣ

است. در مقاله  ک مشتقيز يخود ن ∗∗ܦم يدهينشان م
ᇱᇱܣحالت خاص  ين مساله را برايلز ايد [6] = ، ܣ

ک مشتق ي ∗∗ܦمورد مطالعه قرار داده و نشان داد که 
(	ᇱᇱܣ)∗∗ܦاست اگر و تنها اگر ∙ ᇱᇱܣ ⊆  ᇱܣ

ቂ6, 1. مشتق  يبرا يجيسپس در انتها نتا ቃ	قضيه	7
:ܦ ܣ → از  يميمم. در واقع به تعيورآيبدست م ᇱᇱᇱܣ

 يتواند برايخواننده م م.يپردازيم 	[3]	و	[6]ج ينتا
 رجوع کند. [4]ه به يو موارد پا ياصطلاحات علم

ᇱܽ يجبر باناخ باشد. برا ܣم يفرض کن ∈ و  ᇱܣ
ܨ ∈ ف ير تعريبه صورت ز ᇱܣدر  ܨᇱܽو  ᇱܽܨ، ᇱᇱܣ

  شوند:يم
< ܽ, ᇱܽܨ >	=	< ܽᇱܽ, ܨ >   
< ܽ, ܽᇱܨ >	=	< ܽܽᇱ, ܨ > 	 (ܽ ∈   (ܣ

,ܨ ين برايهمچن ܩ ∈ به  ᇱᇱܣدر  ܩ∇ܨو  	ܩ∆ܨ،ᇱᇱܣ
  شوند:يف مير تعريصورت ز

< ܽᇱ	, ܩ∆ܨ >	=		< ,ᇱܽܩ ܨ >  
< ܽᇱ	, ܩ∇ܨ >	=		< ܽᇱܨ	, ܩ > 		 (ܽᇱ ∈   (ᇱܣ

  
اناخ ک جبر بي ∇و  ∆ب با هر دو ضرب يبه ترت ᇱᇱܣ

  است.
 ياول و دوم آرنز رو يهاب ضربيها به ترتن ضربيا

شود اگر يده ميآرنز منظم نام ܣشود. جبر يده مينام ᇱᇱܣ
بر هم منطبق باشند. خواننده  ∇و  ∆ يهاهردو ضرب

و  [9]آرنز به  يهاشتر از ضربياطلاعات ب يبرا
 يدوگان جبرها ين در مورد مسئله آرنز منظم رويهمچن

  رجوع کند.  [5]تواند به ياخ مبان
ک يبا هر  (ସ)ܣجبر باناخ باشد,به وضوح  ܣم يفرض کن

ن جبرها به يک جبر باناخ است. اير ياز چهار ضرب آرنز ز
   :شونديان مير بيصورت ز

൫ܣ(ସ), ∆∆൯ = ,ᇱᇱܣ)) ∆)ᇱᇱ, ∆)	  
൫ܣ(ସ), ∆∇൯ = ,ᇱᇱܣ)) ∆)ᇱᇱ, ∇)	  
൫ܣ(ସ), ∇∆൯ = ,ᇱᇱܣ)) ∇)ᇱᇱ, ∆)	   
൫ܣ(ସ), ∇∇൯ = ,ᇱᇱܣ)) ∇)ᇱᇱ, ∇)	   

  
࡭:ࢀآرنز منظم نگاشت  يبررس- ۲ × ᇱᇱ࡭ →    ᇱᇱ࡭

- ܣباناخ  ᇱᇱܣمدول باشد، آنگاه -ܣباناخ  ܣم يفرض کن
مدول چپ و -ܣباناخ  ᇱᇱܣم يمدول است. حال فرض کن

ܶ: ܣ × ᇱᇱܣ →  يلحاقباشد. ا ينگاشت دو خط ᇱᇱܣ
ᇱᇱᇱܣ	:∗ܶ × ܣ →   شود:يف مير تعريبه صورت ز ᇱᇱᇱܣ

< ܶ∗(ܽᇱᇱᇱ, ܽ)	, 	ܾᇱᇱ >  
=	< 	ܽᇱᇱᇱ, ܶ(ܽ, ܾᇱᇱ) >	  

  
ܽکه در آن  ∈ ,ܣ ܾᇱᇱ ∈ ᇱᇱᇱܽو  ᇱᇱܣ ∈ ن يهمچن ᇱᇱᇱܣ

باشد. با قرار دادن يز مين يک نگاشت دو خطي
ܶ∗∗ = :∗∗ܶنگاشت  ∗(∗ܶ) (ସ)ܣ 	× ᇱᇱᇱܣ →  ᇱܣ

  شود: يف مير تعريبه صورت ز
< ܶ∗∗൫ܽ(ସ), ܽᇱᇱᇱ൯, ܾ >  
=	< ܽ(ସ), 	ܶ∗(ܽᇱᇱᇱ, ܾ) >	  

  
ܾکه در آن  ∈ ᇱᇱᇱܽ	, ܣ ∈ (ସ)ܽو ᇱᇱᇱܣ ∈ . (ସ)ܣ

  م:يمشابها دار
ᇱᇱܣ	:∗∗∗ܶ (ସ)ܣ× →     (ସ)ܣ
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  شود:يف ميتعر ريکه به صورت ز
< ܶ∗∗∗൫ܽᇱᇱ	, ܽ(ସ)൯	, ܽᇱᇱᇱ >  
=	< ܽᇱᇱ, 	ܶ∗∗(ܽ(ସ), ܽᇱᇱᇱ) >		  

  
ᇱᇱܽ	که در آن  ∈ ܽᇱᇱᇱ	ᇱᇱ ,ܣ ∈ (ସ)ܽو  ᇱᇱᇱܣ ∈  (ସ)ܣ

 شوند.يف ميتعر ∗∗∗∗∗ܶو  ∗∗∗∗ܶمشابه  يحال با روند
ܽ يم، براييگو ܶرا نگاشت جابجاگر  ௥ܶنگاشت  ∈  ܣ

ᇱᇱܽو  ∈ :௥ܶکراندار  ينگاشت دو خط ᇱᇱܣ ᇱᇱܣ ×
ܣ → ,௥(ܽᇱᇱܶبه صورت  ᇱᇱܣ ܽ) = ܶ(ܽ	, 	ܽᇱᇱ) 

  شود.يف ميتعر
,ܽ يبرا ܾ ∈ ,(௡)ܽو  ܣ ܾ(௡) ∈  يالحاق (௡)ܣ

ܶ௥∗: ᇱᇱᇱܣ × ᇱᇱܣ → ف ير تعريبه صورت ز ௥ܶاز  ᇱܣ
  شود:يم

< ܶ௥∗(ܽᇱᇱᇱ, ܽᇱᇱ), ܾ >  
=	< ܽᇱᇱᇱ	, ܶ௥(ܽᇱᇱ, ܾ) >   

  
:∗∗௥ܶ يالحاق ᇱᇱܣ × ᇱᇱᇱܣ → ز به ين ∗௥ܶاز  ᇱᇱᇱܣ

 شود:يف مير تعريصورت ز
< ܶ௥∗∗(ܽᇱᇱ, 	ܽᇱᇱᇱ)	, 	ܾᇱᇱ >	=  
	< ܽᇱᇱ, 	ܶ௥∗(ܽᇱᇱᇱ, 	ܾᇱᇱ) 	>  

  
:∗∗∗௥ܶ يالحاق (ସ)ܣ × ᇱᇱܣ → ز ين ∗∗௥ܶاز  (ସ)ܣ

  شود:يف مير تعريمشابها به صورت ز
< ܶ௥∗∗∗൫ܽ(ସ), ܽᇱᇱ൯	, ܽᇱᇱᇱ >	=	  
< ܽ(ସ), 	ܶ௥∗∗(ܽᇱᇱ, ܽᇱᇱᇱ) 	>  
 

ب از يبه ترت ∗∗∗∗∗௥ܶو  ∗∗∗∗௥ܶ يبه روش مشابه الحاق
ܶ௥∗∗∗  ܶو௥∗∗∗∗ شود.يساخته م	  
 يکه براياست به طور ܶاز  ييکتايع يتوس ∗∗∗ܶنگاشت 

ᇱᇱ෢ݕهر  ∈ ,∙)∗∗∗ܶ ، (ସ)ܣ وسته باشد. يپ - ∗ݓ (ᇱᇱ෢ݕ
ܽ	،هر  ين برايهمچن ∈  - ∗ݓ (∙,ܽ)∗∗∗ܶ	 		ܣ

:௥∗∗∗௥ܶن همانند فوق يوسته است همچنيپ ᇱᇱܣ ×
(ସ)ܣ → که ياست به طور ܶاز  ييکتايع يز توسين (ସ)ܣ
ܶ௥∗∗∗௥(ܽᇱᇱ,∙) هر  يبرا	ܽᇱᇱ ∈ ,∙)௥∗∗∗௥ܶو ᇱᇱܣ ොܽ) 

ොܽهر يز براين ∈ ثابت  يوسته است. به آسانيپ -∗ݓ، 	ܣ
  شود کهيم

ܶ∗∗∗൫ܽᇱᇱ, ܾ(ସ)൯ =
			_∗ݓ limఈ limఉ ܶ൫ܽఈ , ܾఉ

ᇱᇱ൯	  
  و

ܶ௥∗∗∗௥൫ܽᇱᇱ, ܾ(ସ)൯  
_∗ݓ	= limఉ limఈ ܶ൫ܽఈ	, ܾఉ

ᇱᇱ൯			  
  

ఉܾ)و (ఈܽ)که در آن 
ᇱᇱ)  در  ييهاب نتيبه ترت

ف يضع يدر توپولوژ (ସ)ܾو  ᇱᇱܽ	همگرا به  	ܣ	و	ᇱᇱܣ	
  ستاره هستند. 

  شود هرگاهيده ميز منظم نامآرن ܶنگاشت 
ܶ∗∗∗ = ܶ௥∗∗∗௥.  

 يبرا ياريم که معيکنين بخش شروع ميا يه اصليبا قض
  کند.يرا فراهم م يآرنز منظم نگاشت دوخط

  
 جبر باناخ و نگاشت ܣم يفرض کن .۱-۲ه يقض

ܶ: ܣ × ᇱᇱܣ → چپ باشد موارد  يبا ضرب مدول ᇱᇱܣ
  ر معادلند:يز

  ظم استآرنز من ܶالف) 
∗∗∗∗ܶب)  = ܶ௥∗∗∗∗∗௥   
,	ᇱᇱᇱܣ)∗∗∗∗ܶج)  (ᇱᇱܣ	 ⊆    ᇱᇱᇱܣ

ܽ يد) نگاشت خط → ܶ∗(ܽᇱᇱᇱ, ܽ): ܣ →  يبرا ᇱᇱᇱܣ
ᇱᇱᇱܽ	هر  ∈   فشرده است. فاًيضع ᇱᇱᇱܣ

,م ي. فرض کنبرهان ܽᇱᇱ ∈ ᇱᇱ ܾ(ସ)ܣ ∈ و  (ସ)ܣ
ܿ(ହ) ∈ ᇱᇱᇱܿ	هر  ي. برا(ହ)ܣ ∈ اگر ( الف) برقرار  ᇱᇱᇱܣ

  باشد آنگاه 
< ܶ∗∗∗∗൫ܿ(ହ)	, 	ܽᇱᇱ൯	, ܾ(ସ) >  
=	< ܿ(ହ)	, 	ܶ∗∗∗൫ܽᇱᇱ, ܾ(ସ)൯ >		  
=< ܿ(ହ)	, 	ܶ௥∗∗∗௥൫ܽᇱᇱ	, ܾ(ସ)൯ >  
=< ܿ(ହ)	, ܶ௥∗∗∗൫ܾ(ସ), ܽᇱᇱ൯ >  
=< ܽᇱᇱ, 	ܶ௥∗∗∗∗൫ܿ(ହ)	, ܾ(ସ)൯ >	  
=< ܶ௥∗∗∗∗∗൫ܽᇱᇱ, ܿ(ହ)൯, ܾ(ସ) >  

  
∗∗∗∗ܶ ين ادعايبنابرا = ܶ௥∗∗∗∗∗௥ .ثابت شده است  

کند يم يرويت پين واقعياز ا مفهوم (الف) به (ج) صراحتاً
  که 

ܶ∗∗∗∗(ܽᇱᇱᇱ, ܾᇱᇱ) = ܶ௥∗∗∗∗∗(ܾᇱᇱ, ܽᇱᇱᇱ)  
= ܶ௥∗∗∗∗∗|ܣᇱᇱ × ,ᇱᇱᇱ(ܾᇱᇱܣ ܽᇱᇱᇱ)	  
= ܶ௥∗∗(ܾᇱᇱ, ܽᇱᇱᇱ) ∈   	ᇱᇱᇱܣ

  
  باشد. يبند (ج) معادل (د) است و واضح م

ܮم يده قرار بعلاوه اگر = ܶ∗(ܽᇱᇱᇱ, .   ، آنگاه(
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∗∗ܮ = ܶ∗∗∗∗(ܽᇱᇱᇱ, . د. حال يآيبدست م يبه آسان (
فشرده  فاًيضع ܮه کند کيم يرويت پين واقعيجه از اينت

(ᇱᇱܣ)∗∗ܮاست اگر و تنها اگر  ⊆   .ᇱᇱᇱܣ
م يفرض کن اثبات (ج) به (الف) يبرا

,ᇱᇱᇱܣ)∗∗∗∗ܶ (ᇱᇱܣ ⊆ ఉܾ)و (ఈܽ)و  ᇱᇱᇱܣ
ᇱᇱ)   به

در  (ସ)ܾو  ᇱᇱܽ	همگرا به  	ܣ	و	ᇱᇱܣ	در  ييهاب نتيترت
  گاهف ستاره باشند آنيضع يتوپولوژ

< ܶ∗∗∗൫ܽᇱᇱ, ܾ(ସ)൯	, ܿᇱᇱᇱ >  
=		< ܶ∗∗∗∗(ܿᇱᇱᇱ, ܽᇱᇱ)	, ܾ(ସ) >  
=	 limఉ < ܶ∗∗∗∗(ܿᇱᇱᇱ, ܽᇱᇱ)	, ܾఉ

ᇱᇱ >	  
=	 limఉ < ܶ∗∗∗൫ܽᇱᇱ, ܾఉ

ᇱᇱ൯	, ܿᇱᇱᇱ >				  
=	 limఉ < ܽᇱᇱ, 	ܶ∗∗൫ܾఉ

ᇱᇱ, 	ܿᇱᇱᇱ൯ >		  
=	 limఉ limఈ < ܶ∗∗൫ ఉܾ

ᇱᇱ	, ܿᇱᇱᇱ൯	, 	ܽఈ >			  

=	< ܶ௥∗∗∗௥൫ܽᇱᇱ, ܾ(ସ)൯	, 	ܿᇱᇱᇱ >							  
  

آرنز بوده و اثبات راکامل  ܶ	 ن است کهين منتج به ايو ا
    �کند.يم

ر را يج زي، نتا۱-۲ه يک کاربرد نخست از قضيبعنوان 
  . [6]م يدهيم ارائه

  
جبر باناخ و نگاشت  ܣم يفرض کن .۲- ۲لم 

ܶ: ܣ × ᇱᇱܣ → چپ باشد موارد  يبا ضرب مدول ᇱᇱܣ
  ر معادلند:يز

  آرنز منظم اند ∗௥ܶو  ܶالف) 
௥∗௥∗∗∗ܶب)  = ܶ௥∗௥∗∗∗  
,	(ହ)ܣ)∗∗∗∗ܶج)  (ᇱᇱܣ	 ⊆   ᇱᇱᇱܣ

  
  ست.ا يهي. مفهوم (الف) به (ب) بدبرهان

∗∗∗∗ܶاگر (ب) برقرار باشد آنگاه  = ܶ௥∗௥∗∗ بعلاوه .
, هر يبرا ܽᇱᇱ ∈ ᇱᇱ ܾ(ସ)ܣ ∈ ᇱᇱᇱܿو  (ସ)ܣ ∈   :ᇱᇱᇱܣ

< ܶ∗∗∗∗൫ܽ(ହ)	, ܾᇱᇱ൯	, 	ܿᇱᇱ >  
=		< ܶ∗∗∗௥∗௥൫ܿᇱᇱ, ܽ(ହ)൯	, ܾᇱᇱ >					  
=	< ܶ௥∗௥∗∗∗൫ܿᇱᇱ, 	ܽ(ହ)൯	, ܾᇱᇱ >  
=	< ܶ௥∗௥∗∗൫ܽ(ହ), 		ܾᇱᇱ൯, ܿᇱᇱ >	  

  
,௥∗௥∗∗൫ܽ(ହ)ܶنکه ياز ا 	ܾᇱᇱ൯  ܣهمواره درᇱᇱᇱ  قرار دارد  

  

  لذا (ج) برقراراست.
  نکه يدن (ج) به (الف)، از ايرس يبرا

,ᇱᇱᇱܣ)∗∗∗∗ܶ (ᇱᇱܣ	 ⊆ ,(ହ)ܣ)∗∗∗∗ܶ (ᇱᇱܣ ⊆   ᇱᇱᇱܣ
  

ا معادلا يآرنز منظم است و  ܶ، ۱- ۲ه يبنا به قض
ܶ௥∗∗∗∗∗ = ܶ௥∗∗∗∗௥ نيهمچن 

(ܶ௥∗)∗∗∗∗(ܣᇱᇱ, ((ହ)ܣ	 = ܶ௥∗∗∗∗∗(ܣᇱᇱ,   ((ହ)ܣ	
= ,(ହ)ܣ)∗∗∗∗ܶ (ᇱᇱܣ ⊆   ᇱᇱᇱܣ

  
  � زآرنز منظم است.ين ∗ܶ، ۱- ۲ه يحال مجددا بنا به قض

  
,૚࣊)آرنز منظم  يبررس - ۳ ,ᇱᇱ࡭ به عنوان  (૛࣊
࡭:ࡰدوم  يمدول و مشتق الحاق-࡭ →    ᇱᇱᇱ࡭

,ᇱᇱܣ)	جبر باناخ باشد، آنگاه  ܣم يفرض کن جبر باناخ (∆
:ଵߨو  ܣ × ᇱᇱܣ → کراندار است.  يدو خط ينگاشت ᇱᇱܣ

,ଵߨ)جفت  شود اگر يده مينام مدول چپ- ܣباناخ  (ᇱᇱܣ
,	ܽ	 هر يابر ܾ ∈ ܨو  ܣ ∈    ᇱᇱܣ

,	ܾܽ)ଵߨ	 (ܨ = ,	ܽ)ଵߨ ,ܾ)ଵߨ - ܣ . باناخ((ܨ
,ᇱᇱܣ)مدول راست  شود. سه يف ميمشابها تعر (ଶߨ	

,ଵߨ) ييتا ᇱᇱܣ , شود اگر يگفته م مدول-ܣباناخ  (ଶߨ
,ଵߨ) ,ᇱᇱܣ)و  (ᇱᇱܣ چپ مدول -ܣب باناخ يبه ترت (ଶߨ

,	ܽ  هر يو راست باشند و برا ܾ ∈ ܨو ܣ ∈ ، ᇱᇱܣ
,	ଵ൫ܽߨ ,	ܨ)ଶߨ ܾ)൯ = ,	ܽ)ଵߨ)ଶߨ ,	(ܨ به  (ܾ

,ଶ௥∗௥ߨ) يهيطور بد ,ᇱᇱᇱܣ   مدول-ܣدوگان باناخ  (∗ଵߨ	
,ଵߨ) ᇱᇱܣ , ,∗∗∗ଵߨ൫ن ياست. همچن (ଶߨ	 ,(ସ)ܣ  ଶ∗∗∗൯ߨ

,ᇱᇱܣ)باناخ  ଵ௥∗∗∗௥ߨ൫مدول و -(∆ , ,(ସ)ܣ  ଶ௥∗∗∗௥൯ߨ
,ᇱᇱܣ)باناخ  ن ياثبات، قوان يباشد. برايم مدول- (∇
,ଵߨ)نکه يرا با توجه به ا يريپذ شرکت ᇱᇱܣ , باناخ  (ଶߨ

  م.يکنيو دنبال م يمدول است بررس-ܣ
ر يم به موارد زيحال اگر روند دوگان فوق را ادامه ده

ଶ∗∗∗௥∗௥ߨ൫م يکنيم دايدست پ , ,(ହ)ܣ بعنوان  ଵ∗∗∗∗൯ߨ	
,ᇱᇱܣ)دوگان باناخ  ,∗∗∗ଵߨ൫مدول از -(∆ ,(ସ)ܣ  ଶ∗∗∗൯ߨ	

ଶ௥∗∗∗∗௥ߨ൫ و , ,	(ହ)ܣ بعنوان دوگان باناخ  ଵ௥∗∗∗௥∗൯ߨ	
,ᇱᇱܣ) ଵ௥∗∗∗௥ߨ൫مدول از -(∇ , ,(ସ)ܣ	   است. ଶ௥∗∗∗௥൯ߨ

  ر يز يهار طبق شمولب
ᇱᇱܣ)ଶ∗∗∗௥∗௥ߨ , (ᇱᇱᇱܣ = ,ᇱᇱܣ)∗∗ଶߨ (ᇱᇱᇱܣ ⊆   ᇱᇱᇱܣ

  و
,ᇱᇱᇱܣ)∗ଵ௥∗∗∗௥ߨ (ᇱᇱܣ	 = ᇱᇱᇱܣ)ଵ௥∗∗௥ߨ , (ᇱᇱܣ	 ⊆   ᇱᇱᇱܣ

  
,∗∗ଶߨ)م که يريگيجه مينت ,ᇱᇱܣ)ک ي (ᇱᇱᇱܣ   ر يز-(∆

  



 

 ۱۴۵                                                                                                         ک مشتقيدوم از  يو الحاق يمدول يهاآرنز منظم از عمل
 

   

,ᇱᇱᇱܣ)که ير حالاست د (ହ)ܣمدول چپ از  ، (ଵ௥∗∗௥ߨ
,ᇱᇱܣ)ک ي باشد. در يم (ହ)ܣر مدول راست از يز-(∇

 يکند چه مواقعيمشخص م يجه بعديقت نتيحق
,∗∗ଶߨ) ,ᇱᇱᇱܣ ,ᇱᇱܣ)ک ي (ଵ௥∗∗௥ߨ ر مدول چپ از يز-(∆

,ᇱᇱܣ)( (ହ)ܣ   ) است.(ହ)ܣر مدول راست از يز-(∇
  

,ଵߨ)م يفرض کن .۱- ۳گزاره  ᇱᇱܣ , - ܣباناخ  (ଶߨ	
  مدول باشد.

,ᇱᇱܣ)،	ᇱᇱᇱܣالف)  است اگر و  (ହ)ܣر مدول از يز- (∆
  آرنز باشد. ଵߨ	تنها اگر 

,ᇱᇱܣ)،	ᇱᇱᇱܣب)  است اگر و تنها  (ହ)ܣر مدول از يز-(∇
  آرنز باشد. ଶߨاگر 

م و قسمت (ب) با ينکي. قسمت (الف) را ثابت مبرهان
شود. واضح است يمشابه اثبات م يبحث

,ᇱᇱܣ)،	ᇱᇱᇱܣ است اگر و  (ହ)ܣر مدول راست از يز-(∇
,ᇱᇱᇱܣ)∗∗∗∗ଵߨ	 تنها (ᇱᇱܣ	 ⊆ ، ۱-۲ه يو بنا به قض ᇱᇱᇱܣ
    �آرنز است. ଵߨ

 ଵߨرا با قرار دادن  يجه بعدينت ک دستاورد,يبه عنوان 
ߨ	و = ௥ߨ =   .[6]ميدهيلز ارائه مياز د ᇱᇱܣ يروଶߨ

  
  ر معادلند:يموارد ز ܣجبر باناخ  يبرا .۲- ۳لم 

  آرنز منظم است. ᇱᇱܣالف) 
,ᇱᇱܣ)،	ᇱᇱᇱܣب)    است. (ହ)ܣر مدول از يز- (∆
,ᇱᇱܣ)،	ᇱᇱᇱܣج)    است. (ହ)ܣر مدول از يز-(∇

,ଵߨ)م يفرض کن ᇱᇱܣ 	, مدول باشد. -ܣباناخ  (ଶߨ
  مياشاره کرد ۱-۳که قبل از گزاره  همانطور

,∗∗ଶߨ) ,ᇱᇱᇱܣ)و  (ᇱᇱᇱܣ ,ᇱᇱܣ)ب يبه ترت (ଵ௥∗∗௥ߨ ∆) -
,ᇱᇱܣ)ر مدول چپ و يز ر مدول راست هستند. يز-(∇

آرنز منظم است آنگاه  ᇱᇱܣم که ين اگر ما فرض کنيبنابرا
,∗∗ଶߨ) ,ᇱᇱᇱܣ)و  (ᇱᇱᇱܣ  مدول- ᇱᇱܣب يبه ترت (ଵ௥∗∗௥ߨ

ن سوال يدر ارتباط با ا يجه بعديچپ و راست هستند. نت
,∗∗ଶߨ)است که چه موقع  ,	ᇱᇱᇱܣ - ᇱᇱܣ	ک ي (ଵ௥∗∗௥ߨ		

  مدول است.
  

آرنز منظم و  ᇱᇱܣم ي. فرض کن۳- ۳گزاره 
,ଵߨ) ᇱᇱܣ 	, آنگاه  مدول باشد,-ܣخ بانا (ଶߨ

,∗∗ଶߨ) ,ᇱᇱᇱܣ   مدول است اگر و تنها -ᇱᇱܣ	باناخ  (ଵ௥∗∗௥ߨ
  

:ிߠ ياگر نگاشت دو خط ܣ × ܣ →  با ضابطه  ᇱᇱܣ
,	ܽ)ிߠ ܾ) = ,	ଵ൫ܽߨ ,ܨ)ଶߨ ܾ)൯ =
,	ܽ)ଵߨ)ଶߨ ,(ܨ ܾ)  

  
,	ܽ	 هر يبرا ܾ ∈ ܨو  	ܣ ∈   آرنز منظم باشد. ᇱᇱܣ

,∗∗ଶߨ) يي. سه تابرهان ,ᇱᇱᇱܣ  - ᇱᇱܣباناخ (ଵ௥∗∗௥ߨ
,	ᇱᇱܽهر  يمدول است اگر و تنها اگر برا 	ܾᇱᇱ ∈

ᇱᇱ،ܽᇱܣ ∈ ܨو  ᇱܣ ∈   ، ᇱᇱܣ
< ,ଶ∗∗(ܾᇱᇱߨ)ଵ௥∗∗௥ߨ 	ܽᇱ), ܽᇱᇱ)	, ܨ >		  
=	< ,ଶ∗∗൫ܾᇱᇱߨ ,ଵ௥∗∗௥(ܽᇱߨ	 ܽᇱᇱ)൯	, ܨ >	  

  
همگرا به  	ܣدر  يينت ها  (ఉܾ)و (ఈܽ)م يفرض کن
	ܽᇱᇱ  ܾوᇱᇱ ܣ يف ستاره رويضع يدر توپولوژᇱᇱ  باشند

  ميم داريمستق ينيک بازبيسپس با 
< ,ଶ∗∗(ܾᇱᇱߨ)ଵ௥∗∗௥ߨ ܽᇱ)	, ܽᇱᇱ)	, ܨ >  
=	 limఈ limఉ < ܽᇱ, ,	ଵ(ܽఈߨ)ଶߨ	 ,	(ܨ ܾఉ) >  
=	 limఈ limఉ < ܽᇱ, ி൫ܽఈߠ , ܾఉ൯ >  

  و 
< ,ଶ∗∗൫ܾᇱᇱߨ ,ଵ௥∗∗௥(ܽᇱߨ	 ܽᇱᇱ)൯	, ܨ >	=	  
	limఉ limఈ < ܽᇱ, ଵߨ ቀܽఈ	, ,ܨଶ൫ߨ	 	ܾఉ൯ቁ >  
=	 limఉ limఈ < ܽᇱ, ி൫ܽఈߠ , 	ܾఉ൯ >  

  
مدول است -ᇱᇱܣ	باناخ  ଵ௥∗∗௥ቁߨ	،ᇱᇱᇱܣ	،	∗∗ଶߨቀن يبنابرا

ܨ،	هر  ياگر و تنها اگر برا ∈ آرنز منظم  ிߠ ᇱᇱܣ
  �باشد.

  
جبر و -∗ܥک ي ܣم ي. فرض کن۴- ۳لم 

,ଵߨ) ᇱᇱܣ , ل باشد. آنگاه مدو-ܣباناخ  (ଶߨ
,∗∗ଶߨ) ,ᇱᇱᇱܣ   مدول است.-ᇱᇱܣ	باناخ  (ଵ௥∗∗௥ߨ

ܨهر  يبرا ۳-۳. با استفاده از گزاره برهان ∈  ᇱᇱܣ
:ிߠم که ياست نشان ده يکاف ܣ × ܣ → منظم  ᇱᇱܣ

   ிߠآرنز بودن  ۱-۲ه ياز قض يريبا بکار گ .است
  يخطنگاشت دوف يضع يفشردگ معادل با

ܽ → ,ᇱܨ)∗ிߠ ܽ): ܣ → ت که ين واقعياست با ا ᇱܣ
ش دوگان يجبر با پ-∗ܥک يکراندار از  يهر نگاشت خط

 فشرده است فاًيجبر به طور خودکار ضع-∗ܹ
ቂ19و	لم	ቃ .   
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,ଵߨ)م يفرض کن ᇱᇱܣ , ک يمدول باشد. -ܣباناخ  (ଶߨ
:ܦکراندار  ينگاشت خط ܣ →    مشتق ᇱᇱᇱܣ

,	ܽ،	هر  يبرا شود هرگاهيگفته م ܾ ∈   ܣ
(ܾܽ)ܦ	 = ܾ(ܽ)ܦ +   ا معادلاي (ܾ)ܦܽ

(ܾܽ)ܦ = ,	(ܽ)ܦ)∗ଵߨ ܾ) ,	ଶ௥∗௥൫ܽߨ	+   ൯(ܾ)ܦ
  

دوم از مشتق  ياقکه چه مواقع الح ين بخش سواليدر ا
:ܦ ܣ →    يدوباره خود مشتق است را بررس ᇱᇱᇱܣ

م که يورآيم. در شروع بخش قبل بخاطر ميکنيم
൫ߨଶ∗∗∗௥∗௥ , ,(ହ)ܣ ,ᇱᇱܣ)بعنوان باناخ  ଵ∗∗∗∗൯ߨ ∆)-

ଶ௥∗∗∗∗௥ߨ൫ و مدول , ,(ହ)ܣ بعنوان باناخ  ଵ௥∗∗∗௥∗൯ߨ
,ᇱᇱܣ) ند، لذا متعارف هست مدول -(∇

:∗∗ܦ ,ᇱᇱܣ) ∆) → ᇱᇱ(ᇱᇱᇱܣ) = مشتق است  (ହ)ܣ
,ᇱᇱܽهر  ياگر و تنها اگر برا 	ܾᇱᇱ ∈   ،ᇱᇱܣ

(ᇱᇱ∆ܾᇱᇱܽ)∗∗ܦ = 		 ,(ᇱᇱܽ)∗∗ܦ)∗∗∗∗ଵߨ 	ܾᇱᇱ) 		+
,ଶ∗∗∗௥∗௥൫ܽᇱᇱߨ	   ൯(ᇱᇱܾ)∗∗ܦ

  
:∗∗ܦ، مشابها ,ᇱᇱܣ) ∇) → ᇱᇱ(ᇱᇱᇱܣ) = مشتق  (ହ)ܣ

,ᇱᇱܽهر  ياست اگر و تنها اگر برا 	ܾᇱᇱ ∈   	,ᇱᇱܣ
(ᇱᇱ∇ܾᇱᇱܽ)∗∗ܦ = ,	(ᇱᇱܽ)∗∗ܦ)∗ଵ௥∗∗∗௥ߨ ܾᇱᇱ) 	+
,ଶ௥∗∗∗∗௥൫ܽᇱᇱߨ   ൯(ᇱᇱܾ)∗∗ܦ
 

,	ଵߨ)م يفرض کن .۵-۳لم  ᇱᇱܣ , مدول - ܣباناخ  (ଶߨ	
:ܦو  ܣ → هر  يک مشتق باشد. براي ᇱᇱᇱܣ

ܽᇱᇱ, 	ܾᇱᇱ ∈     ᇱᇱܣ
  الف)

(ܾᇱᇱ	ᇱᇱ∆ܽ)∗∗ܦ	 = 	 ,	(ᇱᇱܽ)∗∗ܦ)∗∗∗∗ଵߨ 	ܾᇱᇱ) +
,ଶ௥∗௥∗∗∗൫ܽᇱᇱߨ   ൯(ᇱᇱܾ)∗∗ܦ

  
 ب)  

(ᇱᇱ∇ܾᇱᇱܽ)∗∗ܦ = ,	(ᇱᇱܽ)∗∗ܦ)ଵ∗௥∗∗∗௥ߨ ܾᇱᇱ)  
,ଶ௥∗∗∗∗௥൫ܽᇱᇱߨ+   ൯(ᇱᇱܾ)∗∗ܦ	

  
  � .آمده است [8]مشابه در  ي. اثباتبرهان

,6ൣ	لز در يد  دوم ينشان داده است که الحاق൧	قضيه	1.7
:∗∗ܦ ,∗∗ܣ) ∆	) → :ܦاز مشتق  	ᇱᇱᇱܣ ܣ →  ᇱܣ

(	ᇱᇱܣ)∗∗ܦا اگر مشتق است اگر و تنه ∙ ᇱᇱܣ ⊆ ا ي ᇱܣ
,(ᇱᇱܣ)∗∗ܦ)∗∗∗∗௥ߨ به طور معادل (ᇱᇱܣ ⊆  πکه  ᇱܣ

ن مطلب را با يه بعد اياست. قض ܣ ينگاشت ضرب رو
  دهد.يع ميم توسيک اثبات مستقي

  
,ଵߨ)م يفرض کن .۶-۳ه يقض ᇱᇱܣ , - ܣباناخ  (ଶߨ

:ܦمدول و  ܣ →   ک مشتق باشد،ي ᇱᇱᇱܣ
:∗∗ܦالف)  ,ᇱᇱܣ) ∆) → ᇱᇱ(ᇱᇱᇱܣ) = مشتق است  (ହ)ܣ

,	(ᇱᇱܣ)∗∗ܦଶ∗∗∗∗൫ߨ	تنها اگر  و اگر ൯(ସ)ܣ	 ⊆   .ᇱܣ
:∗∗ܦب)  ,ᇱᇱܣ) ∆) → ᇱᇱ(ᇱᇱᇱܣ) = مشتق است  (ହ)ܣ

,	(ᇱᇱܣ)∗∗ܦଶ௥∗∗∗∗൫ߨ	اگر و تنها اگر  ൯(ସ)ܣ	 ⊆   .ᇱܣ
م يم. فرض کنيکني. قسمت (الف) را ثابت مبرهان

ܽᇱᇱ, ܾᇱᇱ ∈ (ସ)ܿهر  يبرا ᇱᇱܣ	و	 ∈ را  ۳-۳، لم (ସ)ܣ
:∗∗ܦشود که يجه ميم نتيريگيبکار م ,ᇱᇱܣ) ∆) →

ᇱᇱ(ᇱᇱᇱܣ) =   مشتق است اگر و تنها اگر  (ହ)ܣ
< ,ଶ∗∗∗௥∗௥൫ܽᇱᇱߨ ,൯(ᇱᇱܾ)∗∗ܦ ܿ(ସ) >  
=		< ,ଶ௥∗௥∗∗∗൫ܽᇱᇱߨ ,൯(ᇱᇱܾ)∗∗ܦ ܿ(ସ) >  

  
  ن برقرار است اگر و تنها اگريو ا

< ,	(ᇱᇱܾ)∗∗ܦଶ∗∗∗∗൫ߨ ܿ(ସ)൯	, 	ܽᇱᇱ >  
=		< ,	(ᇱᇱܾ)∗∗ܦଶ௥∗௥∗∗൫ߨ 	ܿ(ସ)൯	, ܽᇱᇱ >  

  
  ا به طور معادليو 

,	(ᇱᇱܾ)∗∗ܦଶ∗∗∗∗൫ߨ 	ܿ(ସ)൯	  
	= ,	(ᇱᇱܾ)∗∗ܦଶ௥∗௥∗∗൫ߨ	 ܿ(ସ)൯  

  
,(ᇱᇱܾ)∗∗ܦଶ∗∗∗∗൫ߨد توجه داشت کهيبا ܿ(ସ)൯ ∈   ᇱᇱᇱܣ

∋ نکهآحال  ,	(ᇱᇱܾ)∗∗ܦଶ௥∗௥∗∗൫ߨ	 ᇱܣ ܿ(ସ)൯  و
  ن يهمچن

,	(ᇱᇱܾ)∗∗ܦଶ∗∗∗∗൫ߨ ܿ(ସ)൯|ܣᇱ	  
		= ,	(ᇱᇱܾ)∗∗ܦଶ௥∗௥∗∗൫ߨ	 ܿ(ସ)൯  

  
شتق است اگر و تنها اگر م ∗∗ܦجه يدر نت

,	(ᇱᇱܾ)∗∗ܦଶ∗∗∗∗൫ߨ 	ܿ(ସ)൯ ∈ لذا (الف) ثابت شده  ᇱܣ
  � است.

  باشد.يم ۶-۳ه ياز قض يجه اير نتيز يهالم
  

,ଵߨ)م يفرض کن. ۷-۳لم  ᇱᇱܣ , مدول و -ܣخ بانا (ଶߨ
:ܦ ܣ →   آرنز منظم باشد  ܣ، اگر ک مشتق استي ᇱᇱᇱܣ

  



 

 ۱۴۷                                                                                                         ک مشتقيدوم از  يو الحاق يمدول يهاآرنز منظم از عمل
 

   

  ر معادلند:يآنگاه موارد ز
:∗∗ܦالف)  ᇱᇱܣ →   مشتق است. (ହ)ܣ
,	(ᇱᇱܣ)∗∗ܦଶ∗∗∗∗൫ߨب)  ൯	(ସ)ܣ	 ⊆   ᇱܣ
,	(ᇱᇱܣ)∗∗ܦଶ௥∗∗∗∗൫ߨج)  ൯	(ସ)ܣ	 ⊆   ᇱܣ

  
,ଵߨ)م يفرض کن. ۸-۳لم  ᇱᇱܣ , مدول و -ܣباناخ  (ଶߨ

:ܦ ܣ →   ک مشتق باشد،ي ᇱᇱᇱܣ
هر دو آرنز منظم باشند آنگاه  ∗ଶ௥ߨو  ଶߨالف) اگر 

:∗∗ܦ ,ᇱᇱܣ) ∆) →   ک مشتق است.ي (ହ)ܣ
هر دو آرنز منظم باشند آنگاه  ∗ଵߨو  ଵߨب) اگر 

:∗∗ܦ ,ᇱᇱܣ) ∇) →   ست.ک مشتق اي (ହ)ܣ
آرنز باشند آنگاه با استفاده  ∗ଶ௥ߨو  ଶߨ. اگر هر دو برهان

,	൯(ହ)ܣ൫∗∗ܦଶ∗∗∗∗൫ߨ، ۲- ۲ از لم ൯	(ସ)ܣ ⊆ . به  ᇱܣ
,	(ᇱᇱܣ)∗∗ܦଶ∗∗∗∗൫ߨژه يو ൯	(ସ)ܣ ⊆ جه از يو نت ᇱܣ

  �د. يآيد، (ب) مشابها بدست ميآيبدست م ۶- ۳ه يقض
هر در (الف) ( ∗ଶ௥ߨو  ଶߨر آرنز بودن هر دو يبنا به لم اخ

ک مشتق ي ∗∗ܦدهد که يدر (ب)) نشان م ∗ଵߨو  ଵߨدو 
م يتعم ۶-۳ه ياز قض يگرياست. حال بعنوان کاربرد د

  م. يدهيرا ارائه م [6] يگريد
  

,ଵߨ)م يفرض کن .۹- ۳لم  ᇱᇱܣ , مدول و -ܣناخ با (ଶߨ
:ܦ ܣ →   ک مشتق فشرده باشد،ي ᇱᇱᇱܣ

:∗∗ܦآرنز منظم باشد آنگاه  ଶߨ الف) اگر ,ᇱᇱܣ) ∆) →
  ک مشتق است.ي (ହ)ܣ

:∗∗ܦآرنز منظم باشد آنگاه  ଵߨب) اگر  ,ᇱᇱܣ) ∇) →
  ک مشتق است.ي (ହ)ܣ

:ܦنکه ي. از ابرهان ܣ → فشرده  فاًيضع ᇱᇱᇱܣ
(ᇱᇱܣ)∗∗ܦاست، ⊆ گر آرنز بودن ي. به عبارت دᇱᇱᇱܣ
,ᇱᇱᇱܣଶ∗∗∗∗൫ߨدهد که يجه مينت ଶߨ ൯(ସ)ܣ	 ⊆  ᇱܣ

,	(ᇱᇱܣ)∗∗ܦଶ∗∗∗∗൫ߨن ي). بنابرا۱-۲ه يقض( ൯(ସ)ܣ ⊆  ᇱܣ
:∗∗ܦاست  يکه بدان معن ,ᇱᇱܣ) ∆) → مشتق  (ହ)ܣ

  � است.
 کي. ميرسانيم انيپا به يدرون مشتق با را بخش نيا

:ܦ يخط نگاشت ܣ →   ده ينام يمشتق درون ᇱᇱᇱܣ
ᇱᇱᇱݔ يبعض يشود هرگاه برايم ∈   ،ᇱᇱᇱܣ

(ܽ)ܦ = ᇱᇱᇱݔ ∙ 	ܽ −  يا به طور معادل براي  ᇱᇱᇱݔ		ܽ
ܽهر  ∈    ،ܣ

(ܽ)ܦ ,ᇱᇱᇱݔ)∗ଵߨ	= ܽ) − ,	ܽ)ଶ௥∗௥ߨ   .(ᇱᇱᇱݔ
  
,ቂ6از  يميجه بعد تعمينت   است.  ቃ	گزاره	1.6
  

مدول باشد به -ܣباناخ  ᇱᇱܣم يفرض کن .۱۰-۳گزاره 
آرنز منظم هستند. آنگاه هر  يمدول يهاکه عمليطور

:ܦ يمشتق درون ܣ → فشرده است بعلاوه  فاًيضع ᇱᇱᇱܣ
:∗∗ܦ ,ᇱᇱܣ) ∆) → :∗∗ܦو  (ହ)ܣ ,ᇱᇱܣ) ∇) →  (ହ)ܣ

  هستند. يمشتق درون
هر  يمعادلا برا يف مشتق درونيبنا به تعر. برهان

ܽᇱᇱ ∈   م،يدار ᇱᇱܣ
(ᇱᇱܽ)∗∗ܦ = ᇱᇱᇱݔ)∗∗∗∗ଵߨ , ܽᇱᇱ) −
,ᇱᇱᇱݔ)∗∗∗∗ଶ௥ߨ ܽᇱᇱ)  

  
آرنز هستند آنگاه بنا  ଶߨو  ଵߨم که يبعلاوه اگر فرض کن

رت سمت راست متعلق به ، بخش دوم عبا۲- ۱ هيبه قض
(ᇱᇱܣ)∗∗ܦن يباشد بنابرايم ᇱᇱᇱܣ ⊆ طور ا بهي ᇱᇱᇱܣ

فشرده است. با معادل قرار دادن قرار  فاًيضع ܦمعادل 
∗∗∗∗ଵߨدادن  = جه ينت ଶ∗∗∗௥∗௥ߨ	ଶ௥∗∗∗∗௥ߨو  ∗ଵ௥∗∗∗௥ߨ

 شود کهيم
(ᇱᇱܽ)∗∗ܦ = ᇱᇱᇱݔ)∗∗∗∗ଵߨ , 	ܽᇱᇱ) −
,ଶ∗∗∗௥∗௥(ܽᇱᇱߨ   (ᇱᇱᇱݔ

 و 
(ᇱᇱܽ)∗∗ܦ		 = ,	ᇱᇱᇱݔ)∗ଵ௥∗∗∗௥ߨ ܽᇱᇱ) −
,	ଶ௥∗∗∗∗௥(ܽᇱᇱߨ   (ᇱᇱᇱݔ

  
:∗∗ܦ ياست که هر دو يبدان معن ,ᇱᇱܣ) ∆) →  (ହ)ܣ

:∗∗ܦو  ,ᇱᇱܣ) ∇) →    �هستند. يمشتق درون (ହ)ܣ
  

ن يا يسندگان از داوران گرامي: نويقدر دان
شنهادات ارزنده يق و پيمقاله بابت مطالعه دق

  .کننديم يسپاسگزار
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