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  مقدمه - ۱
عبارت است از  ١مقدار - مکمل مجموعه ي مسئله

	ݔ	افتني ∈ 	ℝ௡ که يطور به  
x ≥ 0, y ≥ 0, 〈x, y〉 = 0,													(1.1) 

  
	y يبعض يبرا ∈ 	Θ(x)  که  Θ:	ℝ௡

ା ⊸ ℝ௡ ک ي
 مقدار است.  -نگاشت مجموعه

ت يل حساسيمقدار در تحل -مکمل مجموعه ي مسئله
 يباز ينقش مهم يمکمل و مسائل تعادل اقتصادمسائل 

 ي درباره يار کميبس ي حال مطالعه نيبا ا. ]۸و ۱۶[کند  يم
  مقدار صورت گرفته است.  -مسائل مکمل مجموعه

شود، که  يسير بازنويصورت ز تواند به يم 	(1.1) در واقع، 
شود و عبارت  ينشان داده م SVNCP(F,Ω) با نماد 
x	 افتن ياست از  ∈ 	ℝ୬  که يطور به 

x ≥ 0, F(x,w) ≥ 0,														 
〈x, F(x,w)〉 = 0,											(2.1) 

  
	w يبعض يبرا ∈ 	Ω(x) که F:	ℝ୬ ×	ℝ୫ → ℝ୬	 
ℝ௡	Ω: و ⊸ ℝ௠ دن يد يمقدار است. برا -مجموعه
Θ(x) ن مطلب، با فرض يا = 	⋃ {F(x,w)}୵	∈	ஐ(୶) 

س، اگر ابد. بالعکي يل ميتقل (2.1) به (1.1)
		F(x, w) = wو Ω(x) = 	Θ(x)  گاه آن 		(2.1)	به  

 د. يآ يدر م  (1.1)  فرم
  		SVNCP(F,Ω)ير خطيمکمل غ ي مسئلهگر  انيب 

F(x,w)که  ياست. هنگاممقدار -مجموعه =
M(w)x + q(w) که در آن ،M ∶ 	ℝ୫ →	ℝ୬×୬  

q و  ∶ 	ℝ୫ 	→ 	ℝ୬، ي مسئله   	ي مسئله(2.1) 
شود و با نماد  يده مينام مقدار - همجموع يمکمل خط

 	SVLCP(M,q, Ω)شود. ينشان داده م     
مسائل 	(2.1)	  ارائه شده با   SVNCP(F,Ω)  ي مسئله

 ي مثل مسئله يساز نهيدر حوزه به ياريمهم و جالب بس
 ٢افتهي توسعه يمکمل خط ي مسئله ، ]۵و  ۷[ يمکمل خط

مکمل  ي لهمسئ ، ]۸[  يرخطيمکمل غ ي مسئله ،]۱۰و۱۲[
   ي مسئله ،]۲[   ٤يراتييتغ ينامساو ،]۱۵[  ٣يضمن

                                                
1. Set-valued complementarity problem 
2. Extended linear complementarity problem 
3. Implicit complementarity problem 
4. Variational inequality 

را شامل  ]۱۷[ ٦ماکس ينيم يزير برنامه، ]۴[  ٥تعادل
 ي نجا به دو مورد از مسائل هم ارز با مسئلهيشود. در ا يم

 شود.  ياشاره م  (2.1)  
	M يازا به ∈ 	ℝ୬×୬ ،	q ∈ ℝ୬	مکمل  ي مسئله

∋z, wافتن يعبارت است از  يخط ℝ୬  ط يکه در شرا
  ر صدق کنند:يز

 w = Mz + q,	 
z	 ≥ 0,w	 ≥ 0, 〈z,w〉 = 0,													(3.1) 

  
 شود.  ينشان داده م LCP(M,q) و با نماد 
  با فرض

Ω(x) = 	 {w	 ∶ w = Mx + q} 
 و

F(x,w) = w 
  

 ابد.ي يل ميتقل   (3.1) ي به مسئله (2.1)  ي مسئله
که مکمل است  ي ن مسئلهيتر ساده يمکمل خط ي مسئله

ط ينکه شرايل ايبه طور گسترده مطالعه شده است. به دل
دوم شامل   درجه يزير اول برنامه  مرتبه يضرور ي نهيبه
 ي ل مسئلهيتشک ينامنف يرهايبا متغ يود نامساويق

   دهد.  يم يمکمل خط
 

 :دوم  درجه يزير برنامه ينگيط بهيشرا
 دوم   درجه يزير برنامه ي مسئله

 min									 C୘x +	 ଵ
ଶ
x୘	D	x 

 subject	to														Ax ≥ 0																		(4.1) 
x ≥ 0 

  
	A  د که يريرا در نظر بگ ∈ 	ℝ୫	×୬ ،  D	 ∈ 	ℝ୬×୬  و
 b	 ∈ 	ℝ୫ اگر بردار  ]۱,۱جه ي، نت۱۳[. مطابق ،xത  جواب

yത گاه بردار  باشد، آن   (4.1) ي نهيبه ∈ ℝ୫   وجود دارد
 که  يطور به

 C + D	xത − A୘yത ≥ 0, yത ≥ 0, 
yത୘(A	xത − b) = 0, 
xത୘൫C + Dxത − A୘yത൯ = 0. 

  

                                                
5. Equilibrium problem 
6. Min-max programming 
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،  x بودن بردار  يط به همراه شرط شدنين شراياگر ا
  د که يآ يدست م به LCP(M,q)  شود،  يگردآور

z = 	 ൬xതyത൰ ,w = 	 ቀuvቁ,	 

M = ൬D −A୘
A 0

൰ , q = ቀ C−bቁ. 

 
ℝ௡	:ܨنگاشت يبه ازا → ℝ௡مکمل  ي ، مسئله

	z افتنيعبارت است از  يرخطيغ ∈ ℝ୬	 که يطور به 
 z	 ≥ 0, F(z) ≥ 0,	 
〈z, F(z)〉 = 0.																			(5.1) 

  
  اگر

F(x,w) = F(x) + w 
  و

 Ω(x) = 	 {0} 
  

  شود.  يل ميتبد (5.1) به فرم  (2.1)  گاه  آن
- شود که تابع مجموعه ين مقاله، فرض ميدر سراسر ا

Ωمقدار   ∶ 	ℝ୬ 	⊸ 	ℝ୫ ر بسته است، يمقاد يدارا
	x هر  يازا ، بهيعني ∈ 	ℝ୬ ي مجموعه Ω(ݔ)   بسته

×m يها سيماتر ي مجموعه همچنين است.  n  با
  شود. ينشان داده م ×୬	ℝ୫با  يقيحق يها هيدرا

	x يتوجه شود که به ازا ∈ 	ℝ୬ ،x	 ≥  يبه معن 0
x୧ ≥ 1هر  يبه ازا 0 ≤ i	 ≤ n .است 

 
 پيشنياز - ۲
M نگاشت  يازا به ∶ 	ℝ୬ 	⊸ ℝ௠ ميکن يف مي، تعر: 

lim୶	→	୶ത supM(x) ≔
{u ∶ 		 lim୶	→	୶ത infdist	(u,M(x)) = 0},  
lim
୶	→	୶ത

infM(x) ≔ ቄu
∶ 		 lim

୶	→	୶ത
dist൫u,M(x)൯

= 0ቅ . 
  
  است، هرگاه  ١يرونيب ي وستهيپ مين xതدر   M م ييگو

lim
୶	→	୶ത

supM(x) ⊆ M(xത), 
  

                                                
1. Outer semicontinuous 

  است، هرگاه ٢يدرون ي وستهيپ مين xത و در 
lim
୶	→	୶ത

infM(x) ⊇ M(xത). 
  
هم  xത است هرگاه در   وستهيپ  xതدر   M م ييگو

  .]۱[باشد  يدرون ي وستهيپ ميو هم ن يرونيب ي وستهيپ مين
مورد  يشود در بخش بعد يان ميکه در ادامه ب يجينتا

  رند.يگ يستفاده قرار ما
  معروف است.  ٣ ر، به لم فارکاسيلم ز

  
b	ديفرض کن ]۲,۷,۷ه ي، قض۵[:۱- ۲لم  ∈ ℝ୫  و

A	 ∈ 	ℝ୫	×୬. ر برقرار ياز عبارات ز يکي قاًيگاه دق آن
 است: 

	xالف)   ∈ ℝ୬ 	که  يطور وجود دارد به  
x ≥ 0, Ax = b. 
 

	yب)  ∈ ℝ୬ که يطور وجود دارد به  
y୘A	 ≥ 0, y୘b	 < 0. 
 

  معروف است.٤ يليه واير به قضيه زيقض
  

د يفرض کن ]۲,۷,۱۱ه ي، قض۵[:٢-٢ه يقض
  	A	 ∈ 	ℝ୫	×୬ دستگاه   Ax	 > 0, ݔ > جواب دارد  ,0

	y୘A اگر و فقط اگر دستگاه  ≤ 0, y	 ≥ 0, y	 ≠ 0, 
   نداشته باشد. يجواب

 
 مقدار با -ي مکمل مجموعه تفاوت مسئله - ۳

  ارمقد مکمل تک ي مسئله
مکمل  ي مسئله ي هيها در نظر سيمتنوع ماتر يها رده
  عنوان مثال، کنند. به يم يباز يمتفاوت يها نقش يخط
-P س، يماتر-Sشتر به يات بيجزئ يس و ...، برايماتر

  د.يمراجعه کن  ]۵و۸[
 

M  ماتريس :١-٣تعريف  ∈	ℝ୬	×୬ کي -Sماتريس 
	xاست اگر  ∈ 	ℝ୬ 		ه ک يطور وجود داشته باشد به

 x	 > 0,			Mݔ	 >  ]۲,۲، تذکر ۹[علاوه، بنابر  به 0

                                                
2. Inner semicontinuous 
3. Farkas’s lemma 
4. Ville’s theorem 
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  ر معادل است: يشرط فوق با شرط ز
 	x	 ≥ 0,Mx	 > 0. 

  
 ي حالت متناظر در مسئله يبرا يارز ن هميحال، چن نيبا ا

  يبعض ي، برايعني،  ستيمقدار برقرار ن -مکمل مجموعه
  

 w	 ∈ 	Ω(x) 
 	x	 > 0,M(ݓ)ݔ	 > 0,							(1.3) 

  
 ارز با هم

 	x	 ≥ 0,M(w)x	 > 0,							(2.3) 
  
جه يرا نت   (2.3)شرط   (1.3)ست. واضح است که ين
 ست.يدهد. اما عکس آن برقرار ن يم

 
 د يفرض کن: ۲- ۳مثال 

Ω(x) = ቊ
{0,1},			x = 	 (1,0) ∈ ℝଶ

در	غير	اين	صورت			,{0}  

M(w) =	 ቂw 0
0 wቃ. 

 
	M(w)x اگر  > w  گاه  آن 0 = تنها  ين حالتي، و چن1
xدهد که  يم رخ يزمان =	     (2.3)ن، ي. بنابرا (1,0)

  . ستيبرقرار ن   (1.3) برقرار است اما 
 يرونيب ي وستهيپ مين ۱ در مثال  Ωد که نگاشت يتوجه کن

و  يدرون ي وستهيپ مين  Ωاگر  ]۴ه ي، قض۱۸[است. بنابر 
 	M(w)  و  (1.3) گاه  وسته باشد، آنيپ		معادل  (2.3)

 هستند.
	Mس يماتر ]۳,۱,۵ه ، گزار۵[بنابر  ∈ 	ℝ୬	×୬ ک يS-
هر   يازا به  LCP(M, q) س است اگر و فقط اگر يماتر

q	 ∈ 	ℝ୬   ي مسئله يبرا يمشابه ي جهيباشد. نت يشدن  
، ۱۸[مقدار برقرار است. بنابر  -مجموعه يمکمل خط

	x  اگر  ]۵ه يقض ∈ 	ℝ୬ که  يطور وجود داشته باشد، به
	w يبعض يبرا ∈ ⋂ ⋃ Ω(nx)୬∈୒ഥ୒ഥ∈୒ಮ داشته  
  م:يباش

x	 ≥ 0,M(w)x	 > 0, 
  

  که در آن 
  Nஶ ≔ {N ∶ N =	 {n, n + 1,… }, n ≥ 1}, 

  

ℝ௠	:ݍ هر يازا گاه به آن → ℝ௡  ن کراندار،يياز پا		
SVLCP(M, q, Ω) است يشدن. 

 
M	  ماتريس  :۳- ۳تعريف  ∈ 	ℝ୬	×୬ يک  

-Pي نان همهيشود هرگاه دترم يگفته م سيماتر 
 آن مثبت باشند. ياصل يها سياتررميز

  ي مشخصه  ]۳,۳,۴ه ي، قض۵[با استفاده از 
∀	x	 ≠ 0, ∃	k	 ∈ 	 {1,2, … , n},		 
s. t			x୩(Mx)୩ > 0,																						(3.3) 

  
  ]۳,۳,۵جه ي، نت۵[د. بنابر يآ يدست م ها به سيماترP- يبرا

  گر، اگريعبارت دس است. بهيماتر-S کيس يماتر P-هر 
M  در 	ر جواب دارد:يگاه دستگاه ز صدق کند، آن(3.3) 

x ≥0,      Mx > 0.																	(4.3)             
 
	w يبعض يبرا ∈ 	Ω(x)ي ط متناظر در مسئلهيشرا 

 مقدار  -مکمل مجموعه
∀	x	 ≠ 0, ∃	k	 ∈ 	 {1,2, … , n},		 
s. t					x୩(M(w)x)୩ > 0,				(5.3) 

 و 
x	 ≥ 0,M(w)x	 > 0.										(6.3)             

  
 هستند.
جه ي، نت۵[شده در  انيدهد که شمول ب ير نشان ميمثال ز
مقدار برقرار  -مکمل مجموعه ي مسئله ي، برا  ]۳,۳,۵

 ست. ين
 د يفرض کن :٤- ٣مثال 

Ω(x) = ቊ
ଵݔ											,1− = 0
در	غير	اين	صورت			,1  

M(w) =	 ቂw 0
0 −wቃ. 

  
xଵ  يازا به ≠  :ميدار ،0

M(w)x = (xଵ, −xଶ). 
  

xଵ(M(w)x)ଵن يبنابرا = xଵଶ > 0 .  
xଵ يازا به = 0   ،xଶ ≠ ≠ x(چون  0  پس)، 0

	M(w)x = (−xଵ, xଶ)  جهيو در نت 
 xଶ(M(w)x)ଶ = xଶଶ > 0. 
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برقرار   (6.3)برقرار است. اما شرط  (5.3) ن، شرط يبنابرا
M(w)xست چون ين = (xଵ, −xଶ)  ا يM(w)x =

(−xଵ, xଶ) پس . M(w)x	 > دهد  يجه مينت 0
 xଵ < xଶ	ا ي 0 < ݔ	تناقض با مکه  	0 ≥  است.  0

 
	M	   :۵-۳ف يتعر ∈ 	ℝ୬	×୬ ١کنواي مهين س يماتر 

x	  هر يازا شود هرگاه به يگفته م  ≥  ، ناصفر 0
∃	x୩ > .ݏ			0 ୩(Mx)		.ݐ ≥ 0. 
 

کنواست اگر و فقط اگر ي مهين   M، ]۳,۹,۳ه ي، قض۵[  بنابر
ݍ	 با   LCP(M, q)يکتايصفر، جواب  > ن يباشد. ا  	0

مقدار هم برقرار است. قبل از  -حالت مجموعه يجه براينت
را به حالت  ييکنواي مهين يژگيم ويم تعمياز داريآن، ن

 م.يف کنيمقدار تعر -مجموعه
   

   يها سيماتر ي مجموعه :٦- ٣ف يتعر
 {M(w):w	 ∈ 	Ω(x)} 

  
 يازا شود هرگاه به يگفته م ٢يقو يکنواي مهين(الف) 

x		  هر ≥ 	w	 هر  يازا ناصفر، به0 ∈ 	Ω(x)  
∃	x୩ > .ݏ			0 ୩(M(w)x)		.ݐ ≥ 0. 

  
 يازا شود هرگاه به يگفته م ٣فيضع يکنواي مهين(ب) 

x	هر ≥ 	w	  يبعض يناصفر، برا 	0 ∈ 	Ω(x)  
∃	x୩ > .ݏ			0 ୩(M(w)x)		.ݐ ≥ 0. 
 

 يبرا يجي، نتايمقدار تک يمکمل خط ي مشابه مسئله
دست آمده است  مقدار به - مجموعه يمکمل خط ي مسئله

 کند. يفا مينقش ا ييکنواي مهيکه در آن ن
   

  SVLCP(M,q, Ω)يبرا ]۱۰، قضيه ۱۸[ :٧-٣قضيه 
 ر برقرار هستند:يعبارات ز

  يها سيماتر  ي اگر مجموعه(الف) 
{M(w):w	 ∈ 	Ω(x)} 

  

                                                
1. Semimonotone 
2. Strongly semimonotone 
3. Weakly semimonotone 

هر نگاشت مثبت  يازا گاه به شد، آنبا يقو يکنواي مهين
q) ،يعني  q(w) >   يکتاي، جواب  صفر ) wهر  يازا به 0

SVLCP(M,q, 	Ω)  است. 
 با SVLCP(M,q, Ω) يکتاي، جواب  اگر صفر(ب) 

q(w) >  يها سيماتر ي گاه مجموعه باشد، آن 0
{M(w):w	 ∈ 	Ω(x)} ف است.يضع يکنواي مهين 

 ييکنواي مهيکند که ن يان ميب   ٧- ٣ ي هيقسمت دوم قض
نکه صفر، جواب يا يک شرط لازم است برايف يضع

ن شرط، يباشد. اگرچه ا SVLCP(M,q, Ω) يکتاي
  ست. يجواب ن ييکتاي يبرا يک شرط کافي

    
 د يفرض کن: ٨- ٣مثال 

M(w) = 	൥
ݓ− 1 0
0 0 1
1 0 0

൩,	 

Ω(ݔ) = {0,1}. 
  
xهر   يازا به =	 (xଵ, xଶ, xଷ)  	م:يناصفر دار  

M(0)x =	 (xଶ, xଷ, xଵ) 
  

گاه با محاسبات  م، آنيريرا در نظر بگ  q = (1 ,  1 ,  1)  اگر
 در    x = (1 ,  0 ,  0) ساده،

 x ≥ 0,M(1)x + q ≥ 0, 〈x,M(1) + q〉 = 0, 
  

جواب ناصفر   SVLCP(M,q, Ω) يعنيکند،  يصدق م
  دارد. 

 ٨- ٣در مثال  مقدار  -د که نگاشت مجموعهيتوجه کن
 است. وسته يپ

مکمل   ي ن مسئلهيمهم ب يها تفاوت ينجا، بعضيتا ا
ان يمقدار را ب -مکمل مجموعه ي و مسئله يمقدار تک
 ي مسئله ي ، بدون شک، مطالعهييها ن تفاوتيم. چنيکرد

ز و يچالش برانگ يمقدار را به موضوع -مکمل مجموعه
  کند. يل ميجالب تبد
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 شرط لازم و کافي براي شدني بودن - ۴
  مقدار- مجموعه يمکمل خط ي مسئله

 يها مجموعهSVLCP(M,q, Ω)    يازا به
 FEA(M,q, Ω) = {x ∶ 	∃w ∈ Ω(x),	 
x ≥ 0,M(w)x + q(w) ≥ 0}	 

 و 
SOL(M,q, Ω) = {x: x ∈ FEA(M,q, Ω),	 
〈x,M(w)x + q(w)〉 = 0} 

  
 ٢جواب ي مجموعه و ١يشدن ي مجموعه بيبه ترت

 يمکمل خط ي هر مسئله يوضوح، برا شوند. به يده مينام
   مقدار، شمول -مجموعه

SOL(M,q, Ω) ⊆ FEA(M,q, Ω) 
  

ست. به يبرقرار است اما عکس مطلب در کل درست ن
مقدار داده شده، اگر  -مجموعه يمسئله مکمل خط يازا

 يجواب) ناته ي ب، مجموعهيبه ترت(يشدن ي مجموعه
 نامند. ي) م٤ريپذ حلب، يبه ترت( ٣يشدن باشد، مسئله را 
ها، شرط لازم  سياز ماتر يديجد ي ف ردهيدر ادامه با تعر

- مجموعه يبودنمسئله مکمل خط يشدن يبرا يو کاف
  م. يده يارائه م مقدار  

 
   يها سيماتر ي مجموعه :١- ٤ف يتعر

{M(w):w	 ∈ 	Ω(x)} 
  

 هر يازا شود هرگاه به يگفته م سيماتر C–(الف)
 	w	 ∈ 	Ω(x)ميداشته باش: 

x୘M(w)x ≥ 0, ∀x ≥ 0, 
  

س يماتر C– ود هرگاهش يگفته م سيماتر۱ା-(ب) 
	w	  هر يازا باشد و به ∈ 	Ω(x)ر برقرار يز ي رابطه

 :باشد
[x୘M(w)x = 0, x ≥ 0] 
⟹ [൫M+M୘൯(w)x = 0] 
 

                                                
1. Feasiable set 
2. Solution set 
3. Feasiable 
4. Solvable  

q:ℝ௠د يفرض کن: ٢-٤ه يقض ⟶ℝ௡ ، و  
	M(w):w} يها سيماتر ي مجموعه ∈ 	Ω(x)}  

 -Cାگاه  س باشد. آنيماتر   SVLCP(M,q, Ω)يشدن 
	w يبعض ياست اگر و فقط اگر برا ∈ 	Ω(x)  ي رابطه 

 ر برقرار باشد:يز
 [x ≥ 0,M(w)x ≥ 0, x୘M(w)x = 0] ⟹
[x୘q(w) ≥ 0]																					(1.4) 
 

  برقرار باشد. اگر مسئله، (1.4) د يفرض کن برهان.
	wهر  يگاه به ازا نباشد، آن يشدن ∈ 	Ω(x)   بنابر لم

v ، بردار ١ ≥  که يطور وجود دارد به 0
 v୘M(w) ≤ 0, v୘q(w) < 0.  

  
	M(w):w} يها سيماتر ي چون مجموعه ∈ 	Ω(x)} 

–Cم يس است، داريماترv୘M(w)v = و چون   0
	M(w):w} يها سيماتر ي مجموعه ∈ 	Ω(x)}  

-Cାس است، يماتر M(w)v = −M୘(w)v ≥ 0,   
د يمسئله با ن ياست. بنابرا(1.4)	 ي تناقض با رابطهمکه 
 باشد.  يشدن

باشد  يبردار  v باشد و اگر يشدن   هبالعکس، اگر مسئل
	w يبعض يکه برا يطور به ∈ 	Ω(x)   در 

v୘M(w)v = 0,M(w)v ≥  گاه صدق کند، آن 0
M୘(w)v = −M(w)v ≤ 0,  

  
جه يس است. در نتيماتر Cା-ک ي M(w)چون 

 v୘q(w) ≥  يشدن  SVLCP(M,q, Ω)چون  0
  ∎است.

 
 

 ي جواب مسئله ي ساختار مجموعه يبررس - ٥
 مقدار - مکمل مجموعه

  SOL(F,Ω)را با   SVNCP(F,Ω)		جواب  ي مجموعه
نشان دادن  يبرا  SOL(F୵) م، و نماديده ينشان م
رود. در ادامه  يکار م به  NCP(F୵)جواب  ي مجموعه
مکمل  ي جواب مسئله ي مجموعه يبرا يا مشخصه
  م. يکن يان ميمقدار ب -مجموعه
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مقدار  -مجموعه گاشتم که واروننيکن يم يادآوري
ℝ௡	:ܯ ⊸ ℝ௠ صورت  به Mିଵ(y) ≔ {x: y	 ∈

M(x)} شود.  يف ميتعر 
  

 م: ي، دار  SVNCP(F,Ω) يبرا: ۱-۵ه يقض
 SOL(F,Ω) = ⋃ [SOL(F୵) ∩୵∈ℝౣ

Ωିଵ(w)]. 
 

  مورد نظر از  ي جهيدر واقع، نت برهان.
SOL(F,Ω) = {x:	∃w ∈ ℝ୫, x ∈
SOL(F୵),w ∈ Ω(x)} = {ݔ:	∃w ∈ ℝ୫, x ∈
SOL(F୵), x	 ∈ Ωିଵ(ݔ)} 
 = ⋃ [SOL(F୵) ∩ Ωିଵ(w)].୵∈ℝౣ  

  
ف نگاشت وارون يدوم از تعر يد، که تساويآ يدست م به

 ∎شود. يحاصل م
 يفرم ضمن Ω	 مقدار  -که نگاشت مجموعه يحالت خاص

 مثال، يم، برايريگ يدارد، را در نظر م
 Ω(x) = {w:H(x,w) = 0, G(x,w) ≥ 0}, 

  
H: ℝ௡ در آن که × ℝ௠ → ℝ௟భ  ن يو همچن

G:ℝ௡ × ℝ௠ → ℝ௟మ  .ر يز ي ن حالت مشخصهيدر ا
 د. يآ يدست م جواب به   ي مجموعه يبرا

 
  اگر   :٢-٥ه يقض

Ω(x) = {w:H(x,w) = 0, G(x,w) ≥ 0}, 
  

 گاه  آن
 SOL(F,Ω) = ⋃ ൛x:	(x, 0, α)୘ ∈୵∈ℝౣ

SOL(Θ୵), α ∈ ℝ୪మାା, 0 ∈ ℝ୪భൟ, 
  

:Θ୵	 که  ℝ୬ → ℝ୬ା୪భା୪మصورت به  
Θ୵(x) ≔ (F(x,w),G(x,w),H(x,w))୘ 

  
 شود. يف ميتعر

  
عبارت است از   (2.1)	 ي نکه مسئلهيبا توجه به ا برهان.

xافتن ي ∈ ℝ୬  و	w ∈ ℝ୫	 که يطور به 

 x ≥ 0, F(x,w) ≥ 0, 〈x, F(x,w)〉 = 0, 
 G(x,w) ≥ 0, H(x,w) = 0, 

  
x	 افتن يمعادل است با که  ∈ ℝ୬  وw ∈ ℝ୫  که در 

x ≥ 0, F(x,w) ≥ 0, 〈x, F(x,w)〉 = 0, 
0 ≥ 0, G(x,w) ≥ 0, 〈0, G(x,w)〉 = 0, 
α ≥ 0, H(x,w) ≥ 0, 〈α, H(x,w)〉 = 0, 

  
 گريصدق کنند. به عبارت د

 ቆ
x
0
α
ቇ ≥ 0,ቌ

F(x,w)
G(x, w)
H(x,w)

ቍ ≥ 0, 

〈ቆ
x
0
α
ቇ , ቌ

F(x,w)
G(x,w)
H(x,w)

ቍ〉 = 0, 

  
  ∎نظر است. مورد ي جهيکه نت

مکمل  ي کند که مسئله يقبل مشخص م ي جهينت
 يمقدار مکمل تک ي مقدار متفاوت از مسئله -مجموعه

جواب  يها مولفه ينکه بعضياست، چون محدود است به ا
ن ي، چنيمقدار ا صفر باشند، که در حالت تکيد مثبت يبا

 ست.ياز نيمورد ن يتيمحدود
,LCP(M,0 که بردار صفر تنها جواب  يزمان Ω)  ،باشد
ن يها با ا سيوضوح برقرار است. ماتر به (1.4)	گاه  آن
  شوند.  ينشان داده م يبا نماد مشخص يژگيو

  
 يها سيماتر ي مجموعه: ۳-۵ف يتعر

{M(w):w	 ∈ 	Ω(x)} -܀૙ده ينام  سيماتر
,SOL(M,0شود هرگاه  يم Ω) = ن يچن ي رده {0}

 شود.  يداده م نشان   R଴با نماد  ييها سيماتر
 ي مجموعه يبا کراندار R଴	 ي ارتباط رده يبعد ي جهينت  

مقدار به علاوه -مجموعه يمکمل خط ي جواب مسئله
را  دوم   درجه يزير  برنامه ١تراز يها مجموعه يکراندار
  دهد. ينشان م

    
 يها سيماتر ي مجموعه يبرا: ٤- ٥ه يقض

{M(w):w	 ∈ 	Ω(x)} هستند:  ر معادليعبارات ز 

                                                
1. Level sets 
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	M(w):w} يها سيماتر ي مجموعه(الف)  ∈ 	Ω(x)}  
-R଴س استيماتر. 
q:ℝ୫هر   يازا به (ب) → ℝ୬ 	ن کراندار و هريياز پا 

,ݏ 	ݐ ∈ ℝ  ݏبا >   تراز ي مجموعه 0
,ݏ)ܮ	  (ݐ = ݖ} ≥ 0 ∶ 	 ݓ∃ ∈ Ω(ݔ),ݖ(ݓ)ܯ +
(ݓ)ݍ ≥ 0, 
ݖ(ݓ)ܯ்ݖݏ + (ݓ)ݍ்ݖ ≤  {ݐ

  
 کراندار است.

:q	هر   يازا بهج) ( ℝ୫ → ℝ୬ ن کراندار، يياز پا
,SOL(M,q	 ي مجموعه Ω)کراندار است.  

  
 ي د مجموعهيفرض کن(ب).  ⟸(الف)  برهان.

	M(w):w}  يها سيماتر ∈ 	Ω(x)} -R଴س يماتر
q:ℝ୫ يبعض يبرا  L(s ,  t)ي باشد اما مجموعه →

ℝ୬، s > 0   ،t د يکران باشد. فرض کن يب	{ݖ௞} 
 يآسان باشد. به  L(s ,  t)  کران از بردارها در يب يا دنباله

௭ ي دنباله يحد ي توان نشان داد که هر نقطه يم
ೖ

ฮ௭ೖฮ
	 

از  ي(که کراندار است) جواب ناصفر
  SVLCP(M,0, Ω) .است 

د که يست توجه کنيکاف(ج).  ⟸(ب) 
	SOL(M,q, Ω) تراز ي برابر با مجموعهL(1,0)  ت.اس  

 از يجواب ناصفر z  اگر(الف).  ⟸(ج) 
	SVLCP(M,0, Ω) يگاه هر مضرب ناصفر باشد، آن 

 ∎باشد.  ياز آن م يز جوابين  z  از
  

 يها سيماتر ي مجموعه: ٥-٥ف يتعر
{M(w):w	 ∈ 	Ω(x)}  يند، هرگاه به ازايگو  کنواي را 

x	 هر  ∈ ℝ୬    وx୘M(w)x	 ≥ 0, ∀w ∈ Ω(x).  
جواب  ي عهمجمو يژگير ويز ي هيقض

SVLCP(M,q, Ω)   کنوا را ي يها سيماتر ي با مجموعه
 کند.  يان ميب

  
q:ℝ୫د يفرض کن: ٦- ٥ قضيه → ℝ୬  ي و مجموعه 

	M(w):w}  يها سيماتر ∈ 	Ω(x)} کنوا باشد. اگري x 
,SVLCP(M,q	  دو جواب   y  و Ω) که  يطور به باشند 

Ω(x)⋂Ω(y) ≠ w يازا گاه به آن  ∅ ∈ 	Ω(x)⋂Ω(y)  

  م:يردا
x୘൫M(w)y + q(w)൯ = 
y୘(M(w)x + q(w)) = 0	.										(1.5) 

 
	M(w):w}  ييکنوايبنابر  برهان. ∈ 	Ω(x)}  و با

,x	نکه يتوجه به ا y ∈ 	SOL(M,q, Ω)  يازا هب 
	w ∈ 	Ω(x)⋂Ω(y)   م:يدار 

0 ≤ (x − y)୘M(w)(x − y) 
= x୘(M(w)x + q(w))

− x୘൫M(w)y + q(w)൯ 
y୘(M(w)x + q(w))

+ y୘൫M(w)y + q(w)൯ 
=−x୘(M(w)y + q(w)) − y୘൫M(w)x +
q(w)൯ ≤ 0. 

  
برابر صفر شده است در  يچون مجموع دو عبارت نامنف

  ∎برقرار باشد.(1.5)		 د يجه باينت
,SOL(M,qدهد که  ينشان م ٦-٥ي هيقض Ω)   با

کنوا، محدب است. به علاوه، ي يها سيماتر ي مجموعه
	M(w):w} يها سيماتر ي اگر مجموعه ∈ 	Ω(x)} 

 از  y  و x  هر دو جواب يبه ازا (1.5) گاه  کنوا باشد، آني
 	SVLCP(M,q, Ω) قت، شرط يبرقرار است. در حق

ک يجواب  ي تحدب مجموعه (1.5) 
SVL. CP(M,q, Ω) کند.  يدلخواه را مشخص م  

  
q:ℝ୫د يفرض کن: ٧- ٥ه يقض → ℝ୬ ي. به ازا 

	M(w):w} يها سيماتر ي مجموعه ∈ 	Ω(x)} 
  عادل هستند: ر ميموارد ز

,SOL(M,q		 ي (الف) مجموعه Ω) .محدب است  
,x هر ي(ب) به ازا y ∈ SOL(M,q, Ω)  که  

Ω(x)⋂Ω(y) ≠  .برقرار است(1.5)	 ي رابطه  ∅
  

 ييها جواب y  و  x د ي(ب). فرض کن ⟸(الف)  برهان.
,SVLCP(M,q	 زا Ω) که  يطور  باشند به 

Ω(x)⋂Ω(y) ≠ بنابر فرض محدب بودن   ∅
0	  هر يازا واب، بهج ي مجموعه < ߣ <  بردار 1

ݖ  = ݔߣ	 + (1 − ن جواب يهمچن 	ݕ(ߣ
 	SVLCP(M,q, Ω) ين به ازاياست. بنابرا 
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 w ∈ 	Ω(x)⋂Ω(y)  ميدار: 
0 = z୘(M(w)z	 + q(w)) 
=	(λx + (1 − λ)y)୘(M(w)λx +
(1 − λ)y + q(w)) 
=(λx + (1 − λ)y)் ቀߣ൫M(w)x + q(w)൯ +

൫(1 − ൯(M(w)y(ߣ + q(w))ቁ 

1)ߣ= − (ߣ ቀx୘(M(w)y + q(w)) +

y୘൫M(w)x + q(w)൯ቁ 
  

ن يبرابر صفر شده است. بنابرا يمجموع دو عبارت نامنف
 برقرار باشد.  (1.5)  د يبا

با معکوس بحث قسمت  ي(الف). به آسان ⟸(ب) 
  ∎ .ديآ يدست م مورد نظر به ي جهينخست، نت

 
 کاربرد - ۶
 دوم محدب   درجه يزير مدل برنامه - ۱- ۶

دوم محدب   درجه يزير هبرنام ي نهيط بهيچون شرا
دهد، هر کاربرد شامل  يم يمکمل خط ي ل مسئلهيتشک

 ي مسئله يک کاربرد برايدوم محدب   درجه يزير برنامه
ف يک کاربرد توصينجا، يدهد. در ا يارائه م يمکمل خط

 يا رهيت زنجيري، در مد ]۱۴[ يشده توسط مورت 
 شود.  يان ميبيموجود

، يموجود يا رهيت زنجيريک موضوع مهم در مدي
قرار  ين زمان براييتم و تعيهر آ يتقاضا برا ينيب شيپ

ع تقاضا يباشد. توز يدادن سفارشات و مقدار سفارشات م
ن فرض، يشود. ا يع نرمال فرض ميطور معمول توز به
ن است يت اين مزيدارد. مهمتر ياديز ينظر يها تيمز

و  ١ نيگانيتنها دو پارامتر، م ي لهيوس ع نرمال بهيکه توز
 ين، زمانيشود. بنابرا يکاملاً مشخص م   ٢انحراف استاندارد

ن دو ير اياز است مقاديکند، فقط ن ير مييع تغيکه توز
    ابد.ير ييها تغ پارامتر در مدل

ع تقاضا را با استفاده از ين است که توزيا يک استراتژي
ن يزنند. در ا يب ميتقر يقبل يها ستوگرام دادهينمودار ه

 ي شود، دامنه يده ميگسسته نام يع تقاضايکه توز بيتقر
شود  يم ميتقاضا تقس يها بازه ي رات تقاضا، به تعدادييتغ

                                                
1. Mean 
2. Standard deviation 

، و احتمال مربوط به هر بازه در  )٢٥ تا  ١٠ (در عمل حدود 
آن بازه در نظر گرفته  يدر ط ينسب ين، فراوانيع آغازيتوز

 شود.  يم
,Iଵ ديفرض کن … , I୬   قاضا و ت يها بازه

p=(pଵ,… , p୬)  ها در  مربوط به آن يها بردار احتمال
د يفرض کن   i = 1, … , nهر  يباشد. برا يع کنونيتوز
r୧   در  ينسب يفراوان I୧		 يرو  k  ر در زمان ياخ ي دوره
 k  مثال يک روز است، برايباشد (اگر دوره  يروزرسان به

,x=(xଵد يکن باشد). فرض  ٥٠ تواند حدود  يم  … , x୬)   
شده باشد.   روز بردار احتمال به ي دهنده نشان

r=(rଵ, … , r୬)  بيک تقري  x  است، اما براساس تنها k   
در نظر    തݕرا   x  بيک تقريد يتوان يباشد. م يمشاهده م

  ر است:يدوم ز  درجه ي مسئله ي نهيد که جواب بهيريبگ
min 
β∑ (p୧ − y୧)ଶ + (1 − β)∑ (r୧ − y୧)ଶ୬

୧ୀଵ
୬
୧ୀଵ   

subject to           ∑ y୧୬
୧ୀଵ = 1, y୧ ≥ 0, 

∀	1 ≤ i ≤ n, 
  

0 ک وزن است. معمولاًي β	 که < ߚ < ملکرد ع	 1
عبارت دوم در تابع  ينکه وزن برايل ايدارد. دل يخوب

شود که تابع هدف کوچک شود،  يانتخاب م يهدف طور
از  يبراساس تعداد کم  r ينسب ينن است که بردار فراوايا

دوم   دست آمده است. چون تابع هدف درجه مشاهدات به
 ينيب شيپ يدار مربع خطاها ، مجموع وزن  ن مدليدر ا

رات ييتغ يابيتقاضا است، رد يها بازه ي همه يشده رو
که در هر دوره  يرگذار است، زمانيع تقاضا تاثيرشد در توز

 ي هينه بر پايسفارش به يها سفارش استفاده شود. روش
 بحث شده است.   ]۱۴[گسسته در  يتقاضا يها عيتوز

yത دوم بالا  درجه ي برنامه ي نهيجواب به =
(zതଵ, … , zത୬ିଵ, wഥ୬)  است که wഥ = ൫wഥ ୨൯  و

̅ݖ  = ൫ݖ௝̅൯  يها با داه يمکمل خط ي مسئله جواب  

M = 

⎣
⎢
⎢
⎡
2 1
1 2 ⋯ 1 1

1 1
⋮ ⋱ ⋮

1 1
−1 −1 ⋯ 2 1

−1 0⎦
⎥
⎥
⎤
 

 و
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ݍ

=

⎝

⎜
⎛

−1 − β(pଵ − p୬) − (1 − β)(rଵ − r୬)
−1 − β(pଶ − p୬) − (1 − β)(rଶ − r୬)

⋮
−1 − β(p୬ିଵ − p୬) − (1 − β)(r୬ିଵ − r୬)

1 ⎠

⎟
⎞ 

  
تواند  ين مسئله، از مرتبه کوچک است، و ميباشد. ا يم
حل   ١مکمل ييتم لولايراحت با استفاده از الگور يليخ

 يبرا ين مدلي، چنيموجود يا رهيت زنجيريد. در مدشو
  شود.  يسفارش حل م ي تم در هر دورهيهر آ

 
  کيتعادل تراف - ٢,٦

ن تعادل و مکمل يارتباط ب  ]۶[ر از يک زيمثال تعادل تراف
 دهد.  يرا نشان م

 ٥ تا  ۱ شده از  يگذار مسئله شامل پنج شهر، شماره
هم  طرفه به کي يها اهاز ر يا له شبکهيباشد، که به وس يم

  د).ينياند (شکل را بب متصل شده
 

 
 

ن يک محصول را به سومياز   d୧د مقدار يبا i  هر شهر 
ساعت از خودش حمل کند.  يها شهر در جهت عقربه

 ي، و ال٥ به شهر  ٢ ، شهر  ٤ به شهر  ۱ مثال، شهر  يبرا
ن است که محصول در ي، هدف ايعيطور طب آخر. به

  ن زمان ممکن حمل شود.يترکوتاه
هر شهر، تنها دو  ياز شکل، واضح است که برا

ر ممکن وجود دارد: حمل در جهت خلاف ين مسيکوتاهتر
ا حمل در جهت ي يرونيساعت در طول حلقه ب يها عقربه
  x୧د ي. فرض کنيساعت در طول حلقه درون يها عقربه

مانه ي(به پ  i+3 به شهر  iنشانگر مقدار حمل شده از شهر 
                                                
1. Complementarity pivot algorithm 

نشانگر مقدار حمل شده در   y୧و  يرونير بيمس ي) در ط٥ 
 يها انيجر ي باشد. مجموعه ير درونيمس يط

x =	 (x୧)   وy =	 (y୧)  ط ياست اگر در شرا يشدن
x, y	 ≥ 0, x + y ≥ d که  کنند صدقd = 	 (d୧) .  

هر راه  يک رويتوانند تراف ي، م  yو  x  انيجر يبردارها
 ين شهرهايب يرونيمثال، راه ب يکنند. بران ييشبکه را تع

xଵ برابر يانيجر  ٤ و   ٣  + xଶ + xଷ   .خواهد داشت
ن ييراه تع يرو يک کليتوسط تراف  k  ر در راهيتاخ

شود.  يک فرض ميان ترافيمحدب از جر يشود و تابع يم
 يرهاير داده شده، برابر مجموع تاخيک مسي ير برايتاخ

ن يباشد. از ا ير ميآن مس ي ل دهندهيتشک يها راه ي همه
در   O୧ر ي، تاخ i هر شهر  يشود که برا يجه ميمطلب، نت

 يدر ط   I୧ر يو تاخ x ان يتوسط بردار جر يرونير بيمس يط
ن يشود. بنابرا ين مييتع  y ان يتوسط بردار جر ير درونيمس

O(x)توان دو تابع  يم = ൫O୧(x)൯   وI(y) = ൫I୧(y)൯  
  ف کرد.يتعررا 
ان ير ميمم تاخين دو شهر، برابر با ماکسير موثر بيتاخ
شود. هر  يف مين دو شهر تعريان ناصفر بيرها با جريمس

ر يمم کردن تاخينيحمل در جهت م يک استراتژيشهر 
گر شهرها يحمل از د يها ينکه استراتژيموثر به شرط ا

مم يني، م ين استراتژيکند. ا يبماند، انتخاب م يثابت باق
ن يبا کمتر يريمس يدر ط يزياست که هر چ يزمان
و  يدرون يرهايکه هر دو مس يا زمانير حمل شود، يتاخ

ن يدن ايد يداشته باشند. برا يکسانير يتاخ يرونيب
کمتر  ير درونيمس ير برايد که اگر تاخيمطلب، توجه کن

تواند  يباشد، حمل کننده م يرونير بيمس ير براياز تاخ
، بهبود ير درونيمس يشتر در طيا با حمل بر موثر ريتاخ

را کاهش  يرونير بيک در مسين کار ترافيببخشد. ا
ن يکاهش و بنابرا يرونير بير در مسيدهد، که تاخ يم

  شود.  يجه ميک موثر نتيکاهش تراف
که هر پنج شهر به طور  يک زمانيتعادل تراف يک الگوي

که  يطور نه در حال حمل کردن باشند بهيبه
مانده ثابت باشد، يباق يگر شهرهايحمل از د يها يتژاستر

ط مکمل ين مطلب با شرايشود. از بحث بالا، ا يدار ميپد
  ر معادل است: يز

0 ≤ O(x) − u, x ≥ 0, x୘(O(x) − u) = 0, 
0 ≤ I(y) − u, y ≥ 0, y୘(I(y) − u) = 0, 



 

 ۹۱                                                                                                                       مقدار-مکمل مجموعه ي نتايجي پيرامون مسئله
 

   

u ر يکه متغ ∈ ℝହ باشد. توجه  ير موثر مينشانگر تاخ
ر يخصوص، اگر تاخ ضاست. بهد تقايمکمل با ق u د که يکن

وجود  ياضاف ي تواند عرضه يموثر صفر باشد، تنها م
  داشته باشد. 

مکمل  ي ف شده در بالا منجر به مسئلهيط توصيشرا
  و    z := (x, y, u)با  يرخطيغ

 Fቆ
x
y
u
ቇ   =: ቌ

O(x) − u
I(y) − u
x + y − d

ቍ 

 شود. يم
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