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  چکيده
ن يهمچن. ميپرداز ياز خواص آن م يبرخ يم و به بررسيکن يف ميک مشبکه کج مانده تعري ين مقاله، عمل حصار را رويدر ا

قرار  يخاص از جمله مجموعه عناصر چگال، پوچ توان، خودتوان و منظم را مورد بررس يها مجموعه يو برخن حصار يرابطه ب
ن يست. همچنيست و حصار عناصر منظم، منظم نيم که حصار عناصر چگال، چگال نيده ينشان م ييها م. با مثاليده يم

ب دو يشود. ترک يخودتوان م يطيست اما تحت شرايان نتوان است و حصار عناصر خودتوان، خودتو توان، پوچ حصار عناصر پوچ
ن حصار حاصلضرب يم که بيده ينشان م ييها با مثال .شود يک حصار ميل به يتبد يست و تحت شرطيحصار لزومآً حصار ن

از آن  يشود و خواص يم يمعرف H(x)  مجموعه ي وجود ندارد.ا چ رابطهيآن دو عنصر ه يدو عنصر و حاصلضرب حصارها
ن ارتباط آن با عناصر چگال، يهمچن برابر است و Hبا خود مجموعه  Hشود که حصار مجموعه  يشود و نشان داده م يبات ماث

  شود. يم يبررس ي مشبکه کج ماندهها ن عمليتوان و منظم و همچن خودتوان، پوچ
  
  

  لتر، عنصر چگال، عنصر منظم.يمشبکه کج مانده، حصار، ف هاي کليدي: واژه

                                                
  Email: arsham@uk.ac.ir                                                                                                     :دارمکاتباتعهده.*

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش زاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقاتدانشگاه آ                                                                                                   
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  همقدم - ۱
۱ن بار توسط جردنياول يکج، برا يها مفهوم مشبکه

٢ 
۲چيي. سپس ل]۱[مطرح شد 

۳وه-، سوتکو٣
۴کاستا  تايو پ ٤

٥ 
 ۶] و [۵و  ۴]، [۳و  ۲[ ن مبحث را دنبال کردنديب ايترت به
ها هستند. بر  از مشبکه يميکج تعم يها ]. مشبکه۷و 
≽ب يکج دو رابطه ترت يها مشبکه يرو 	و ف يتعر ≥
 ॰است. رابطه  يگريتر از د فيضع يکي شوند که يم
ݔ( ≼ ,ݕ ݕ ≼ ک رابطه ي) ݕ	॰	ݔاگر و تنها اگر  ݔ

ک يآن  يدر مشبکه کج و جبر خارج قسمت يهمنهشت
 يميعنوان تعم کج مانده به يها باشد. مشبکه يمشبکه م

د و يمانده توسط برومند سع يها از مشبکه يير جابجايغ
لترها ين انواع فيهمچنها  و آن] ۸[ف شد يکوهنورد تعر

. ]۱۰و  ۹[ف کردند يکج مانده تعر يها (کج) را در مشبکه
۵ن بار توسط زادهياول يمفهوم حصار برا

مطرح شد و  ٦
۶دايسپس ها

 يه مورد بررسيپا يحصارها را در جبرها ٧
  . ]۱۱[قرار داد 

شتر ساختار يشناخت ب يم برايم دارين مقاله تصميدر ا
ن ساختار يا يحصار را رو لکج مانده، عم يمشبکه ها

خاص و  يها مجموعه ين برخيم و روابط بيف کنيتعر
م يده يم. نشان ميقرار ده يشان را مورد بررسيحصارها

 يست وليکه حصار عناصر خود توان لزومآً خود توان ن
 ييها ن با مثاليشود. همچن يخود توان م يتحت شرط

و ست يم که حصار عناصر چگال، چگال نيده ينشان م
  ست. يحصار عناصر منظم، منظم ن

  
 ازهايش نيپ -۲

  ک جبريمشبکه مانده  :۱,۲ فيتعر
,ܣ) ⋁,⋀,→,ʘ, 0, ) ۲و ۲و ۲و  ۲و ۰و ۰از نوع ( (1

  ]: ۱۲کند [ ير صدق ميط زياست که در شرا
)۱( (A,⋁,⋀, 0,  ک مشبکه کراندار است،ي (1
,ܣ) )۲( ʘ,  است،  ييک تکواره جابجاي (1
ݖ) ۳( ≤ ݔ) → .ا اگر اگر و تنه 	(ݕ 	ݖ	ʘ	ݔ ≤   	ݕ

                                                
1. Jordan 
2. Leech 
3. Cvetko-Vah 
4. Pita Costa 
5. Zadeh 
6. Chajda 

  از نوع ),ܣ ,⋁ ⋀(ک جبر يمشبکه کج  :۲,۲ فيتعر
  :]۵[ر صدق کند يط زي) است که در شرا۲و  ۲(
ݖ⋁(ݕ⋁ݔ) )۱( =  و 		(ݖ⋁ݕ)⋁ݔ

ݖ⋀(ݕ⋀ݔ)، =  (ݖ⋀ݕ)⋀ݔ
(ݕ⋁ݔ)⋀ݔ  )۲( = ݔ = و 	(ݕ⋀ݔ)⋁ݔ	

ݕ⋁(ݕ⋀ݔ) = ݕ =  ،ݕ⋀(ݕ⋁ݔ)
)۳(  		. ݔ⋀ݔ = ,		ݔ ݔ⋁ݔ =   ݔ

 صورت به ≥	 ييب جزيابطه ترتر Aک مشبکه کج ي يرو
ݔ ≤ ݕ⋀ݔاگر و تنها اگر  ݕ = ݔ = ا ي ݔ⋀ݕ

ݕ⋁ݔ = ݕ =  صورت به ≽ب يش ترتيو رابطه پ ݔ⋁ݕ
ݔ ≼ ݕ⋁ݔ⋁ݕاگر و تنها اگر  ݕ = ݔ⋀ݕ⋀ݔا ي ݕ =  	ݔ

اگر و تنها  ݕ	॰	ݔ به صورت ॰شود. رابطه  يف ميتعر
ݔ⋁ݕ⋁ݔاگر  = ݕ⋁ݔ⋁ݕو  ݔ = ݔ⋀ݕ⋀ݔ اي ݕ =  ݔ

ݕ⋀ݔ⋀ݕ  و = ن يشود و آن را رابطه گر يف ميتعر	ݕ
  : ]۴و۳[مين داريم. همچنينام يم

ݕ⋁ݔاگر و تنها اگر  .ݕ	॰	ݔ =  ݔ⋀ݕ
  

  ک جبريمشبکه کج مانده  :۳,۲ فيتعر
,ܣ) ⋁, ⋀,→,ʘ, ) است که ۲و ۲و ۲و  ۲و  ۰از نوع ( (1

  :]۸[کند  ير صدق ميط زيدر شرا
,⋁,ܣ) )۱( ⋀,  ۱ ييبالاک مشبکه کج با عنصر ي (1

 است،
,ܣ) )۲( ʘ,  است،  ييک تکواره جابجاي (1
ݖ	 )۳( ≼ ݔ) → 		ݖ	ʘ	ݔاگر و تنها اگر  (ݕ ≼  . ݕ

ان شده است قانون ي) ب۳که در ( ʘو  →ن يارتباط ب
,ݔهر  يمانده است، برا   م:يدار Aمتعلق به  ݕ

ݔ → ݕ = ݖ}ݑݏ ∈ |ܣ 		ݖ	ʘ	ݔ	 ≼   {ݕ
  

ݔ يعنيممکن است منحصربفرد نباشد،  supکه  →  ݕ
-॰ن دو يب ≽کلاس شود. رابطه -॰ک يممکن است 

  باشد. يها م آن ياعضا ين تماميکلاس، ب
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   کج مانده يها حصارها در مشبکه - ۳
ک مشبکه کج مانده ي يک حصار روي :۱,۳ فيتعر

ݔ ييکتايک عمل ي ↦ ر يط زياست که در شرا °ݔ
  کند:  يصدق م

)۱ (1° = 1  ،  
°ݔ	)  ۲( ≼   ،ݔ
ݔ))  ۳( → °(ݕ 	≼ 	 °ݔ →   ، 	°ݕ
  .°ݔ		॰	°°ݔ	)  ۴(

  م   يکن يفرض م :۱,۳ مثال
ܣ = {0, ܽ, ܾ, ݊, ܿ, ݀, ݉, 1}, 
ܣ = ,ܣ) ⋁,⋀,ʘ, 0, 1)  

  
 ر باشديک مشبکه کج مانده همراه با اعمال زي

. (॰ = {ܽ, ܾ}, a ॰ b)   
°ܽصورت  را به Aدر  ′′°′′عمل  = ܾ° =  يو برا 0

∘ݔ، Aمتعلق به  يها ݔ	هيبق =   م.يکن يف ميتعر 	ݔ

  

  

  

⋁ 0 a b n c d m 1 
0 0 a b n c d m 1 
a a a b n c d m 1 
b b a b n c d m 1 
n n n n n c d m 1 
c c c c c c m m 1 
d d d d d m d m 1 
m m m m m m m m 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 

→ 0 a b n c d m 1 
0 1 1 1 1 1 1 1 1 
a ॰ୟ 1 1 1 1 1 1 1 
b ॰ୟ 1 1 1 1 1 1 1 
n 0 ॰ୟ ॰ୟ 1 1 1 1 1 
c 0 ॰ୟ ॰ୟ d 1 d 1 1 
d 0 ॰ୟ ॰ୟ c c 1 1 1 
m 0 ॰ୟ ॰ୟ n c d 1 1 
1 0 ॰ୟ ॰ୟ n c d m 1 

⋀ 0 a  b n c d m 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 a a a a a a a 
0 0 b b b b  b b b 
0 0 a b n n n n n 
0 0 a b n c n c c 
0 0 a b n n d d d 
0 0 a b n c d m m 
0 0 a b n c d m 1 

ʘ 0 a b n c d m 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
a 0 0 0 a a a a a 
b 0 0 0 b b b b b 
n 0 a b n n n n n 
c 0 a b n c n c c 
d 0 a b n n d d d 
m 0 a b n c d m m 
1 0 a b n c d m 1 
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ܥ		اگر  :۱,۳ تذکر = ݔ} ∈ و {0	ଶ॰∗ݔ|ܣ
ܤ = ൛ݔ ∈ گاه به  م، آنيف کنيتعر ൟ∗ݔ	॰°ݔ|ܣ

ܤشود که  يثابت م يراحت ⊆ عکس آن برقرار  يول ܥ
  را در مثال بالايست زين

  =B ⊅ {a, b, n, c, d, m, 1}=ܥ ∅
  

  م يکن يفرض م :۲,۳ مثال

ܣ	 = {0,m, a, b, p, n, c, d, 1}, 
ܣ = ,ܣ) ⋁,⋀,→,ʘ, 0, 1)	  

  
ر باشد يک مشبکه کج مانده همراه با اعمال زي

(॰ = {ܽ, ܾ} a ॰ b) . عمل حصار را به صورت
ܽ∘ = ܾ∘ = ∘ܿو  ݉ = ݀∘ =  	ݔه يبق يو برا ݊

∘ݔ،  Aمتعلق به يها =   م.يکن يف ميتعر ݔ

  

  

  
  
  
  

→ 0 m a b p n c d 1 
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
m 0 1 1 1 1 1 1 1 1 
a 0 ॰ୟ 1 1 1 1 1 1 1 
b 0 ॰ୟ 1 1 1 1 1 1 1 
p 0 m ॰ୟ ॰ୟ 1 1 1 1 1 
n 0 m ॰ୟ ॰ୟ p 1 1 1 1 
c 0 m ॰ୟ ॰ୟ p d 1 d 1 
d 0 m ॰ୟ ॰ୟ p c c 1 1 
1 0 m ॰ୟ ॰ୟ p n c d 1 

⋁ 0 m a b p n c d 1 
0 0 m a b p n c d 1 
m m m a b p n c d 1 
a a a a b p n c d 1 
b b b a b p n c d 1 
p p p p p p n c d 1 
n n n n n n n c d 1 
c c c c c c c c 1 1 
d d d d d d d 1 d 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
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ک حصار در مشبکه کج مانده ي ′′	°	′′اگر  :۱,۳ گزاره
A ر برقرارنديگاه روابط ز باشد، آن:  
)۱( 0∘ = 0	، 
∘∗ݔ	، )۲( ≼     		∗∘ݔ
ݔ) )۳( → °(ݕ ≼ ∘ݖ) → (°ݔ → ൫ݖ° →  ، 		൯°ݕ
ݔ)ʘ°ݔ،    )۴( → °(ݕ ≼   	°ݕ
ݔ) )۵( → °(ݕ ≼ ݖ	ʘ∘ݔ →  ،	ݖ	ʘ°ݕ	
ݔ)، )۶( → °(ݕ ≼ ݖ	ʘ	ݔ →  		ݖ	ʘ	ݕ
ݔ)  )۷( → °(ݕ ≼ °∗ݕ →   ، ∗∘ݔ
∘∘ݕ	ʘ∘∘ݔ		 )۸( ≼   ،			ݕ	ʘ	ݔ

∘∗(ଶݕ⋁ଵݕ)، )۹( ≼   		∗∘ଶݕ	⋀∗∘ଵݕ
)۱۰( ≽   ∘∗(ଶݕ⋀ଵݕ)، 		∘∗ଶݕ⋁∘∗ଵݕ
ݔ) )۱۱( → ݔ)⋁°(ଵݕ → °(ଶݕ ≼ ∘ݔ →  ،				°	ଶݕ⋁°ଵݕ
∘∗ݔ	ʘ°ݔ، )۱۲( = 0			  
∘∗∗ݕ	ʘ∗∗∘ݔ،) ۱۳( ≼    	∗∘∗(ݕ	ʘ	ݔ)
∘∗(ݕ	ʘ	ݔ)،	)  ۱۴( ≼    	∗(∘ݕ	ʘ∘ݔ)
∘(ݕ	ʘ	ݔ)،  )۱۵( ≼ ∘ݔ →   		°ݕ
°(	ଶݕ⋀ଵݕ)،)۱۶( ≼ °		ଵݕ °		ଶݕ⋀ 			 

°ଶݕ⋁°ଵݕ	 ≼   ،										°(ଶݕ⋁ଵݕ)
ݔ  ) ۱۷( ≼ ∘ݔدهد  يجه مينت 	ݕ ≼   ، ∘ݕ

ʘ 0 m a b p n c d 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
m 0 m m m m m m m m 
a 0 m m m a a a a a 
b 0 m m m b b b b b 
p 0 m a b p p p p p 
n 0 m a b p n n n n 
c 0 m a b p n c n c 
d 0 m a b p n n d d 
1 0 m a b p n c d 1 

⋀ 0 m a b p n c d 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
m 0 m m m m m m m m 
a 0 m a a a a a a a 
b 0 m b b b b b b b 
p 0 m a b p p p p p 
n 0 m a b p n n n n 
c 0 m a b p n c n c 
d 0 m a b p n n d d 
1 0 m a b p n c d 1 
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∘∗(ݕ	ʘ	ݔ)،				)۱۸( ≼ ∘ݔ →  			∗°ݕ
∘∗∗ݔ 	∗∘∗ݔ) ۱۹( ≼ ∘∗ݔ → °ݔ،		°ݔ ≼ ،  
∘ݕ	ʘ∘ݔ،) ۲۰( ≼   		∘ݕ	⋀∘ݔ

∘(ݕ	ʘ	ݔ)، ≼         				∘ݕ	⋀∘ݔ
ݔ)،	) ۲۱( → °(ݕ ≼ ∗∘ݕ →   	∗∘ݔ

ݔ)	، → °(ݕ ≼ ∗ݕ →       					∗ݔ
ݔ)) ۲۲( → ݕ) → °((ݖ ≼ ∘ݕ	ʘ°ݔ) →   ،      	(°ݖ
ݔ)،        → ݕ) → °((ݖ ≼ °ݕ) → °ݔ) →  (°ݖ
ݔ)	)۲۳( → °((ଶݕ⋀ଵݕ) ≼ ∘ݔ →   ،  						∘ଶݕ⋀∘ଵݕ

°ݔ،	     → °(ଶݕ⋀ଵݕ) ≼ °ݔ) → °ݔ)⋀(°ଵݕ →   (°ଶݕ
ଵݕ)،   	°ݔ)۲۴( → ଶݕ)⋁°(ݔ → °(ݔ ≼ ∘ଶݕ⋀∘ଵݕ →  

(ଶݕ⋁ଵݕ))، → °(ݔ ≼ °ଵݕ) → °ଶݕ)⋀(°ݔ →  		(°ݔ
°(ଶݕ⋀ଵݕ)ʘ∘ݔ)  ۲۵( ≼   ،	(∘ଶݕ	ʘ°ݔ)⋀(∘ଵݕʘ°ݔ)

∘((ଶݕ⋀ଵݕ)ʘ	ݔ) ≼  ∘(ଶݕ	ʘ	ݔ)⋀∘(ଵݕ	ʘ	ݔ)
(∘ଶݕ	ʘ°ݔ)⋁(∘ଵݕ	ʘ°ݔ)،) ۲۶( ≼   			°(ଶݕ⋁ଵݕ)ʘ∘ݔ	

∘(ଶݕ	ʘ	ݔ)⋁∘(ଵݕ	ʘ	ݔ)،	 ≼    °((ଶݕ⋁ଵݕ)ʘ	ݔ)
ݔ)  ۲۷( ≼   هدد يجه مينت 	ݕ

ݖ) 	∘ݕ → °(ݔ ≼ °ݖ ݕ) ∘ݖ، → → °(ݖ ≼ °ݔ →  
  

  اثبات:
°0که  نيبا توجه به ا )۱( ≼ ن عنصر يو صفر کوچکتر 0

°0م يآور ياست بدست م Aاز  = 0. 
°∗ݔم يدار )۲( = ݔ) → 0)° ≼ °ݔ → 0 =  . ∗°ݔ
اثبات  ]۸[ ۱,۳ف حصار و لم يبا توجه به تعر )۳(
 شود. يم
ݔ)	ʘ°ݔ )۴( → °(ݕ ≼ °ݔ)ʘ°ݔ → (°ݕ ≼  . °ݕ
ݔ) ميدار )۵( → °(ݕ ≼ °ݔ → °ݕ ≼ ݖ	ʘ	°ݔ →

 ݖ	ʘ	°ݕ
)۶( . ݔ) → °(ݕ ≼ ݔ → ݕ ≼ ݖ	ʘ	ݔ →  ݖ	ʘ	ݕ
ݔ) ميدار )۷( → °(ݕ ≼ °ݔ → °ݕ ≼ ∗°ݕ →

∗°ݔ ≼ °∗ݕ →  	∗°ݔ
°°ݔ )۸( 	ʘ	ݕ°°	॰	ݔ°	ʘ	ݕ° ≼  .ݕ	ʘ	ݔ
.م يدار )۹( ∘∗(ଶݕ⋁ଵݕ) ≼ ∗∘(ଶݕ⋁ଵݕ) ≼

 					∗∘ଶݕ	⋀∗∘ଵݕ	॰	∗(°ଶݕ⋁°ଵݕ)
°∗ଶݕ	⋁	°∗ଵݕم يدار  )۱۰( ≼ °(∗ଶݕ⋁∗ଵݕ) ≼

  ∘∗(ଶݕ⋀ଵݕ)
ݔ) → ݔ)	⋁°(ଵݕ → °(ଶݕ ≼		  
°ݔ) → °ݔ)⋁(°ଵݕ → (°ଶݕ ≼ °ݔ → ଶݕ⋁°ଵݕ

°. 

)۱۱(  . ∘∗ݔ	ʘ°ݔ ≼ ∗∘ݔ	ʘ°ݔ = 0 
ݔ)	॰	°∗(ݕ	ʘ	ݔ) ميدار  )۱۲( → °(∗ݕ ≼ °ݔ →  °∗ݕ

°ݔ	ʘ°∗(ݕ	ʘ	ݔ)نيبنابرا ≼ جه ين نتيکه ا °∗ݕ
 دهد  يم

∗∘∗ݕ ≼ °∗(ݕ	ʘ	ݔ)	॰	∗(°ݔ	ʘ°∗(ݕ	ʘ	ݔ)) →
  ∗°ݔ	

 گرفتجه يتوان نت يحال م
∗∘∗ݕ	ʘ°∗(ݕ	ʘ	ݔ) ≼  .∗°ݔ

  نيبنابرا
∗∗°ݔ ≼  	∗(°∗(ݕ	ʘ	ݔ)	ʘ	∗°∗ݕ)
	॰	ݕ∗°∗ →	   ∗°∗(ݕ	ʘ	ݔ)

   دهد يجه مير نتيرابطه اخ
°∗∗ݕ	ʘ	∗∗°ݔ ∗°∗ݕ	ʘ	∗∗°ݔ	≽ ≼  .∗°∗(ݕ	ʘ	ݔ)

 ميدار  )۱۳(
°∗(ݕʘݔ) = ݕ	ʘ	ݔ) → 0)°	॰  
	൫ݔ → ݕ) → 0)൯° °ݔ	≽ → °ݕ) → 0)  
	॰	(ݔ°	ʘ	ݕ°)∗  

ݕ	ʘ	ݔکه  نيبا توجه به ا  )۱۴( ≼ جه يتوان نت يم ݕ
°(ݕ	ʘ	ݔ)گرفت  ≼ °ݕ ≼ °ݔ →  . °ݕ

,°ݔبا توجه به   )۱۵( °ݕ ≼ °(ݕ⋀ݔ)و  °(ݕ⋁ݔ) ≼
,°ݔ  واضح است. °ݕ

ݔم يبا توجه به فرض دار  )۱۶( → ݕ =  ني. بنابرا1
1 = 1° = ݔ) → °(ݕ ≼ °ݔ  °ݕ	→

°ݔ يعني  .°ݕ	≽
ݔ	॰	∗(ݕ	ʘ	ݔ)	ميدار  )۱۷( →  نيبنابرا∗ݕ

°∗(ݕ	ʘ	ݔ)  ≼ ݔ) → °(∗ݕ ≼ °ݔ → °∗ݕ ≼
°ݔ ൯°ݕ	ʘ	°ݔ൫	॰∗°ݕ	→

∗ 
ݔبا توجه به  )۱۸( ≼  ميريگ يجه مينت  ∗∗ݔ

°ݔ ≼ °∗∗ݔ ≼  .∗∘∗ݔ
∗∗ݔجه به و با تو ≼ ∗ݔ →  ميريگ يجه مينت ݔ

°∗∗ݔ ≼ °∗ݔ →  °ݔ
 واضح است.  )۱۹(
ݔ)م يدار  )۲۰( → °(ݕ ≼ ݔ → ݕ ≼ ∗ݕ →  و ∗ݔ

ݔ) → °(ݕ ≼ °ݔ → 	°ݕ ≼ ∗°ݕ →  . ∗°ݔ
 واضح است. ]۸[ ۱,۳بنابه لم   )۲۱(
ݔ)       )۲۲( → °((ଶݕ⋀ଵݕ) ≼ °ݔ →  °(ଶݕ⋀ଵݕ)

≼ ∘ݔ →   						∘ଶݕ	⋀∘ଵݕ
  م ي) دار۱۶و ( ]۸[ ۴,۳ه يبه قض بنا

°ݔ → °(ଶݕ⋀ଵݕ) ≼ °ݔ) → °ݔ)	⋀	(°ଵݕ   (°ଶݕ	→
 ميدار ]۸[ ۴,۳ه يبنابه قض
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ଵݕ) → ଶݕ)⋁°(ݔ → °(ݔ ≼	  
൫ݕଵ° → °ଶݕ൫	⋁	൯°ݔ → ൯°ݔ ≼ ∘ଶݕ	⋀∘ଵݕ →  °ݔ

  و 
(ଶݕ⋁ଵݕ)) → °(ݔ ≼ °(ଶݕ⋁ଵݕ) → ∘ݔ ≼  
∘ଶݕ	⋁	∘ଵݕ → °ଵݕ)	॰	°ݔ → °ଶݕ)	⋀	(°ݔ →    .(°ݔ

 شود. يثابت م ]۸[ ۴,۳ه ي) و قض۱۶) بنابه (۲۵(
 شود. يثابت م ]۸[ ۴,۳ه ي) و قض۱۶بنابه ( )۲۶(
  شود. يثابت م ]۸[ ۱,۳) بنابه لم ۲۷(

) (گزاره بالا) ۱۶) و (۱۴) و (۲( يها ر قسمتن ديرابطه گر
  :ميدار ۱,۳را در مثال يستند زيبرقرار ن

ܽ∘∗ =∘∗= 1	 ⋠ ܽ∗° = ܾ° = 0			  
  

  ميدار ۲,۳ن در مثال يهمچن
1 = 1° = (ܿ⋁݀)° ⋠ ܿ°⋁	݀° = ݊	⋁	݊ = ݊. 

  
°، ۲,۳اگر در مثال  = ݊° =  يها ݔ	هيبق يو برا 	ܽ

°ݔ		،Aمتعلق به  =   گاه م، آنيکنتعريف  	ݔ	
݊ = ܿ	⋀	݀ = ܿ∘⋀	݀∘ ⋠ (ܿ	⋀	݀)∘ = ݊∘ = ܽ.  

 م يدار ۱,۳در مثال  ياز طرف
(ܽ∘ʘ	݊∘)∗ =∘∗= 1 ⋠ (ܽ	ʘ	݊)∗∘ = ܽ∗∘ =
ܾ∘ = 0.  

   :۲,۳فيتعر
ݔ) ۱( ∈ شود، اگر  يده ميک عنصر پوچ توان نامي ܣ

,	0	॰	ݔ،هر  يبرا ݊ ≥ 1   
ݔ) ۲( ∈ شود، اگر  يده ميک عنصر خود توان نامي ܣ

  ، ݔ	ଶ॰ݔ
(ܣ)ܴ݃) ۳( = ݔ} ∈ ݔ)|ܣ → (ݕ →

ݕ∀,ݔ	॰	ݔ ∈ ده ينام Aمجموعه عناصر منظم از  {ܣ
  شود،  يم
(ܣ)ܦ) ۴( = ݔ} ∈ ݔ|ܣ → ,	ݎ	॰	ݎ ݎ∀ ∈

  شود.  يده مينام Aمجموعه عناصر چگال از  {(ܣ)ܴ݃
  

 مينک يفرض م :۳,۳ مثال
ܣ = {0, ݁, ܽ, ܾ, ݊, ܿ, ݀,݉, 1} 
ܣ = ,ܣ) ⋁,⋀,→,ʘ, 0, 1)	, 

  
  باشد  ر يز کج مانده همراه با اعمال  ک مشبکهي

(॰ = {ܿ, ݀}	c	॰	d): 
 

  

  

  
  

→ 0 e a b n c d m 1 
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
e n 1 1 1 1 1 1 1 1 
a b b 1 b 1 1 1 1 1 
b a a a 1 1 1 1 1 1 
n e e a b 1 1 1 1 1 
c 0 e a b ॰ୡ 1 1 1 1 
d 0 e a b ॰ୡ 1 1 1 1 
m 0 e a b n ॰ୡ ॰ୡ 1 1 
1 0 e a b n ॰ୡ ॰ୡ m 1 

ʘ 0 e a b n c d m 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
e 0 0 0 0 0 e e e e 
a 0 0 a 0 a a a a a 
b 0 0 0 b b b b b b 
n 0 0 a b n n n n n 
c 0 e a b n n n n c 
d 0 e a b n n n d d 
m 0 e a b n c d m m 
1 0 e a b n c d m 1 
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∘ܿ صورت به Aدر  ᇱᇱ	°	′′عمل  = ݀∘ = ݊	, ܽ∘ =
ܾ∘ = ∘ݔ، Aمتعلق به  يهاݔه يبق يو برا 		݁ =  ݔ

  م يصورت دار نيم. در ايکن يف ميتعر
(ܣ)ܴ݃ = {0, ݁, ܽ, ܾ, 1},		 
(ܣ)ܦ = 	 {݊, ܿ, ݀,݉, 1}            

  
,0، ۱,۳در مثال  ܽ,   عناصر پوچ توان،  }			{ܾ

0, n, c, d, m, 1} { .عناصر خودتوان هستند 
  

  :۱,۳ هيقض
  

  ک يز ين °ݔگاه  ک عنصر پوچ توان باشد، آني ݔاگر ) ۱(
  

  عنصر پوچ توان است،  
ک عنصر خودتوان و ي ݔ) اگر ۲(

ک يز ين ∘ݔگاه  باشد، آن ∘ݕ	ʘ∘ݔ	॰	∘(ݕ	ʘ	ݔ)
  عنصر خودتوان است.

  
  اثبات:

∘ݔ   ݔ	مي) دار۱( ≽نيبنابرا≽ ݔ =   	∘ݔ  	0
 مي) با توجه به فرض دار۲(

॰ 	(ݔ	ʘ	ݔ)° ॰ ݔ°ʘ	ݔ °ݔ∘ 
  

⋀ 0 e a b n c d m 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
e 0 e e e e e e e e 
a 0 e a 0 a a a a a 
b 0 e 0 b b b b b b 
n 0 e a b n n n n n 
c 0 e a b n c c c c 
d 0 e a b n d d d d 
m 0 e a b n c d m m 
1 0 e a b n c d m 1 

⋁ 0 e a b n c d m 1 
0 0 e a b n c d m 1 
e e e a b n c d m 1 
a a a a n n c d m 1 
b b b n b n c d m 1 
n n n n n n c d m 1 
c c c c c c c d m 1 
d d d d d d c d m 1 
m m m m m m m m m 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
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  Aلتر ازيک فيرا  Aرمجموعه يز F :۳,۳ فيتعر
ݔ  م اگرينام يم ≼   و اگر F	∈	yگاه  ، آنF	∋ ݔو 	ݕ

ݕ	ʘ	ݔگاه   آن، F	∈	y ,ݔ ∈   ].۹[ ܨ
  

∘ଵܨباشد و  Aلتر از يک في Fاگر  :۲,۳ تذکر =
൛ݔ ∈ °ݔ|ܣ ∈ ∘ଶܨو  ൟܨ = ൛ݔ°หݔ ∈  گاه ، آنൟܨ
,°ଵܨ °	ଶܨ °ଵܨ	و ⊆ ، ۲,۳را اگر در مثال يستند. زيلتر نيف 	ܨ
∘ = ݊∘ = ، Aمتعلق به  يهاݔه يبق يو برا ܽ

∘ݔ = ܨگاه  م، آنيف کنيتعر ݔ = ,} ݊, ܿ, ݀, 1} 
∘ଵܨ	لتر هست امايک في = {ܿ, ݀,   و   {1

∘ଶܨ = {ܽ, ܿ, ݀,   ستند. يلتر نيف {1
  

  :۲,۳ هيقض
  باشد و Aلتر از يک في F) اگر ۱(

∘ଵܨ = ݔ} ∈ °ݔ|ܣ ∈ ∘ݕ	ʘ°ݔو  {ܨ ≼  ∘(ݕ	ʘ	ݔ)
,	ݔهر  يبرا ݕ ∈   است،  Aلتر از يک في °ଵܨگاه  ، آنܣ
(ݕ	ʘ	ݔ) باشد و Aلتر از يک في Fاگر ) ۲( ≼

∘ଶܨو  ∘ݕ	ʘ∘ݔ = ݔ|∘ݔ} ∈ °ݔ		{ܨ ≼ جه ينت 	∘ݕ
ݔدهد  ≼   است. Aاز  لتريک في ∘ଶܨگاه  ، آنݕ

  
   اثبات:

ݔ) اگر۱( ∊ ݔم يدار ۱,۳و طبق لم   °ଵܨ ≼ گاه  آن ݕ
°ݔ ≼ °ݔ	 بنابراين ،°ݕ ∈ ݕ دهد يجه مينت 	ܨ ∈ . 	°ଵܨ

,ݔاگر  ياز طرف 	ݕ ∈ °ݕ	ʘ°ݔگاه  آن 	°ଵܨ ∈ ن يا 	ܨ
°(ݕ	ʘ	ݔ)دهد  يجه مينت ∈ ݕ	ʘ	ݔ يعني ܨ ∈   .°ଵܨ	
 ) واضح است. ۲(

(ܣ)ௗܫ	 = ݔ} ∈ °ݔ|ܣ = ست. ين Aلتر از يک في {ݔ
(ܣ)ௗܫ	، ۱,۳را در مثال يز = {0, ݊, ܿ, ݀,݉, ک ي {1
گر در را ايست زين Aرجبر از يک زي (ܣ)ௗܫ	ست. يلتر نيف

°م يف کني، تعر۲,۳مثال  = ݊° =  ݔهيبق يو برا 	ܽ
°ݔ،			، Aمتعلق به  يها =   ميگاه دار آنݔ

(ܣ)ௗܫ = ,}\ܣ ݊}(ܿ⋀݀)° = ݊° = ܽ ≠
ܿ⋀݀ = ݊	  

  
,ܿ يعني ݀ ∈ ݀⋀ܿاما  (ܣ)ௗܫ ∉   .(ܣ)ௗܫ

  
   :۳,۳تذکر

  است.  Aلتر از يک في (ܣ)ܦ) ۱(
  

,ݔگر ا اثبات: ݕ ∈    گاه  ، آن	(ܣ)ܦ
→ ݕ	ʘ	ݔ ݎ	॰	ݎ → ݔ	॰	ݎ → ݕ) →  ݔ	॰(ݎ

ݕ	ʘ	ݔن يبنابرا ∈ ݔ . حال اگر(ܣ)ܦ ≼ و  	ݕ
ݔ ∈ ݎم يگاه دار آن (ܣ)ܦ ≼ ݕ → ݎ ≼ ݔ →

.ن يبنابرا ݎ	॰	ݎ ݕ ∈   (ܣ)ܦ
ست و حصار عناصر ي) حصار عناصر چگال، چگال ن۲(

  ست.يمنظم، منظم ن
 صورت عمل حصار را به، اگر ۳,۳ را در مثاليز

ܿ° = ݀° = ݊° = ܽ° = ܾ° = ه يبق ي، و برا݁
ݔ،	 ∈ °ݔ	 ܣ =     گاه آن م،يکن فيتعر 			ݔ

(ܣ)°ܦ = {݁,݉, 1}, (ܣ)ܦ = {݊, ܿ, ݀,݉, 1} 
(ܣ)ܴ݃ = {0, ݁, ܽ, ܾ, 1} 

  
1م يو دار = ݁ → ܽ ⋠ چگال  (ܣ)°ܦن يبنابرا ܽ

  ست. ين
  

ܣم يکن يفرض م :۴,۳ مثال = {0, ܽ, ܾ, ܿ, ݀, 1}  ،
ܣ	 = ,ܣ) ⋁,⋀,→,ʘ, 0, مانده (و  ک مشبکهي 	(1

  باشد:  ر يز ک مشبکه کج مانده) همراه با اعمال يجه يدر نت

  

→ 0 a b c d 1 
0 1 1 1 1 1 1 
a 0 1 b c c 1 
b c 1 1 c c 1 
c b 1 b 1 a 1 
d b 1 b 1 1 1 
1 0 a b c d 1 
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°ܿصورت  اگر عمل حصار را به = ه يبق يو برا ݀

ݔ، ∈ °ݔ	 ܣ =  ميصورت دار نيم در ايف کنيتعر 	ݔ
(ܣ)ܴ݃ = {0, ܿ, ܾ, (ܣ)°ܴ݃و  {1 = {0, ܾ, ݀, 1} 

  ست.يک عنصر منظم ني ݀را يست، زيکه منظم ن
لتر است. يک في D(F)گاه  لتر باشد، آنيک في F) اگر ۳(

  ست. يلتر نيف 	کي ܴ݃ (F)اما 
ܨرا يز = {ܾ, ݊, ܿ, ݀,݉,  ۳,۳ لتر در مثاليک في {1

(ܨ)ܴ݃است اما  = {ܾ,   ست.يلتر نيک في {1
(ܣ)ܴ݃) اگر ۴( = {0, 0،	 هر يو برا {1 ≠  ݔ

∗ݔ،	 = (ܣ)ܦ هگاآن 0 =  .  {0}\ܣ
لتر يتوان ف ) حصار عناصر چگال، منظم، خودتوان و پوچ۵(
  صورت ، اگر عمل حصار را به۳,۳را در مثاليستند. زين

ܿ° = ݀° = ݊° = ܽ° = ܾ° = ه يبق ي، و برا݁
ݔ،	 ∈ °ݔ	 ܣ =     گاه آن م،يکن فيتعر			ݔ

(ܣ)°ܦ = {݁,݉, 1}, (ܣ)ܦ = {݊, ܿ, ݀,݉, 1}  
(ܣ)ܴ݃ = {0, ݁, ܽ, ܾ, 1},  
= (ܣ)°ܴ݃ {0, ݁, 1}  

  
  حصار عناصر پوچ توان،  	{0}، ۱,۳در مثال  و

{0, n, c, d, m, 1}  .حصارعناصر خودتوان هستند
توانند  يم يعناصر فوق در صورت يمجموعه حصارها

 باشند.  Aلتر باشند که برابر مجموعه يف
  ست.يک حصار نيومآً ب دو حصار  لزيترک )۶(
صورت  " را به "ଵ°، اگر عمل ۱,۳را در مثال يز

ܿ°ଵ = ݀°ଵ = ݊		،ܽ°ଵ = ܾ°ଵ = ه يبق يو برا 	0
ݔ، ∈ ଵ°ݔ ܣ = صورت  را به "ଶ°		"و عمل ݔ

		ܽ	°మ = ܾ	°మ = 0,݉	°మ = ܿ, ݀	°మ =  يو برا݊
ݔ،	هيبق ∈ ଶ°ݔ 	ܣ =   گاه  ن م، آيف کنيتعر 	ݔ

݉(°భ°మ)∘భ°మ = ݉°మ∘భ°మ = ܿ°భ°మ = ݊°మ = ݊ ⋡
݉∘భ∘మ = ݉∘మ = ܿ	  

  
  .ستيک حصار ني" ଵ∘ଶ∘" يعني

دو عمل حصار در  		"	ଵ°		"	و	"	ଶ°		"اگر : ۳,۳ هيقض
A  ݔباشند و∘భ∘మ	॰	ݔ°మ°భگاه:  ، آن′′°ଵ°ଶ′′ ک ي

   است. A حصار در
  

భ°మ°ݔم يدار اثبات: ≼ మ°ݔ ≼ اگر  ي. از طرفݔ
ݔ ≼ భ°ݔگاه  ، آنݕ ≼ భ°మ°ݔن يبنابرا భ°ݕ ≼  భ°మ°ݕ

  مين داريهمچن
భ°మ°(భ°మ°ݔ) 	॰		(ݔ°భ°భ)°మ°మ 	॰		ݔ°భ°మ .  

 و 
ݔ) → భ°మ°(ݕ ≼ భ°ݔ) → భ)°మ°ݕ ≼ భ°మ°ݔ →
భ°మ°ݕ   

  
 يباشد و برا Aک حصار در ي 	"	°	′′اگر  :۴,۳ هيقض

°ܣ = ൛ݔ°หݔ ∈ ,	ൟܣ ݔ ∈   ܣ
(ݔ)ܪ = ൛ݖ ∈ ݖห°ܣ ≼    ൟݔ

  
.گاه م، آنيف کنيتعر (ݔ)	ܪݑݏ = 	॰௫°	   

  
ݕهر  يبرا اثبات: ∈ طبق فرض  .ݕ	॰	°ݕم يدار °ܣ

.م يدار ݔ ∈ (ݔ)ܪ,ܣ ⊆ (ݔ)ܪ	 °ܣ ≠ را يز 		∅
°ݔ ∈ ܾم ي. اگر فرض کن(ݔ)ܪ ∈ گاه  ، آن(ݔ)ܪ

ܾ	॰	ܾ°, ܾ ≼ °ܾن ي. بنابراݔ ≼ °ݔ ∈ ॰௫°		 پس .
		°॰௫م يريگ يجه مينت =   .(ݔ)ܪ	ݑݏ

ه اعمال مشبکه کج يو بق ܪن يم رابطه بيخواه يحال م
عناصر خاص (چگال و پوچ توان و خود  يمانده و برخ

  م:يقرار ده يتوان و منظم) را مورد بررس
  

  :۴,۳ تذکر
°ܣ، ) ۱( =   	(1)ܪ

ݔ)ܪݑݏ → (ݕ ≼ (ݔ)	ܪݑݏ →   (ݕ)ܪݑݏ
ݔاگر ) ۲( ≼ (ݔ)ܪگاه  ، آنݕ ⊆  و اگر  (ݕ)ܪ

  . 	(ݕ)ܪ	॰	(ݔ)ܪگاه  ، آنݕ	॰	ݔ
 

ʘ 0 a b c d 1 
0 0 0 0 0 0 0 
a 0 a b d d a 
b 0 b b 0 0 b 
c 0 d 0 d d c 
d 0 d 0 d d d 
1 0 a b c d 1 
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൯°ݔ൫ܪ) ۳( = ൛ݖ ∊ ݖห°ܣ ≼ ൟ°ݔ ⊆  و (ݔ)ܪ
൯°ݔ൫ܪ	ݑݏ	 = ॰௫°	 .  

°((ݔ)ܪ)	 )۴( = ൛ݖ ∈ ݖห°ܣ ≼ ൟݔ
°
= (با  .(ݔ)ܪ

°°ݔم ينکه داريتوجه به ا 	॰	۳به کمک ( )، حال°ݔ (
൯°ݔ൫ܪم يدار ⊆ ൫(ݔ)ܪ൯

°.  
ز ين (ݔ)ܪگاه  ک عنصر پوچ توان باشد، آني ݔاگر ) ۵(

  پوچ توان است.
݊را وجود دارد يز( ∈ ݔکه  يبه طور 	ܰ 	॰	0ي، ازطرف 

ݖهر  يبه ازا ∈ ݖم يدار (ݔ)ܪ ≼   ).ݔ
لزومآً  (ݔ)ܪگاه  ک عنصر خودتوان باشد، آني ݔ) اگر ۶(

  ست.يخودتوان ن
ک عنصر خودتوان است اما ي ܽ، ۳,۳را در مثالي(ز

(ܽ)ܪ = {0, خودتوان  ݁ست چون يخودتوان ن {݁
 ست).ين
لزومآً  (ݔ)ܪگاه  ک عنصر چگال باشد، آني ݔ) اگر ۷(

  ست.يچگال ن
 ک عنصر چگال است اماي ݊، ۳,۳را در مثالي(ز

(݊)ܪ = {0, ݁, ,	0ست چون يچگال ن {݊ چگال  ݁
  ستند).ين
لزومآً  (ݔ)ܪگاه  ک عنصر منظم باشد، آني ݔ ر) اگ۸(

  ست.يمنظم ن
است و  Aک عنصر منظم در ي b، ۳,۳را در مثالي(ز

(ܾ)ܪ = {0, 1اما  	{݁ = (݁ → 0) → ݁ ⋠ ݁ 
  ست). يمنظم ن 	(ܾ)ܪيعني
(ݕ	ʘ	ݔ)ܪ،) ۹( ≠ را در ي(ز (ݕ)ܪ	ʘ	(ݔ)ܪ

°ܿصورت  ، اگر عمل حصار را به۱,۳مثال = ݊° = و  ܽ
ݔ،ه يبق يابر ∈ °ݔ ܣ = صورت  نيم در ايف کنيتعر ݔ

  ميدار
°ܣ	 = {0, ܽ, ܾ, ݀,݉, 1}  

  و
(݊	ʘ	ܽ)ܪ = {0, ܽ, ܾ}
≠ (݊)ܪ	ʘ	(ܽ)ܪ 																				
= {0, ܽ, ܾ}	ʘ	{0, ܽ, ܾ} = {0}	 

  
خودتوان باشند،  (ݕ	ʘ	ݔ)ܪاگر همه عناصر متعلق به 

⊇م يگاه دار آن   .(ݕ	ʘ	ݔ)ܪ 		(ݕ)ܪ	ʘ	(ݔ)ܪ	
ݖ (ݕ	ʘ	ݔ)ܪرا اگري(ز ݖگاه آن ∋ ≼ ݕ	ʘ	ݔ ≼ ,ݔ  ݕ

ݖو  ∈   جه گرفت کهيتوان نت ين ميبنابرا °ܣ
  

ݖ ∈ ,(ݔ)ܪ   پس (ݕ)ܪ
ݖ = ݖ	ʘ	ݖ ∈  (ݕ)ܪ	ʘ	(ݔ)ܪ

1) اگر ۱۰( ∈ (ݔ)ܪگاه  ، آن(ݔ)ܪ = ,°ܣ ݔ = 1.  
ݔ}	 )۱۱( ∈ (ݔ)ܪ	ݑݏ|ܣ = {ݔ =

൛ݔ ∈ °ݔหܣ = ൟݔ 	=   (ܣ)ௗܫ
)۱۲ (H(ݔ∗) ≠   ميدار، ۲,۳را در مثال ي، (ز(ݔ)∗ܪ

(∗ܽ)ܪ = (0)ܪ = {0} ≠ (ܽ)∗ܪ = {0,݉}∗ 
= {0, 1}. ) 

  مي) دار۱۳(
(ݕ	ʘ	ݔ)ܪ ⊆ (ݕ⋀ݔ)ܪ ⊆ ,(ݔ)ܪ (ݕ)ܪ ⊆
  	(ݕ⋁ݔ)ܪ

  و
(ݕ	ʘ	ݔ)ܪ ⊆ ݔ)ܪ →  . (ݕ

ضرب  ضرب دو عنصر و حاصل ن حصار حاصليب) ۱۴(
را يوجود ندارد، (ز ياچ رابطهين دو عنصر هآ يحصارها

°ܿصورت  ، اگر عمل حصار را به۲,۳در مثال  = ݊° =
° = °ݔ  هيبق يو برا ܽ = ݔ،	ݔ ∈ م در يف کنيتعرܣ

  ميصورت دار نيا
(ܾ	ʘ	ܿ)° = ܾ° = ܾ ⋠ ܾ°	ʘ	ܿ° = ܾ	ʘ	ܽ =
݉	  

  
رت صو ، عمل حصار را به۲,۳ اگر در مثال ياز طرف

݉° = ݔ،ه يبق يو برا 0 ∈ °ݔ 	ܣ = م يف کنيتعر ݔ
  ميصورت دار نيدر ا

ܾ°	ʘ	ܽ° = ܾ	ʘ	ܽ = ݉ ⋠ (ܾ	ʘ	ܽ)° =
݉° = 0.  

  
ک مشبکه کج مانده باشد و ي  Aاگر :۵,۳ هيقض

ܤ ⊆ A 1که يبه طور ∈ ݔهر  يو برا ܤ ∈  ،ܣ
(ݔ)ܪ		 = ݕ} ∈ ݕ|ܤ ≼   باشد و sup يدارا 	{ݔ

  

ݑݏ ݔ)	ܪ → (ݕ ≼ (ݔ)	ܪݑݏ →  	(ݕ)ܪݑݏ
ݔنگاشت  گاه آن ↦  Aک حصار در ي (ݔ)ܪݑݏ

 است. 
  

ܾاگر  اثبات: ∈   گاه ، آنܤ
(ܾ)ܪݑݏ = ݕ}ݑݏ ∈ ݕ|ܤ ≼ ܾ} = ॰	. 

	°॰௫م يکن يف ميتعر = 1م يدار (ݔ)ܪ	ݑݏ ∈  ܤ
°1ن يبنابرا = (ݔ)ܪݑݏ. واضح است که 1 ≼  ݔ

°ݔ يعني ≼ م يدار ي. از طرفݔ
°°ݔ يعني (ݔ)ܪݑݏ	॰	൯(ݔ)ܪݑݏ൫ܪݑݏ 	॰	ݔ° 
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  ميو بنابه فرض دار
ݔ) → °(ݕ ≼ °ݔ →                 .°ݕ

  
  جهينت - ۴

ف ين مقاله، عمل حصار را در مشبکه کج مانده تعريدر ا
عنصر پوچ توان، پوچ  کيم که حصار ينشان دادم و يکرد

ک عنصر خودتوان، لزومآً خودتوان يتوان است اما حصار 
ک حصار يب دو حصار، لزومآً يم ترکيست. نشان دادين

عناصر خاص و  يو برخ ܪن ين ارتباط بيشود. همچن ينم
  م.يقرار داد يمشبکه کج مانده را مورد بررس يها عمل

  
   



 ۴۳                                                                                                                                   ک عملگريکج مانده بهمراه  ي مشبکه
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