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 چکیده
که با نماد  𝑣، عدد انتقال رأس 𝐺از گراف  𝑣یک گراف ساده و همبند باشد. در این صورت برای راس دلخواه  𝐺فرض کنیم 

𝑇𝑟𝐺(𝑣) های راس مجموع فاصله شود،نمایش داده می𝑣 شود. ماتریس لاپلاسین بدون از بقیه رئوس گراف تعریف می

𝐷𝑄(𝐺)به صورت  𝐺ی گراف صله*علامت فا = 𝐷(𝐺) + 𝑇𝑟(𝐺) که  شود، جاییتعریف می𝐷(𝐺)  ماتریس فاصله

باشد. در این مقاله، برای مینیمم مجموعه می 𝐺ماتریس قطری متشکل از اعداد انتقال رئوس گراف  𝑇𝑟(𝐺)و  𝐺گراف 

 𝑀𝐷𝐷𝑄(𝐺) ، که آن را با نماد 𝐺گری از گراف ی مینیمم احاطه، ماتریس لاپلاسین بدون علامت فاصله𝐺گری گراف حاطها

را به  𝑀𝐷𝐷𝑄(𝐺)همچنین انرژی ماتریس نماییم. نمایش خواهیم داد، را تعریف کرده و برخی خواص مهم آن را بررسی می

چنین برای شعاع طیفی و هم 𝐸𝐷𝐷𝑄(𝐺)تعدادی کران بالا و پایین برای انرژی و صورت مجموع مقادیر ویژه آن تعریف کرده 
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  مقدمه -1

و مجموعه  𝑉(𝐺)گراف با مجموعه رئوس  𝐺فرض کنید 
𝐺 باشد. یک گراف با 𝐸(𝐺)یالی  = (𝑉(𝐺). 𝐸(𝐺)) 

𝑛تعداد 𝐺 ی شود. مرتبهنشان داده می = |𝑉(𝐺)|  از
𝑚اش تعداد رئوسش و اندازه = |𝐸(𝐺)| هایش از یال

𝑣باشد. مجموعه رئوس مجاور به می ∈ 𝑉(𝐺)  با𝑁𝐺(𝑣) 
ی برابر است با اندازه 𝑣ی هشود و درجنشان داده می

𝑁𝐺(𝑣)  و با𝑑𝑒𝑔𝐺(𝑣) شود. گیریم نمایش داده می 

𝐺دار و همبند با مجموعه رئوس جهتیک گراف ساده، غیر

𝑉(𝐺) ی بین دو رأس باشد. فاصله𝑢. 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)  با

.𝑑𝑐(𝑢نماد  𝑣)  یا𝑑𝑢𝑣 شود که برابر است نشان داده می

. 𝐺در 𝑣 و  𝑢ترین مسیر بین دو رأس با طول کوتاه
قطر گراف نامیده  𝐺ی بین رئوس گراف ماکزیمم فاصله

شود نشان داده می 𝐷(𝐺)با  𝐺شود. ماتریس فاصله از می

𝐷(𝐺)که به صورت  = (𝑑𝑣𝑖𝑣𝑗)𝑣𝑖.𝑣𝑗∈𝑉(𝐺)  تعریف

، 𝑛ی از مرتبه 𝐺ی همبند شود. برای گراف سادهمی
ناپذیر است. ی متقارن و تحویلماتریس فاصله، ماتریس

قادیر ی م، مجموعه𝑀چنین برای یک ماتریس مربعی هم

نامند. می 𝑀ها را طیف ویژه همراه با چندگانگی آن

گویند.  𝑀را شعاع طیفی  𝑀بزرگترین مقدار ویژه از 
انند طیف فاصله، ماتریس فاصله و مفاهیم مرتبط با آن م

ای کاربردهای وسیعی در شیمی شعاع طیفی و انرژی فاصله
 و علوم مختلف دیگر دارد.

امروزه بسیاری از پژوهشگران استفاده از شعاع طیفی 
ماتریس فاصله را برای توصیف ساختارهای مولکولی مورد 

دهند. از میان اولین نتایج به دست آمده، استفاده قرار می
ی مهمی که در توان به قضیهریس فاصله، میمرتبط با مات

ثابت شده است، اشاره کرد که فرمولی از دترمینان  [8]
ها ارائه کردند. به دنبال آن و ماتریس فاصله برای درخت

دیگر نتایج به دست آمده، محققانی از نظریه جبری گراف 
 [6,9]مند شدند. نیز به این موضوع علاقه

ی به صورت مجموع فاصله 𝑣از رأس  𝑇𝑟(𝑣)عدد انتقال 

یا به عبارتی دیگر  𝑣ی رئوس دیگر از رأس همه

𝑇𝑟𝐺(𝑣) = ∑ 𝑑𝐺(𝑢. 𝑣)𝑢∈𝑉(𝐺) شود. تعریف می

نشان داده  σ(𝐺)با  𝐺عدد انتقال یک گراف همبند 
های بین همه شود که برابر است با مجموع فاصلهمی

σ(𝐺). واضح است 𝐺های نامرتب از رئوس جفت =

1

2
∑ 𝑇𝑟𝐺(𝑣)𝑣∈𝑉(𝐺) گراف .𝐺  منتظم از لحاظ عدد

برای هر  𝑇𝑟𝐺(𝑣)شود، هرگاه انتقال نامیده می

𝑣 رأس ∈ 𝑉(𝐺)  1ثابت باشد. برای ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  به

برابر است با مجموع  𝑇𝑟𝐺(𝑣𝑖)شود که آسانی دیده می

 . گیریم، 𝐺ام از  𝑖 سطر
 𝑇𝑟(𝐺) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑇𝑟𝐺(𝑣1).… . 𝑇𝑟𝐺(𝑣𝑛)) 

باشد. گیریم  𝐺یس قطری از اعداد انتقال رئوس گراف ماتر

α های عددی حقیقی باشد، ما به ترتیب نماد𝜎𝛼(𝐺)  و

𝛤𝛼(𝐺)  را برای∑ 𝑑(𝑢. 𝑣)𝛼{𝑢.𝑣}⊆𝑉(𝐺)  و 
∑ 𝑇𝑟(𝑣)𝛼𝑣∈𝑉(𝐺) کنیم. استفاده می 

ماتریسی  𝐺ماتریس لاپلاسین بدون علامت فاصله از 

𝑛 × 𝑛  است که اولین بار توسط اچیچه و هنسن در

𝐷𝑄(𝐺)به صورت  [1,2] = 𝐷(𝐺) + 𝑇𝑟(𝐺) 

ناپذیر، ماتریسی تحویل 𝐷𝑄(𝐺)تعریف شد. واضح است 
نامنفی، متقارن و نیمه معین مثبت است. بزرگترین مقدار 

نامند و آن را با نماد را شعاع طیفی می 𝐷𝑄(𝐺)ویژه از 
ρ(G) دهند. گیریم نمایش می(𝜌1. 𝜌2. … . 𝜌𝑛) 

کنیم باشد و فرض می 𝐷𝑄(𝐺)ی طیف دهندهنشان

𝜌1 ≥ 𝜌2 ≥ ⋯ ≥ 𝜌𝑛ی پرون. بنابر قضیه - 

یک بردار ویژه نرمال مثبت  ρ(𝐺)فروبنیوس، متناظر با 

وجود دارد که آن را بردار ویژه اصلی  𝐷𝑄(𝐺)یکتایی از 
 نامند.می 𝐺از 

توسط ایوان  1978برای اولین بار در سال  𝐺انرژی گراف 

با مقادیر ویژه  𝐴(𝐺)، برای ماتریس مجاورت [7]گاتمن 

𝜆1. … . 𝜆𝑛  به صورت𝐸(𝐺) = ∑ |𝜆𝑖|
𝑛
𝑖=1  تعریف

انرژی لاپلاسین بدون  [3]شد. به طور مشابه ما در 
علامت فاصله را به صورت مجموع قدرمطلق مقادیر ویژه 

فاصله تعریف کردیم.  ماتریس لاپلاسین بدون علامت
 [14,15]توان به مقالات برای اطلاعات بیشتر می

 مراجعه نمایید.  
گری یک مجموعه احاطه 𝑉(𝐺)از  𝐷مجموعه  زیر

ی گاه هر عضو از مجموعهشود هرنامیده می 𝐺ازگراف 

𝑉(𝐺)\𝐷  با تعدادی رئوس از مجموعه𝐷  .مجاور باشد
ین اندازه را کوچکترین گری با کوچکترهر مجموعه احاطه

ی کوچکترین نامند. اندازهگری میی احاطهمجموعه
گری نامیده عدد احاطه 𝐺گری از گراف ی احاطهمجموعه

شود. در نشان داده می ƞ(𝐺)شود و با نماد می
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س گری و ماتریمینیمم احاطه ، ماتریس[12,13]
 های مرتبطگری و همچنین انرژیی مینیمم احاطهفاصله

ها مورد بررسی قرار گرفته با آنها تعریف شده و خواص آن
ی مینیمم است. ما ماتریس لاپلاسین بدون علامت فاصله

)به طور مختصر ماتریس  𝐺گری از گراف احاطه

(𝑀𝐷𝐷𝑄  را به صورت𝑀𝐷𝐷𝑄(𝐺) ≔ (𝑝𝑖𝑗) 
 کنیم که:تعریف می

 

𝑝𝑖𝑗 = {

1 + 𝑇𝑟𝑖        𝑖𝑓 𝑖 = 𝑗 𝑎𝑛𝑑 𝑣𝑖 ∈ 𝐷
𝑇𝑟𝑖                 𝑖𝑓 𝑖 = 𝑗 𝑎𝑛𝑑 𝑣𝑖 ∉ 𝐷

𝑑(𝑣𝑖. 𝑣𝑗)                     𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒.
 

، ماتریسی 𝑀𝐷𝐷𝑄(𝐺)از آنجا که ماتریس 
ناپذیر، نامنفی، متقارن و نیمه معین مثبت است، تحویل

چنین انرژی مقادیر ویژه آن نامنفی هستند. همی همه

را به صورت مجموع مقادیر ویژه  𝑀𝐷𝐷𝑄(𝐺)ماتریس 
 دهیم. نشان می 𝐸𝐷𝐷𝑄(𝐺)کنیم و با نماد آن تعریف می

 

 قضايای اصلي -2
هایی را که مورد استفاده در این فصل، ابتدا برخی گزاره
کنیم و سپس نتایجی برای قرار خواهند گرفت را بیان می

𝐸𝐷𝐷𝑄(𝐺)  دهیم.میارائه 

𝑎𝑖 ،1و  𝑏𝑖: فرض کنید [10] 1گزاره ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ،
گاه همواره رابطه زیر اعدادی حقیقی و نامنفی باشند، آن

 برقرار است،

∑𝑎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

∑𝑏𝑖
2

𝑛

𝑖=1

− (∑𝑎𝑖𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

)2

≤
𝑛2

4
(𝑀1𝑀2 −𝑚1𝑚2)

2 

𝑀1که به طوری = 𝑚𝑎𝑥1≤𝑖≤𝑛𝑎𝑖 ،𝑀2 =

𝑚𝑎𝑥1≤𝑖≤𝑛𝑏𝑖 ،𝑚1 = 𝑚𝑖𝑛1≤𝑖≤𝑛𝑎𝑖  و𝑚2 =

𝑚𝑖𝑛1≤𝑖≤𝑛𝑏𝑖. 
 

𝑎𝑖 ،1و  𝑏𝑖فرض کنید  :[11] 2 گزاره ≤ 𝑖 ≤ 𝑛، 

گاه همواره رابطه زیر اعدادی حقیقی و نامنفی باشند، آن
 برقرار است،

∑𝑎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

∑𝑏𝑖
2

𝑛

𝑖=1

≤
1

4
(√
𝑀1𝑀2
𝑚1𝑚2

+√
𝑚1𝑚2
𝑀1𝑀2

)2(∑𝑎𝑖𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

)2 

𝑀1که به طوری = 𝑚𝑎𝑥1≤𝑖≤𝑛𝑎𝑖 ،𝑀2 =

𝑚𝑎𝑥1≤𝑖≤𝑛𝑏𝑖 ،𝑚1 = 𝑚𝑖𝑛1≤𝑖≤𝑛𝑎𝑖  و𝑚2 =

𝑚𝑖𝑛1≤𝑖≤𝑛𝑏𝑖. 
 

𝑎𝑖 ،1و  𝑏𝑖: فرض کنید [5] 3گزاره ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ،

وجود  𝑅و  𝑟اعداد حقیقی  اعدادی حقیقی و نامنفی باشند و

𝑖داشته باشند به طوری که برای هر  = 1.2. … . 𝑛 

𝑟رابطه  ≤
𝑏𝑖

𝑎𝑖
≤ 𝑅 ((𝑎𝑖 ≠ گاه برقرار باشد، آن 0

 همواره داریم،

∑𝑏𝑖
2

𝑛

𝑖=1

+ 𝑟𝑅∑𝑎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

≤ (𝑟 + 𝑅)∑𝑎𝑖𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

. 

علاوه بر این تساوی برقرار است اگر و فقط اگر برای 

𝑖 ،1حداقل یک  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛ی ، رابطه𝑏𝑖 = 𝑎𝑖𝑟  یا
𝑏𝑖 = 𝑎𝑖𝑅 .برقرار باشد 

 

با  𝑛ی گرافی ساده و همبند از مرتبه 𝐺گیریم  .1قضیه

گاه همواره باشد، آن 𝐷گری ی احاطهمینیمم مجموعه
 ی زیر برقرار است،رابطه

𝐸𝐷𝐷𝑄(𝐺) = ƞ(𝐺) + 2𝜎(𝐺). 
 

.𝜌1فرض کنیم  .برهان … . 𝜌𝑛  مقادیر ویژه ماتریس

𝑀𝐷𝐷𝑄(𝐺) یباشد. با استفاده از رابطه 
 ∑ ρ𝑖

𝑛
𝑖=1 = 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑀𝐷𝐷𝑄(𝐺)) که  و این

نامنفی هستند،  𝑀𝐷𝐷𝑄(𝐺)مقادیر ویژه ماتریس 
 شود.ی فوق نتیجه میرابطه

 

ی گرافی ساده و همبند از مرتبه 𝐺فرض کنیم  :1نتیجه

𝑛 ی زیر برقرار است،گاه همواره رابطهباشد، آن 

𝐸𝐷𝐷𝑄(𝐺) ≥ 𝑛
2 − 𝑛 + 1 

𝐺و تساوی برقرار است اگر و تنها  ≅ 𝐾𝑛. 
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ƞ(𝐺)با توجه به اینکه همواره داریم،  .برهان ≥ و  1

𝜎(𝐺) ≥
𝑛2−𝑛

2
نامساوی  چنین تساوی در هر دو. هم

𝐺برقرار است اگر و تنها اگر  ≅ 𝐾𝑛 بنابراین حکم ثابت ،
 شود.می
 

با  𝑛ی گرافی ساده و همبند از مرتبه 𝐺گیریم  .2قضیه

.𝜌1باشد. اگر  𝐷گری ی احاطهمینیمم مجموعه … . 𝜌𝑛 

باشند، در این صورت  𝑀𝐷𝐷𝑄(𝐺)مقادیر ویژه ماتریس 
 ی زیر برقرار است،همواره رابطه

∑𝜌𝑖
2

𝑛

𝑖=1

= 𝛤2(𝐺) + 2𝜎2(𝐺) + ƞ(𝐺) + 2∑𝑇𝑟(𝑣)

𝑣∈𝐷

. 

 

 .برهان

∑𝜌𝑖
2

𝑛

𝑖=1

=∑ ∑ 𝑞𝑖𝑗𝑞𝑗𝑖
𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

=∑(𝑞𝑖𝑖)
2

𝑛

𝑖=1

+ 2 ∑ (𝑞𝑖𝑗)
2

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

=∑(𝑇𝑟(𝑣))2

𝑣∉𝐷

+∑(1 + 𝑇𝑟(𝑣))2

𝑣∈𝐷

+2 ∑ (𝑞𝑖𝑗)
2

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

= 𝛤2(𝐺) + 2𝜎2(𝐺)

+ ƞ(𝐺) + 2∑𝑇𝑟(𝑣)

𝑣∈𝐷

. 

 

ی گرافی ساده و همبند از مرتبه 𝐺فرض کنید  :2نتیجه

𝑛 گری ی احاطهبا مینیمم مجموعه𝐷  2و قطر حداکثر 

.𝜌1باشد. اگر  … . 𝜌𝑛  مقادیر ویژه ماتریس

𝑀𝐷𝐷𝑄(𝐺) و  باشند𝑀1(𝐺) =

∑ deg (𝑣𝑖)
2𝑛

𝑖=1ی زیر برقرار گاه همواره رابطه، آن
 است،

∑𝜌𝑖
2

𝑛

𝑖=1

= 4𝑛2(𝑛 − 1) − 2𝑚(4𝑛 − 1)

+ ƞ(𝐺)(4n − 3) +𝑀1(𝐺)

− 2∑deg(𝑣)

𝑣∈𝐷

. 

 

𝑉(𝐺)گیریم  .برهان = {𝑣1. 𝑣2. … . 𝑣𝑛}  باشد. با

ی باشد، رابطهمی 2که قطر گراف حداکثر  توجه به این
𝑇𝑟(𝑣) = 2𝑛 − deg(𝑣) − برقرار است. اکنون با  2

 استفاده از این حقیقت که
 ∑ 𝜌𝑖

2𝑛
𝑖=1 = 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑀𝐷𝐷𝑄(𝐺))2 ،داریم 

∑𝜌𝑖
2

𝑛

𝑖=1

= 𝛤2(𝐺) + 2𝜎2(𝐺) + ƞ(𝐺) + 2∑𝑇𝑟(𝑣)

𝑣∈𝐷

 

             = ∑ (𝑇𝑟(𝑣))2 + ƞ(𝐺)

𝑣∈𝑉(𝐺)

+ 2∑𝑇𝑟(𝑣)

𝑣∈𝐷

+ 2(2𝑛(𝑛 − 1) − 3𝑚) 
اکنون با جایگذاری روابط زیر در تساوی فوق، حکم حاصل 

 شود،می
∑ (𝑇𝑟(𝑣))2

𝑣∈𝑉(𝐺)

= 4𝑛(𝑛 − 1)2 − 8𝑚(𝑛 − 1) +𝑀1(𝐺) 

∑𝑇𝑟(𝑣) = 2(𝑛 − 1)ƞ(𝐺) −∑deg(𝑣)

𝑣∈𝐷

.

𝑣∈𝐷

 

 دهیم.ارائه می 𝐸𝐷𝐷𝑄(𝐺)اکنون، تعدادی کران برای 
 

باشد.  𝑛ی گرافی همبند از مرتبه 𝐺فرض کنیم  .3قضیه

 ، 𝐷گری ی احاطهمینیمم مجموعهاگر 
∆= det (𝑀𝐷𝐷𝑄(𝐺))  و 

𝑀 = 𝛤2(𝐺) + 2𝜎2(𝐺) + ƞ(𝐺) + 2∑ 𝑇𝑟(𝑣)

𝑣∈𝐷

 

 ی زیر برقرار است:گاه همواره رابطهآن باشد،

√𝑀 + 𝑛(𝑛 − 1)∆
2

𝑛≤ 𝐸𝐷𝐷𝑄(𝐺) ≤ √𝑛𝑀. 
 

.𝜌1گیریم  .برهان … . 𝜌𝑛  مقادیر ویژه ماتریس

𝑀𝐷𝐷𝑄(𝐺) .اثبات  ابتدا نامساوی سمت راست را  باشد

𝑎𝑖. کنیممی = 𝑏𝑖و  1 = 𝜌𝑖 را در نامساوی کشی - 

∑)شوارتز  𝑎𝑖𝑏𝑖
𝑛
𝑖=1 )2 ≤ (∑ 𝑎𝑖

𝑛
𝑖=1 )(∑ 𝑏𝑖

𝑛
𝑖=1 )  
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 شود:، نتیجه می2کنیم. با استفاده از قضیه جایگزین می

(∑ 𝜌𝑖)
𝑛

𝑖=1

2

≤ (∑1

𝑛

𝑖=1

)(∑ 𝜌𝑖
2

𝑛

𝑖=1
) 

(𝐸𝐷𝐷𝑄(𝐺))
2
≤ 𝑛(𝛤2(𝐺) + 2𝜎2(𝐺) + ƞ(𝐺)

+ 2∑ 𝑇𝑟(𝑣)

𝑣∈𝐷

). 

کنیم. با استفاده از اکنون نامساوی سمت چپ را اثبات می
𝐴𝑀نامساوی  − 𝐺𝑀(  در این نامساوی، میانگین

حسابی از یک مجموعه اعداد حقیقی نامنفی از میانگین 
 هندسی از این مجموعه اعداد بزرگتر، مساوی است.( 

𝜌𝑖𝜌𝑗|1}ی موعهروی مج ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ی زیر را رابطه
 گیریم:نتیجه می

1

(
𝑛
2
)
∑ 𝜌𝑖𝜌𝑗

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

≥ ( ∏ 𝜌𝑖𝜌𝑗
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

)

1

(𝑛2)

= (∏𝜌𝑖

𝑛

𝑖=1

)
𝑛 − 1

(
𝑛
2
)

= (∏𝜌𝑖

𝑛

𝑖=1

)

2

𝑛

= ∆
2

𝑛. 

 شود:ی زیر نتیجه حاصل میاکنون با توجه به رابطه

(𝐸𝐷𝐷𝑄(𝐺))
2 = (∑ 𝜌𝑖

𝑛

𝑖=1
)2

=∑ 𝜌𝑖
2

𝑛

𝑖=1

+ 2 ∑ 𝜌𝑖𝜌𝑗
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

≥ 𝛤2(𝐺) + 2𝜎2(𝐺)
+ ƞ(𝐺)

+ 2∑𝑇𝑟(𝑣)

𝑣∈𝐷

+ 𝑛(𝑛 − 1)∆
2

𝑛. 
 

بزرگترین مقدار ویژه ماتریس  𝜌1اگر  .4قضیه

𝑀𝐷𝐷𝑄(𝐺) گاه همواره داریم، باشد، آن 

𝜌1 ≥
4𝜎(𝐺) + ƞ(𝐺)

𝑛
. 

 

𝑋گیریم  .برهان = (1.1. … .1⏟    
𝑛

)𝑇  برداری با

گاه با استفاده از قضیه ریلی های یک باشد، آندرایه
 شود،نامساوی زیر نتیجه می

𝜌1 ≥
𝑋𝑇𝑀𝐷𝐷𝑄(𝐺)𝑋

𝑋𝑇𝑋
=
∑ ∑ 𝑞𝑖𝑗

𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑖=1

𝑛
 

     =
1

𝑛
(2 ∑ 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

+ ∑ 𝑇𝑟𝑣𝑖

𝑛

𝑖=1,𝑣𝑖∉𝐷

+ ∑ (1 + 𝑇𝑟𝑣𝑖)

𝑛

𝑖=1,𝑣𝑖∈𝐷

)

=
4𝜎(𝐺) + ƞ(𝐺)

𝑛
. 

𝑎𝑖و جایگزینی  2و1های رهاکنون با استفاده از گزا = 1 
𝑏𝑖و  = 𝜌𝑖 دو کران پایین برای ،𝐸𝐷𝐷𝑄(𝐺)  نتیجه

 گیریم.می
 

با  𝑛ی گرافی ساده و همبند از مرتبه 𝐺گیریم  .5قضیه

𝜌1باشد. اگر  𝐷گری ی احاطهمینیمم مجموعه ≥

𝜌2 ≥ ⋯ ≥ 𝜌𝑛  مقادیر ویژه ماتریس𝑀𝐷𝐷𝑄(𝐺) 
 باشند و 

𝑀 = 𝛤2(𝐺) + 2𝜎2(𝐺) + ƞ(𝐺) + 2∑ 𝑇𝑟(𝑣)

𝑣∈𝐷

 

 ی زیر برقرار است،هادر این صورت همواره رابطه

𝐸𝐷𝐷𝑄(𝐺) ≥ √𝑛𝑀 −
𝑛2

4
(𝜌1 − 𝜌𝑛)

2       (1) 

𝐸𝐷𝐷𝑄(𝐺) ≥
2√𝜌1𝜌𝑛

𝜌1 + 𝜌𝑛
√𝑛𝑀.         (2) 

 

𝑎𝑖 ،1و  𝑏𝑖: فرض کنید [4] 4 گزاره ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ،

.𝐴اعداد حقیقی  اعدادی حقیقی و نامنفی باشند و 𝑏. 𝑎 

 وجود داشته باشند به طوری که برای هر 𝐵و

 𝑖 = 1.2. … . 𝑛 های رابطه𝑎 ≤ 𝑎𝑖 ≤ 𝐴   و

𝑏 ≤ 𝑏𝑖 ≤ 𝐵 گاه همواره داریم، برقرار باشند، آن 

|𝑛∑𝑎𝑖𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

−∑𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

∑𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

|

≤ 𝛽(𝑛)(𝐴 − 𝑎)(𝐵 − 𝑏) 
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β(𝑛)که به طوری = 𝑛 [
𝑛

2
] (1 −

1

𝑛
[
𝑛

2
. )نماد ([

[𝑥] نشان دهنده بخش صحیح عدد حقیقی ،𝑥  ).است
تساوی در نامساوی فوق برقرار است اگر و تنها همچنین 

𝑎1اگر  = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛 و 

 𝑏1 = 𝑏2 = ⋯ = 𝑏𝑛. 

𝑎𝑖و جایگزینی  4ی رهاکنون با استفاده از گزا = 𝑏𝑖 =

𝜌𝑖  ،𝑎 = 𝑏 = 𝜌𝑛  و𝐴 = 𝐵 = 𝜌1  کران پایین

 .گیریمنتیجه می 𝐸𝐷𝐷𝑄(𝐺)دیگری برای 

 

با  𝑛ی گرافی ساده و همبند از مرتبه 𝐺گیریم  .6قضیه

 باشد. اگر 𝐷گری ی احاطهمینیمم مجموعه

 𝜌1 ≥ 𝜌2 ≥ ⋯ ≥ 𝜌𝑛  مقادیر ویژه ماتریس

𝑀𝐷𝐷𝑄(𝐺) و  باشند 

𝑀 = 𝛤2(𝐺) + 2𝜎2(𝐺) + ƞ(𝐺) + 2∑ 𝑇𝑟(𝑣),

𝑣∈𝐷

 

 گاه همواره داریم:آن
𝐸𝐷𝐷𝑄(𝐺) ≥ √𝑛𝑀 − 𝛽(𝑛)(𝜌1 − 𝜌𝑛)

2.          (3) 
 

 که توجه به این با :3نتیجه

 β(𝑛) = 𝑛 [
𝑛

2
] (1 −

1

𝑛
[
𝑛

2
]) ≤

𝒏𝟐

𝟒
گاه بنابر آن،  

 شود:ی زیر حاصل میرابطه، (3)نامساوی 

𝐸𝐷𝐷𝑄(𝐺) ≥ √𝑛𝑀 − 𝛽(𝑛)(𝜌1 − 𝜌𝑛)
2 

≥ √𝑛𝑀 −
𝑛2

4
(𝜌1 − 𝜌𝑛)

2. 

از  (3)توان نتیجه گرفت که نامساوی ی فوق میاز رابطه
 تر است. قوی (1)نامساوی 

 

گرافی ساده و همبند از با مینیمم  𝐺فرض کنیم  .7قضیه

 باشد. اگر  𝐷گری ی احاطهمجموعه

𝜌1 ≥ 𝜌2 ≥ ⋯ ≥ 𝜌𝑛  مقادیر ویژه ماتریس

𝑀𝐷𝐷𝑄(𝐺) باشند و 

𝑀 = 𝛤2(𝐺) + 2𝜎2(𝐺) + ƞ(𝐺) + 2∑ 𝑇𝑟(𝑣)𝑣∈𝐷, 
 ی زیر برقرار است،گاه همواره رابطهآن

𝐸𝐷𝐷𝑄(𝐺) ≥
𝑛𝜌1𝜌𝑛 +M

𝜌1 + 𝜌𝑛
. 

 

𝑎𝑖گذاری با جای .برهان = 1 ،𝑏𝑖 = 𝜌𝑖 ،𝑅 = 𝜌1 

𝑟و  = 𝜌𝑛 شود.نتیجه حاصل می 3ی در گزاره 
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