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هاي مشترك براي واحدهاي یک سازمان وجود هایی ثابت براي ایجاد زیر ساختدر بسیاري از کاربردها هزینه
ها میان واحدها که در رقابت گیرنده تقسیم شود. نحوه تخصیص هزینهبایستی میان واحدهاي تصمیمدارند که می

ها ابزاري مناسب براي ارزیابی عملکرد است. تحلیل پوششی دادهبا یکدیگر هستند از اهمیت زیادي برخوردار 
هاي ثابت بکار گرفته واحدها با چندین ورودي و چندین خروجی است که بطور موفقی در مساله تخصیص هزینه

اساس بهبود و یا رند برگیهاي ثابت مورد استفاده قرار میاي که براي تخصیص هزینهشده است. دو روش عمده
ها در میان واحدها بایستی هم ناپذیري کارایی نسبی واحدها پس از تخصیص هستند. اما در تخصیص هزینه تغییر

اساس که بر همین منظور استفاده از تکنیکیجنبه رقابتی و هم جنبه همکاري میان واحدها در نظر گرفته شود. به
رسد. براي این منظور ما از روش لانه به نظر میارزیابی همتا، کارایی واحدها را مورد بررسی قرار دهد بیشتر معقو

کنیم. در این هاي ثابت استفاده میها براي انجام تخصیص هزینهارزیابی کارایی متقاطع در تحلیل پوششی داده
روش تخصیص هزینه ثابت  ، یک ي بازي مقاله با استفاده از روش ارزیابی کارایی متقاطع و مفاهیمی از نظریه

دهیم که بردار امتیازهاي کارایی متقاطع واحدها پس از تخصیص پاراتو باشد. در نهایت  اي ارائه میهجدید، به گون
  پردازیم.هاي موجود میبه کمک یک مثال کاربردي به بیان بهتر روش پیشنهادي و مقایسه آن با برخی از روش

  
  .، ارزیابی کارایی متقاطع ازيهاي ثابت، نظریه ب ها، تخصیص هزینه تحلیل پوششی داده کلمات کلیدي:

                                                
  Email: M.davtalab-olyaie@kashanu.ac.ir                                                                            دار مکاتبات:عهده*.
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 مقدمه -1
یک روش غیر  (DEA) 1ها تحلیل پوششی داده
گیري کارایی نسبی گروهی از  پارامتري براي اندازه

است که براي اولین  ي همگن واحدهاي تصمیم گیرنده
و همکاران سپس چارنز  بار توسط فارل معرفی شد.

عد معرفی کردند و ب 1987را در سال  CCRمدل  ]1[
را ارائه نمودند.  BCCمدل  ]2[همکاران  از آن بنکر و

هاي  اي از وزن ، تولید مجموعهDEAترین ایده  مهم
به منطور ماکسیمم سازي اندازه  DMUبهینه براي هر 

هاي  کارایی نسبی آن است. تمامی واحدها توسط روش
، به دو دسته کارا و ناکارا تقسیم DEAمختلف 

، مانند DEAهاي رایج  یکه روشگردند. اما از آنجای می
در واقع یک خودارزیابی بین  BCC3و  CCR2روش 

شود  دهند، این خودارزیابی باعث می واحدها انجام می
چندین واحد به عنوان واحد کارا معرفی گردند. 

هاي رایج هیچ تمایزي میان این واحدهاي کارا  روش
هاي رایج و  شوند و این ضعف اصلی روش قائل نمی

  است. DEA سنتی
براي رفع مشکل مذکور،  ]3[سکستون و همکاران 

را به عنوان توسیعی از  4روش ارزیابی کارایی متقاطع
DEA .ها،  به کمک روش پیشنهادي آن ارائه دادند

هاي ورودي و خروجی  عملکرد یک واحد با مقایسه وزن
گردد. به بیان دیگر  بهینه دیگر واحدها، ارزیابی می

ایی متقاطع به جاي خودارزیابی روش ارزیابی کار
واحدها، از ارزیابی همتا براي تعیین کارایی واحدها 

حداقل سه مزیت براي روش ارزیابی نماید.  استفاده می
این روش، یک یی متقاطع وجود دارد. اول آن که کارا

 5گیرنده واحدهاي تصمیم ترتیب انحصاري را میان
)DMUاي وزنی ه جنبه. ثانیا ]4[کند  ها) ایجاد می

غیر منطقی را بدون اعمال هیچگونه محدودیت وزنی 
و سوم آن که روش ارزیابی کارایی  ]5[کند  حذف می

                                                
1 Data envelopment analysis 
2 Charnes, Cooper and Rhodes 
3 Banker, Charnes and Cooper 
4 Cross-efficiency evaluation  
5 Decision Making Unit 

تواند میان عملکردهاي  متقاطع به طور موثري می
اما در کنار تمام  .]6[ضعیف و خوب، تفاوت قائل شود 

مزایاي روش کارایی متقاطع، معایبی نیز در استفاده از 
دارد. یکی از معایب اصلی آن، غیر این روش وجود 

است که منجر به تولید  DEAهاي بهینه  یکتایی وزن
شود. براي حل  هاي کارایی متقاطع مختلف می امتیاز

هاي خوشبینانه و  مدل ]7[این مشکل دویل و گرین 
. این دو بدبینانه را به عنوان اهداف ثانویه معرفی کردند

ي DMUیی مدل با تضمین شرط ثابت ماندن کارا
هاي بهینه را براي هر  اي از وزن تحت ارزیابی، مجموعه

DMU اي محاسبه می کند که کارایی متقاطع  به گونه
ها، تاحد امکان ماکزیمم یا مینیمم DMUسایر 

ها لیانگ و  پس از آن نیز با توسیع روش آنشود.
هاي هدف  نیز مدل ]9[و ونگ و چاین  ]8[همکاران 

هاي دیگري نیز در این  . پژوهشاي ارائه دادند ثانویه
توان به  ها می زمینه انجام شده است که از جمله آن

  اشاره کرد. ]12[و  ]11[، ]10[
دومین ضعف اساسی روش ارزیابی کارایی متقاطع، 
پاراتو نبودن بردار کارایی متقاطع حاصل است. به 

هایی  منظور رفع این ضعف، برخی محققین در پژوهش
ها به DMU، با در نظر گرفتن ]14[و ]13[همچون 

ها در یک نظریه بازي، براي رفع غیر  عنوان بازیکن
پاراتو بودن کارایی متقاطع واحدهاي تصمیم گیرنده، 

الگوریتمی  ]15[مدلی ارائه دادند. سپس وو و همکاران 
ارائه دادند که با حل چند مدل، نمرات کارایی متقاطع 

  دهد. ها را بهبود پاراتو می DMUهمه 
DEA هاي مختلف  داراي کاربردهاي فراوان در زمینه

هاي  باشد. یکی از این کاربردها تخصیص هزینه می
هاي ثابت   میان واحدها است. تخصیص هزینه 6ثابت

هاي  اي که براي ایجاد زیر ساخت عبارت است از هزینه
مشترك، براي زیر واحدهاي یک سازمان استفاده 

سایر سیستم هاي  ها و شود. این روش در بانک می
ي یک  اداري براي زمانی که قسمتی و یا تمام هزینه

 ، کاربرد دارد. ي موجود تامین نشود پروژه از بودجه
                                                
6 Fixed costs allocation  
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ي  ها براي اولین بار تخصیص هزینه ]16[کوك وکرس 
ثابت را بر اساس دو اصل تغییرناپذیري کارایی و 

به ] 17[کوك و ژو پاراتومینیمالیتی مطرح کردند. 
ي ثابت، رویکرد کوك و کرس  ها خصیص هزینهمنظور ت

نشان داد  ]18[گسترش دادند. لین  BCC را به مدل
ها  روش کوك و ژو با اضافه کردن یکسري محدودیت

شود، سپس او براي حل این مشکل مدل  نشدنی می
اصل  ]19[جهانشاهلو و همکاران جدیدي ارائه داد. 

ود را با را نقض کردند و روش خ ]8[کمینه پاراتو در 
پیشنهاد کردند، اما این  اياستفاده از فرمول ساده

پذیر  هاي کاربردي واقعی، امکان  رویکرد در برنامه
مدلی از  ]20[امیرتیموري و کردرستمی  نیست.

هاي ثابت را پیشنهاد کردند که در آن  تخصیص هزینه
 مصطفایی .ها تغییر نکندDMUمیانگین کارایی همه 

اي تخصیص داد که  را به گونه هاي ثابت هزینه]21[
بعد از تخصیص  DMUبازده به مقیاس و کارایی هر 

  .بدون تغییر باقی بماند
با حداکثر کردن میانگین کارایی پس از  ]22[بیسلی 

هاي مشترك و با حل  ي وزن تخصیص در یک مجموعه
یک سري مدل هاي غیر خطی، یک طرح تخصیص 

امیرتیموري و  همنحصر به فرد را به دست آورد. اگر چ
نمونه اي عددي براي نشان دادن  ]20[ کردرستمی

نشدنی بودن بیسلی ارائه دادند، اخیرا جهانشاهلو و 
همیشه  بیسلی ثابت کردند که روش ]23[همکاران 

 ]24[حسین زاده لطفی و همکاران  .امکان پذیر است
نیز روشی جدید براي تخصیص هزینه ثابت واحدها 

  ارائه دادند.
هاي ذکر شده براي محاسبه کارایی روش تمامی

کنند. در این مقاله  واحدها، از خود ارزیابی استفاده می
قصد داریم روشی براي تخصیص منابع ارائه کنیم که 
به جاي خودارزیابی از کارایی متقاطع براي بدست 
آوردن کارایی واحدها استفاده کند، به نحوي که بردار 

تخصیص پاراتو باشد.  کارایی متقاطع واحدها پس از
بدین منظور از مفاهیم موجود در نظریه بازي نیز 

در واقع روشی براي  7نماییم. نظریه بازي استفاده می
گیري شرایطی است که در آن هرگونه اقدام  تصمیم

توسط تصمیم گیرندگان ممکن است بر سود و زیان 
گیرنده دیگر تاثیر بگذارد. هر بازي شامل  تصمیم

هاي  اي از استراتژي از بازیکنان، مجموعهاي  مجموعه
اي از توابع سود  ها و مجموعه ممکن براي هریک از آن

براي هر بازیکن است. براي اطلاع بیشتر در زمینه 
  مراجعه نمود.  ]25[توان به  نظریه بازي می

در قسمت بعدي به شرح مفاهیم مورد نیاز در مبحث 
ینه ثابت کارایی متقاطع، نظریه بازي و تخصیص هز

خواهیم پرداخت.سپس در قسمت سوم مقاله به شرح 
پردازیم. این روش قادر خواهد بود  روش پیشنهادي می

اي بدست آورد گونهتخصیصی عادلانه میان واحدها به
متقاطع واحدها پس از تخصیص پاراتو   که بردار کارایی

باشد. بدین منظور ابتدا با استفاده از روش کارایی 
رایی مربوط به هر واحد را محاسبه نموده و متقاطع، کا

در ادامه با به کار بردن مفاهیم موجود در نظریه 
را براي هر واحد محاسبه  8ها، مقدار شیپلی بازي
هاي بهینه براي  نماییم و به کمک این مقادیر، وزن می

متقاطع  آوریم. سپس کارایی هر واحد را بدست می
با به کار بردن این پاراتو پس از تخصیص براي واحدها 

گردد. در نهایت نیز با حل یک مثال  ها محاسبه می وزن
خروجی به  2ورودي و  3واحد با  12عددي شامل 

پردازیم. به کمک مثال  تشریح مدل پیشنهادي می
دهیم که روش پیشنهادي قادر است  مذکور نشان می

ها میان  یک تخصیص جدید و متفاوت با سایر روش
ها نتیجه  د، از طرفی با توجه به دادهواحدها ایجاد کن

گیریم که این تخصیص، یک تخصیص عادلانه میان  می
ها  واحدها در مقایسه با تخصیص حاصل از دیگر روش

  کند. تولید می
  
  مفاهیم مقدماتی -2

در این مقاله از سه مفهوم کارایی متقاطع، نظریه بازي 
                                                
7 Game theory 
8 Shapley value 
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و تخصیص هزینه ثابت به منظور ارائه روش 
شود. از این رو در این بخش به  ي، استفاده میپیشنهاد

بیان توضیحاتی مقدماتی در مورد این سه مفهوم 
  پردازیم. می
  
 مفاهیمی مقدماتی از کارایی متقاطع -1-2

خروجی  sورودي و  mشامل  DMUفرض کنیم هر 
ارائه  ]1[که توسط چارنز و همکاران  CCRباشد. مدل 

 باشد:شد به صورت زیر می
*t

dd d d
*t
d d
*t *t
d j d j

d d

max    E u y

s.t.     v x ,

         v x -  u y ,  j ,..., n,
         v ,u .   





 



1
0 1

0

           )1(  

 
ها CCR ،DMUمانند مدل  DEAهاي رایج  در مدل

به کمک خودارزیابی به دو دسته کارا و ناکارا طبقه 
پذیري نامحدود  شوند. اما به دلیل انعطاف بندي می

، ممکن است DEAهاي خودارزیابی  ها در مدل وزن
هاي ناکارا، در واقعیت عملکرد کلی DMUبرخی 

هتري نسبت به برخی واحدهاي کارا داشته باشند. به ب
، ارزیابی کارایی DEAمنظور افزایش قدرت تشخیص 

به عنوان روش جایگزینی براي خودارزیابی در  متقاطع
مطرح  ]3[ توسط سکستون و همکارانش 1986سال 

نامیده شد، زیرا کارایی شد و یک روش ارزیابی همتا 
ي ورودي و ها با مقایسه توسط وزن DMUیک 

  گردد. هاي دیگر، ارزیابی میDMUخروجی 
در واقع روش کارایی متقاطع یک روش دو فازي است 

 CCRکه در فاز اول آن با استفاده از مدل مضربی 
t* هاي  وزن *t

d d{u ,v dDMUبهینه را براي { ,d ,...,n1 
ع آوریم، سپس در فاز دوم کارایی متقاط به دست می

jDMU هاي بهینهتحت وزن dDMU رابطه زیر  از
  کنیم: محاسبه می

*
d j

dj *
d j

u y
E

v y
                                           )2(  

DMUامتیازهاي کارایی متقاطعو در نهایت  به   	
 شود: میتعریف ها E  صورت میانگینی از

n

j dj
d 1

1E E
n 

                                          )3(  

  
  مفاهیمی مقدماتی از تخصیص هزینه ثابت -2-2

، تخصیص DEAهاي  یکی از کاربردهاي مهم تکنیک
هاي متجانس است. اولین DMUهزینه ثابت میان 

تلاش براي حل مسئله تخصیص هزینه به کمک 
انجام  ]16[ سط کوك و کرس، توDEAهاي  روش

ها به هزینه تخصیصی به عنوان یک  گرفت. در روش آن
ورودي اضافی نگاه شده است و بر اساس دو اصل 

  مینیمالیتی بدست آمده است.-پایایی کارایی و پاراتو
واحد توزیع شود،  nباید میان  Rفرض کنید هزینه 

ه اي تخصیص داد به گونه 푟مقدار  DMUیعنی به هر 
  شود که 

n

j
j 1

r R


                                                 )4(  

  
در  CCRکوك و کرس براي رسیدن به هدف از مدل 
ها مقدار  ماهیت خروجی شروع کردند. در روش آن

گیرنده  واحد تصمیم nاي میان  به گونه Rهزینه ثابت 
، هزینه تقسیم شود که به منظور رعایت انصاف

تخصیصی، هیچ تاثیري بر کارایی نداشته باشد. با اضافه 
در ماهیت خروجی  CCRکردن ورودي جدید به مدل 

  مدل زیر را داریم.
I

ijo ijo (I+1)jo jo
i=1
k

kjo kjo
k=1

I
k

kjo kjo ijo ijo (I+1)jo jo
i=1

k=1

kjo ijo

min    v x +v r

s.t.     u y =1,

u y + v x +v r 0,
         - ,

    j=1,...,n
          u ,v ³0,   i=1,...,I+1,   k=1,...,k.









 )5(  

  
  کوك و کرس نشان دادن که هر تخصیصی که به 
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مجموعه زیر تعلق داشته باشد یک تخصیص منصفانه 
  است.

*t
j j t

j F
A={r| r r , t N}
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휆که در آن  ) 5متغیرهاي بهینه دوگان در مدل ( ∗

 Fمجموعه اندیس واحدهاي ناکارا و  Nهستند. 
  دهد. مجموعه اندیس واحدهاي کارا را نشان می

هاي  روش کوك و کرس را به مدل ]17[کوك و ژو 
ند و پوششی در ماهیت ورودي و خروجی تعمیم داد

یک تخصیص هزینه شدنی که الزامی بر بهینه بودن آن 
  نیست را ارائه کردند.

به طریق مشابه و با در نظر گرفتن هزینه تخصیصی به 
روشی ارائه داد  ]22[عنوان یک ورودي جدید، بیسلی 

که تاثیر ایجاد شده توسط هزینه تخصیصی بر میانگین 
د و با کن ها را بررسی میDMUکارایی در میان تمام 

اضافه کردن قیود تحمیلی، یک تخصیص هزینه یکتا 
  آورد. بدست می

 
  مفاهیمی مقدماتی از نظریه بازي -3-2

توان به عنوان علم مدلسازي و  نظریه بازي را می
گیرنده تعریف کرد.  هاي تصمیم بررسی رفتار سیستم

بازي استراتژیک، بازي است که در آن هر بازیکن، 
کند و این انتخاب  بار انتخاب میاستراتژي خود را یک 

افتد.  به صورت همزمان براي همه بازیکنان اتفاق می
تفاوت اصلی بازي استراتژیک با یک مسئله 

گیري این است که هر بازیکن علاوه بر تفکر در  تصمیم
هاي خود، باید به حرکت بازیکنان دیگر  مورد حرکت

ا ه هم توجه داشته باشد. مبحثی که در نظریه بازي
داراي اهمیت زیادي است، محاسبه پیامد و یا عایدي 
هر بازیکن در یک بازي است. تابع مشخصه، تابعی 

پیامد  ijxشود. اگر  است که بدین منظور استفاده می
اُم باشد، آنگاه تابع  iاُم با مولفه  jمربوط به بازیکن 

 kین پیامد ممکن براي بازیکن بیشتر C(k)مشخصه 
  دهد. اُم در بازي را نشان می

m
k
i ik

i 1
m

k
i

i 1
k
i

c(k) max   w x

s.t.      w 1,

          w 0,i 1,...,m.









 



                          )7(  

  
بازیکن در بازي باشد، هر  nمجموعه تمام N اگر 

تایی از بازیکنان که در بازي با یکدیگر s  زیرمجموعه
ار را تشکیل خواهند داد. با قر Sکنند، ائتلاف  توافق می

توان تابع مشخصه  در فرمول فوق می kبه جاي  sدادن 
  ائتلاف را نیز محاسبه نمود.

مقهوم رایج دیگر در نظریه بازي طرف مقابل تابع 
) ذکر شد. اگر به جاي 7مشخصه است که در رابطه (

سازي انجام شود ) مینیمم7سازي در فرمول (ماکسیمم
  آید. بدست می d(k)طرف مقابل یا 

هاي ائتلافی، تقسیم عادلانه  در نظریه بازي مسئله مهم
سود حاصل بین بازیکنان یک ائتلاف است. شیپلی 

براي اولین بار مفهموم ارزش شیپلی را به عنوان  ]26[
  یک راه تقسیم منصفانه پیامد معرفی نمود.

از  (N,D)در بازي  iمقدار شیپلی براي هر بازیکن 
  گردد: ي زیر محاسبه می رابطه

i

S|i S N

(D)
(s )!(n s)!{D(S) D(S{i})}

n! 

 
 

 1      )8(  

  
  است. Sي  تعداد اعضاي ائتلاف مجموعه sکه 

  
  هاي ثابتتخصیص هزینه جدید روش -3

ورودي  mکه داراي  DMUتا  nفرض کنید 
(i=1,..,n) ijx  وs  خروجیrjy , r ,...,s 1

هاي قبل هم اشاره  در بخش موجودند. همانطور که
که توسط  DEAدر  CCRشد، با استفاده از مدل 

توان کارایی هر  ارائه گردیده است، می ]1[چارنزکوپر
kDMU .را به صورت زیر محاسبه نمود     
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s

r rk
* r
k m

i ik
i

s

r rj
r
m

i ij
i

r i

u y
max

v x

u y
s.t.   ,   j=1,...,n,

v x

u , v ,   r=1,...,s, i=1,...,m.









 



 









1

1

1

1

1                    )9(  

 
تا  nرا بین  Rي ثابت  خواهیم هزینه فرض کنید می

DMU  تقسیم کنیم، بنابراین به هرDMU  یک هزینه

jr شود که  اختصاص داده می
n

j
j 1

r R


 اگر .

را به عنوان ورودي جدید در نظر  Rي ثابت  هزینه
ي زیر قابل  از رابطه kDMUبگیریم، آنگاه کارایی 

 به خواهد بود:محاس
s

k
r rk

* r
k m

k k k
i ik m k

i
s

k
r rj

r
m

k k k
i ij m j

i

n
k
j

j

k
j

k k k
r i m

u y
e (k) max

v x v r

u y
s.t.   ,

v x v r

  j=1,...,n,

        r R,

        r , j ,..., n,

        u , v , v ,
  r=1,...,s, i=1,...,m.























 

 











1

1
1

1

1
1

1

1

1

0 1
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باشد، با استفاده  توجه شود که مدل فوق غیر خطی می
توان آن را به صورت زیر  می ]1[ از تبدیل چارنز کوپر

 خطی کرد:
s

k
r rk

r
s m

k k k k
r rj i ij m j

r i

m
k
i k k

i
n

k
k m

j

k

max u y

s.t.   u y ( v x v r ) ,

       v x r ,

        r Rv ,

        r      




 






  

 







 





1

1
1 1

1

1
1

0

1

0
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*فرض کنید  * k* k*

r i j m(u ,v , r , v )1  جواب بهینه حاصل
ل مدل فوق باشد. با استفاده از این جواب بهینه از ح
کارایی متقاطع را طبق روش  توانیم جدول می

 از مدل زیر محاسبه کنیم: ]3[سکستون و همکاران 
s

k*
r rj

r
jk m

k* k*
i ij j

i

u y
e      j=1,...,n 

v x r











1

1   

     )12(  

  
 1جدول فرض کنید جدول کارایی متقاطع را به فرم 

  . ایمدهآور بدست 
ي بازي و  ه با ترکیب نظریهحال با استفاده از روشی ک

 DEA کنیم تا ارائه گردیده است، تلاش می ]27[ در
مقادیر کارایی متقاطع پاراتویی براي واحدها محاسبه 

 کنیم. 

 هاي متقاطع ): کارایی1جدول (
n … 3 2 1 DMU 

ne1  … e13  e12  e11
 1 

ne2  … e23  e22  e21  2 

ne3  … e33  e32  e31  3 
. 
. 
. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

nne  … ne 3
 

ne 2  ne 1
 n 
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بازیکن در نظر  nرا به عنوان  DMUتا  nبدین منظور 
) را نرمالایز 1هاي جدول ( گیریم، کافی است داده می

ي عناصر هر سطر جدول  نماییم. بدین منظور همه
dیعنی  dn(e ,...,e را بر مقدار  d=1,…,nکه  1(

n

dp
d

e



1
تقسیم کنیم. با این کار، مقادیر  

d dn(e ,...,e ) 
ي  برنامه گردند. حال  محاسبه می 1

ها  خطی زیر را براي تعیین انتخاب مناسب ترین وزن
   دهیم:ارائه می  DMUبراي هر

n
j t
d dj

d 1
n

j
d

d 1
j
d

D( j) min   w e

s.t.     w 1,

          w 0.













                           )13(  

 
تا بازیکن بازي  nاي از  زیر مجموعه Sحال فرض کنیم 

گیریم.  وان یک ائتلاف در نظر میباشد که آن را به عن
ي زیر قابل محاسبه  از رابطه Sمقدارکارایی ائتلاف 

  است:

d dj
j S

e (S) e , d=1,...,n 


 
 
                  )14(  

 
 ]26[طبق  از آنجایی که مدل فوق زیرجمعی است،

را با جایگذاري  (N,C) توان طرف مقابل بازي یعنی می
min  به جايmax  صورت زیر در نظر در مدل فوق به

 گرفت:
n

j
d dj

d 1
n

j
d

d 1

j
d

D(j) min   w e

s.t.     w 1,

          w 0.  













                           )15(  

 
 jکمترین مقدار عایدي که بازیکن  D(j)ي  جواب بهینه

واضح است  کند. تواند در بازي بپذیرد را محاسبه می می
푆 که براي ائتلاف مذکور ⊂ 푁 ي زیر برقرار  رابطه

  است:

n
j
d dj

d 1

n

d
d 1

d

D(S) min   w e

s.t.     w 1,

          w 0,d 1,..., n.









 



                     )16(  

 
باشد، یعنی به  فرا جمعی می (N,D)به وضوح بازي 

Sازاي هر  N وT N  که:S T    
(S T) D(S) D(T)   

  
ي زیر میان  رابطه ]17[پس طبق تعریف ارائه شده در 

  برقرار است:  (N,D)و  (N,C)بازي 
D(S) C(N \ S)      S N   1  

 
هاي دوال هستند، در  بازي (N,D)و  (N,C)بنابراین 

ها یکسان است. حال بردار   نتیجه مقدار شیپلی آن
nZ (Z ,...,Z ) اي محاسبه  به گونه DMUتا  nبراي  1
 شود که در شرایط زیر صدق کند: می
jZي فردي: ) رابطه1 D( j), j ,...,n.  این شرط  1

کندکه براي هر بازیکن باید پیامدي تضمین  بیان می
شود که حداقل برابر با مقداري باشد که در صورت 

  شد. تشکیل ائتلاف یک نفره برایش حاصل می
اي باشد که همه ثروت  از طرفی تخصیص باید به گونه

براین شرط دوم به صورت ائتلاف بزرگ توزیع گردد. بنا
 زیر خواهد بود: 

nي ائتلاف بزرگ:  ) رابطه2

j
j

Z D(N)


 
1

1  

همانطور که قبلا هم اشاره شد، مقدار شیپلی براي هر 
ي زیر محاسبه  از رابطه (N,D)در بازي  iبازیکن 

  گردد: می
i

S|i S N

(D)
(s )!(n s)!{D(S) D(S{i})}

n! 

 

   1      )17(  

 
  است. Sي  تعداد اعضاي ائتلاف مجموعه sه ک
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neعبارت  R  عنوان تقریبی از را به
n

nZ (Z ,..., Z ) R 1 گیریم و برنامه در نظر می
خطی زیر را براي بدست آوردن 

n
n( ,..., ) R    1 نماییم: حل می 

j j j j

n

j j

i

j j

min   p
s.t.    e s s Z ,

        ... ,

        s p,s p, j ,..., n,

       , i ,..., n,

        s ,s , j ,...,n. 

 

 

 

   

   

  

  

 

1 1

1

0 1

0 1

            )18(  

  
است. حال  eامین بردار سطري ماتریس - je ،jکه 

*فرض کنید  * * *(p , ,s ,s )   ،یک جواب بهینه
حاصل از حل مدل فوق باشد. آنگاه دو حالت خواهیم 

  داشت:
p* حالت اول: .1  ي  ، در این حالت رابطه0

*z e  ي بازیکنان  برقرار خواهد بودو همه
 پذیرند. هاي حاصل ا این محاسبه را می سهم

p*حالت دوم:  .2   ∗휔، در این حالت وزن مشترك0
z*ي  وجود نداردکه رابطه e  .را دقیقا برقرار کند 

 

که  휔ي  ك، یعنی مقدار بهینههاي مشتر در نهایت وزن
توانند کارایی  آید می ) بدست می18ي ( از رابطه

 را به صورت زیر محاسبه کنند: DMUمتقاطع هر 
n

cross *
j d dj

d
e e ,    j=1,...,n



 
1

                 )19(  

  
از طرفی با حل روند فوق، تخصیص بهینه براي هر یک 

  از واحدها از رابطه زیر بدست خواهد آمد:
d*n
j*

j d d*
d m

r
r̂    j=1,...,n 

v 

  
1 1

                )20(  

  
*که در آن 

d و 18بهینه حاصل از رابطه (  جواب (
d*
mv 1  وd*

jr ) هستند.11جواب بهینه مدل (  
  
  مثال عددي -4

در این قسمت با حل یک مثال عددي، به تشریح روش 
 2ورودي و  3واحد با  12پردازیم.  پیشنهادي می

) نشان داده 2خروجی را که اطلاعات آن در جدول (
، ]16[ هاي شده را در نظر بگیرید. مثال فوق در مقاله

  ذکر شده است. نیز ]28[و  ]22[،]18[، ]17[

  
  جیهاي ورودي و خرو ): داده2( جدول

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

۲خروجي ۱خروجي  ٣ورودي  ۲ورودي   ۱ورودي    
٣٥٠ ٣٩ ٩ ٦٧ ٧٥١ DMU1 
٢٩٨ ٢٦ ٨ ٧٣ ٦١١ DMU2 
٤٢٢ ٣١ ٧ ٧٥ ٥٨٤ DMU3 
٢٨١ ١٦ ٩ ٧٠ ٦٦٥ DMU4 
٣٠١ ١٦ ٦ ٧٥ ٤٤٥ DMU5 
٣٦٠ ٢٩ ١٧ ٨٣ ١٠٧٠ DMU6 
٥٤٠ ١٨ ١٠ ٧٢ ٤٥٧ DMU7 
٢٧٦ ٣٣ ٥ ٧٨ ٥٩٠ DMU8 
٣٢٣ ٢٥ ٥ ٧٥ ١٠٧٤ DMU9 
٤٤٤ ٦٤ ٦ ٧٤ ١٠٧٢ DMU10 
٣٢٣ ٢٥ ٥ ٢٥ ٣٥٠ DMU11 
٤٤٤ ٦٤ ٦ ١٠٤ ١١٩٩ DMU12 
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پس از محاسبه مقادیر کارایی متقاطع واحدها و 
ها، با ادامه روند مذکور  محاسبه مقادیر نرمالایز شده آن

در قسمت قبلی، مقادیر شیپلی هر واحد را محاسبه و 
محاسبه  wهاي بهینه  )، وزن18با حل مدل (

واحد مذکور  12هاي بهینه حاصل براي  گردند. وزن یم
  ) گرداوري شده است.3در جدول (

گردد وزن بهینه  ) مشاهده می3همانطور که در جدول (
شود و در واقع  برخی واحدها صفر در نظر گرفته می

ها در تعیین کارایی کلی حاصله تاثیرگذار DMUاین 
ع واحدها نیستند. پس از محاسبه مقادیر کارایی متقاط

ها، با ادامه روند  و محاسبه مقادیر نرمالایز شده آن
مذکور در قسمت قبلی، مقادیر شیپلی هر واحد را 

 wي هاي بهینه)، وزن18محاسبه و با حل مدل (
واحد  12هاي بهینه حاصل براي  گردد. وزن محاسبه می

) گرداوري شده است. همانطور که 3مذکور در جدول (
گردد وزن بهینه برخی واحدها  یدر جدول مشاهده م

ها در DMUشود و در واقع این  صفر در نظر گرفته می
  تعیین کارایی کلی حاصله تاثیرگذار نیستند. 

) کارایی هر واحد 19در نهایت نیز به کمک مدل (
آید. مقادیر کارایی حاصل از انجام این روند  بدست می

) ذکر گردیده است. 4در ستون چهارم جدول (

واحد، در ستون  12این  CCRن مقادیر کارایی همچنی
  ) آمده است.4دوم جدول (

هاي جدول مشخص است، روش  مانطور که از دادهه
CCR  1مقدار کارایی  12و  9، 8، 5، 4براي پنج واحد 

که  CCRنماید. در واقع به کمک روش  را تعیین می
محسوب   DEAهاي رایج و سنتی  یکی از مدل

 12واحد مذکور از میان  5ال، گردد، در این مث می
گردند و هیچ  واحد، به عنوان واحدهاي کارا معرفی می

تمایز و برتري میان این واحدهاي کارا وجود ندارد. 
ستون سوم جدول مذکور نیز مقادیر کارایی متقاطع که 

 ]3[ معمول، یعنی روش سکستون و همکاران  از روش
اطع اولیه، گردد را تحت عنوان کارایی متق محاسبه می

هاي قبل نیز به  دهد. همانطور که در بخش نشان می
این نکته اشاره گردید، با توجه به نتایج مشاهده 

شود که روش سکستون و همکاران با کنار گذاشتن  می
خودارزیابی میان واحدها و به کار بردن ارزیابی همتا 

را برطرف نموده و میان  CCRها، ضعف روش  میان آن
ا نیز تمایز قائل گردیده است. حتی به واحدهاي کار

 5توان این  کمک روش کارایی متقاطع سکستون، می
  بندي نمود.  واحد را رتبه

  
 هاي بهینه وزن ):3جدول (

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

هاي بهینه وزن   
0,1611 DMU  1 

0 DMU  2 
0,2094 DMU  3 
0,1059 DMU  4 
0,1909 DMU  5 

0 DMU  6 
0 DMU  7 

0,1411 DMU  8 
0 DMU  9 

0,1917 DMU10 
0 DMU11 
0 DMU12 
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 پس از تخصيص یها متقاطع ی): کاراي۴جدول (

  
بندي میان این واحدها به صورت زیر در این مثال رتبه

خواهد بود. واحد نهم، واحد پنجم، واحد هشتم، واحد 
اما واضح است که  دوازدهم و در پایان، واحد چهارم.

در واقع بیانگر  دیر ارائه شده در ستون سوم جدولمقا
 ی واحدها قبل از تخصیص است و روشکارای

، کارایی در ستون چهارم آمده مقادیر آنپیشنهادي که 
کند. از طرفی در  واحدها بعد از تخصیص را بیان می

)، کارایی متقاطع بعد از 4هاي دیگر جدول ( ستون
هاي مختلف ارائه شده توسط  تخصیص به کمک روش

محققان، گرداوري شده است. این امتیاز کارایی 
دهم  هاي پنجم تا ها که به ترتیب در ستون متقاطع

، ]16[هاي کوك و کرس اند، از روش نمایش داده شده
 ]27[و لی  ]22[، بیسلی]18[، لین ]17[کوك و ژو 
 اند. بدست آمده

با مقایسه امتیاز کارایی متقاطع بعد از تخصیص حاصل 
با  ]16[از روش پیشنهادي و روش کوك و کرس 

شود که امتیازهاي حاصل از روش  یکدیگر، مشاهده می
واحد داده شده،  12واحد از میان  10براي پیشنهادي 

  بالاتر از مقدار تولید شده از روش کوك و کرس است. 
به روش کوك و کرس  9و  5به عبارت دیگر، دو واحد 

و 8584/0به ترتیب داراي امتیاز کارایی متقاطع 

هستند، در حالیکه همین دو واحد با روش 9399/0
را 7567/0 و8095/0پیشنهادي به ترتیب امتیازهاي 

اند که امتیازهاي پایین تري در مقایسه با  اخذ نموده
یعنی  واحد، 10 روش کوك و کرس است. ولی در بقیه

درصد واحدها، با روش پیشنهادي،  83بیش از 
گردد.  امتیازهاي کارایی متقاطع بیشتري تولید می

، 7، 6، 3، 2، 1واحد  ، در هفت]17[روش کوك و ژو
تري نسبت به طع پایینکارایی متقا ،11و  10

 امتیازهاي حاصل از روش پیشنهادي را داراست. 
با مقایسه امتیاز کارایی متقاطع بعد از تخصیص حاصل 

با  ]16[از روش پیشنهادي و روش کوك و کرس 
شود که امتیازهاي حاصل از روش  یکدیگر، مشاهده می

واحد داده شده،  12واحد از میان  10پیشنهادي براي 
 ز مقدار تولید شده از روش کوك و کرس است.بالاتر ا

به روش کوك و کرس  9و  5به عبارت دیگر، دو واحد 
و 8584/0به ترتیب داراي امتیاز کارایی متقاطع 

واحد با روش  هستند، در حالیکه همین دو9399/0
را 7567/0و  8095/0پیشنهادي به ترتیب امتیازهاي 

در مقایسه با تري اند که امتیازهاي پایین اخذ نموده
یعنی  واحد،10روش کوك و کرس است. ولی در بقیه

درصد واحدها، با روش پیشنهادي،  83بیش از 

کارایی 
  متقاطع لی

کارایی متقاطع 
  بیسلی

کارایی متقاطع 
  روش لین

کارایی متقاطع 
  کوك و ژو

کارایی متقاطع 
  کوك و کرس

کارایی متقاطع 
  روش پیشنهادي

کارایی متقاطع 
  اولیه

 کارایی
CCR 

 

0.8814 0,7259 0,5558 0,5558 0,5427 0,8890 0.5519 0.7567 DMU1 
0.784 0,7721 0,6774 0,7701 0,7129 0,8439 0.6990 0.9230 DMU2 

0.7441 0,7430 0,6199 0,5619 0,6164 0,8378 0.6150 0.7470 DMU3 
0.8342 0,7850 0,7488 0,8309 0,7911 0,8064 0.7688 1 DMU4 
0.8494 0,8170 0,8276 0,8694 0,8584 0,8095 0.8447 1 DMU5 
0.7519 0,7450 0,6445 0,6080 0,6362 0,8243 0.6175 0.9612 DMU6 
0.1851 0,7015 0,5385 0,5251 0,5409 0.6230 0.5299 0.8604 DMU7 
0.8242 0,8232 0,7948 0,9014 0,8310 0.8474 0.8213 1 DMU8 
0.9018 0,8447 0,9539 0,8660 0,9399 0.7567 0.9421 1 DMU9 
0.7511 0,7502 0,6033 0,5777 0,5959 0.8066 0.5919 0.8318 DMU10 
0.6506 0,6232 0,3160 0,2863 0,3112 0.3988 0.3119 0.3333 DMU11 
0.8054 0,8128 0,6818 0,8609 0,7821 0.8193 0.7777 1 DMU12 
 جمع  8.0717 9.2627 8.1587 8.2135 7.9623 9.1436 8.9632
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گردد.  امتیازهاي کارایی متقاطع بیشتري تولید می
، 7، 6، 3، 2، 1، در هفت واحد ]17 [روش کوك و ژو

تري نسبت به کارایی متقاطع پایین ،11و  10
 ادي را داراست.امتیازهاي حاصل از روش پیشنه

 9و  5، تنها در دو واحد ]18[همچنین روش لین 
به  داراي امتیاز کارایی متقاطع بالاتري نسبت

دیگر  واحد 10و در  امتیازهاي روش پیشنهادي است
نماید. از بالاتري تولید می روش پیشنهادي امتیازهاي

را  11و  7،9، 5رفی روش بیسلی امتیاز چهار واحد ط
از کارایی متقاطع بعد از تخصیص توسط امتی بیشتر از

 8دهد. ولی در سایر روش پیشنهادي، نشان می
هاي واحد،اعداد جدول بیانگر بالاتر بودن میزان کارایی

حاصل از روش پیشنهادي هستند. به همین صورت، 
 12و 10، 8، 7، 6، 3، 2، 1واحد  8روش لی نیز در 
شنهادي تري در مقایسه  با روش پیامتیازهاي پایین

توان گفت روش پیشنهادي کند. بنابراین میکسب می
با پنج روش دیگر مذکور، کارایی متقاطع  هدر مقایس
  درصد واحدها را مقدار بیشتري تعیین  58بیش از 

نماید. اگر چه همانطور که در بالا اشاره گردید، می
امتیازهاي کارایی متقاطع برخی واحدها با استفاده از 

، بالاتر از امتیاز حاصل از روش هاي دیگرروش
پیشنهادي است، ولی در کل، بردار امتیاز کارایی 
متقاطع بدست آمده از روش پیشنهادي، توسط بردار 

شود. ها، مغلوب نمیحاصل از هیچ یک از دیگر روش
این نکته بیانگر آن است که روش پیشنهادي، در 

ها مجموع امتیازات کارایی متقاطع بالاتري براي واحد
  دهد.پس از تخصیص بدست می

)، با 4هاي سطر آخر جدول (از طرفی با توجه به داده
 12استفاده از روش پیشنهادي، جمع امتیازهاي تمام 

هاي است که از جمع تمام ستون 2627/9واحد، برابر 
دیگر جدول که در واقع، جمع امتیازهاي اخذ شده 

دهد،  واحدها به کمک پنج روش یاد شده را نشان می
بیشتر است. این نکته بیانگر آن است که روش 
پیشنهادي، در مجموع امتیازات کارایی متقاطع بالاتري 

  دهد.براي واحدها پس از تخصیص بدست می
همچنین میزان هزینه ثابتی که به هر واحد، توسط 

)) و برخی از 15روش پیشنهادي (با حل مدل (
یص داده هاي ارائه شده در مقالات مختلف، تخص روش

  ) نمایش داده شده است.5شود در جدول ( می

  

 یتخصيص ی نهيهز ري): مقاد۵( جدول
  

  بر اساس تغییر ناپذیري کارایی بر اساس افزایش کارایی
  روش پیشنهادي روش کوك و کرس روش کوك و ژو روش لین روش بیسلی روش لی و همکاران

6.3839 6,78 5,6956 11,22 14,52 5,0162 DMU1 
7.4219 7,21 9,2443 0 6,74 7,0646 DMU2 
6.6827 6,83 5,4783 16,95 9,32 6,7496 DMU3 
8.8327 8,47 10,1637 0 5,6 8,0935 DMU4 
7.6335 7,08 7,0816 0 5,79 8,4294 DMU5 
9.6989 10,06 4,9340 15,34 8,15 8,1845 DMU6 
4.2765 5,09 8,3944 0 8,86 9,0812 DMU7 
8.3526 7,74 7,3344 0 6,26 8,4608 DMU8 
15.8710 15,11 2,9229 17,62 7,31 12,5554 DMU9 
9.7510 10,08 3,5075 21,15 10,08 8,2274 DMU10 
0.4550 1,58 2,9229 17,62 7,31 5,9810 DMU11 
14.6404 13,97 32,3206 0 10,08 12,1563 DMU12 



  ۲۲۸                 1400 شهریورو  مرداد، سی و یکمشماره  ،هفتمهاي نوین در ریاضی/ سال / پژوهشو همکاران مصطفی داوطلب علیائی
 

 

 

هاي مختلف تخصیص هزینه ثابت در جدول  روش
ها بر اساس تغییر  دو گروه بر پایه نوع مدلمذکور در 

ناپذیري کارایی و افزایش کارایی نوشته شده است. که 
به ترتیب شامل سه مدل کوك و کرس، کوك و ژو و 
لین و دو مدل بیسلی و لی و همکاران است. با نگاهی 

هاي  هاي اختصاص یافته توسط روش به تمام هزینه
از جمله روش ها  ها، بیشتر روشDMUمختلف براي 

ها DMUپیشنهادي ما، مقدار مثبتی را به همه 
دهند. اما همانطور که در جدول مشاهده  اختصاص می

گردد در برخی موارد مقدار صفر به یک واحد  می
یابد. در واقع واحدي که داراي هزینه صفر  اختصاص می

گردد و هیچ تخصیصی  شود از مسئولیت معاف می می
. واضح است که چنین شویم براي آن قائل نمی

تخصیصی ناعادلانه است و براي تمام واحدها قابل 
پذیرش نخواهد بود. از این منظر روش پیشنهادي، 

کند زیرا به  تخصیصی مناسب میان واحدها ایجاد می
  هیچ واحدي مقدار صفر را اختصاص نداده است. 

شود که دو  ) مشاهده می2هاي جدول ( با توجه به داده
هاي یکسانی هستند.  داراي ورودي 11و  9واحد 

هاي یکسانی  نیز ورودي 12و  10همچنین دو واحد 
در مقدار  DMUدارند و تفاوت این دو جفت 

ها است. با مقایسه مقادیر هزینه  هاي آن خروجی
بینیم که برخی  اختصاص یافته به این واحدها، می

ها مانند روش کوك و کرس، کوك و ژو و لین  روش
مشابه و یا حتی کاملا یکسانی را به یک یا  هزینه بسیار

دهند. در واقع  هر دو جفت واحد مذکور اختصاص می
هاي یاد شده با در نظر گرفتن  توان گفت روش می

ها، نشان DMUمقادیر هزینه یکسان براي این جفت 
هایی ورودي محور هستند و تفاوت  دهند که روش می

حالی است که گیرند. این در  در خروجی را در نظر نمی
هاي کاملا متفاوتی براي دو  روش پیشنهادي هزینه

  گیرد. ي مذکور در نظر میDMUجفت 
  
  

  گیرينتیجه -5
ابزاري مناسب براي  به عنوان ها تحلیل پوششی داده

واحدها با چند ورودي و چند ارزیابی کارایی نسبی 
رود. یکی از کاربردهاي تحلیل  خروجی به کار می

هاي ثابت میان  تخصیص هزینهها،  پوششی داده
ي ثابت عبارت  هزینه .واحدهاي تصمیم گیرنده است

هاي  اي که براي ایجاد زیر ساخت است از هزینه
مشترك، براي زیر واحدهاي یک سازمان استفاده 

هاي بسیاري با در نظر گرفتن هزینه  شود. روش می
ثابت به عنوان یک ورودي جدید به کمک تحلیل 

بر اساس دو اصل تغییر ناپذیري کارایی ها پوششی داده
نسبی و یا بهبود کارایی نسبی واحدها پس از تخصیص 
توسط محققین مختلف، ارائه گردیده است. اما در 

ها در میان واحدها بایستی هم جنبه تخصیص هزینه
رقابتی و هم جنبه همکاري میان واحدها در نظر گرفته 

کنیک کارایی شود. به همین خاطر در این مقاله از ت
متقاطع جهت ارزیابی همتا واحدها استفاده گردید. 
سپس با استفاده از مفاهیمی از نظریه بازي به ارائه 

هاي ثابت میان روشی جدید براي تخصیص هزینه
اي که بردار امتیازهاي کارایی واحدها پرداختیم به گونه

متقاطع واحدها پس از تخصیص پاراتو باشد. در نهایت 
سازي بیشتر روش کمک مثالی به روشننیز به 

هاي موجود در پیشنهادي و مقایسه آن با برخی روش
 این زمینه پرداختیم.
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