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  چکيده
ن گونه از مسائل، يقرار دارند. تابع هدف ا يواقع يايدر دن يساز نهيريزي غيرخطي در گروه مسائل پرکاربرد به مسائل برنامه
در  يسراسر يين همگرايتضم ياست که برا ين در حاليا غيرمحدب است. شتر موارديبودن، در ب يرخطيعلاوه بر غ

ن ين بياست. در ا ياند، عموماً شرط تحدب الزام شنهاد شدهيحل اين مسائل پ يوتن برايکه بر اساس روش ن ييها تميالگور
ن يهستند. هر چند که در ا يشتريت بيمحبوب يا وارون آن داراي يس هسيب ماترياز تقرل استفاده يوتن بدليشبه ن يها روش
نيوتون  هاي شبه ترين الگوريتم شود. يکي از کاربردي يان استفاده ميس فقط از اطلاعات گرادين ماتريب ايتقر يها برا تميالگور

ي جديد براي جستجوي خطي در روش  باشد. اين مقاله يک ايده مي BFGSريزي غيرخطي روش  در حل مسايل برنامه
BFGS  چ شرط ين تکنيک، همگرايي سراسري را براي مسائل کلي بدون نياز به هيکند که استفاده از ا ارائه داده و ثابت مي

  يابي قرار گرفته است.شنهاد شده به صورت عددي مورد ارزيبه دنبال خواهد داشت. در نهايت، کارايي الگوريتم پ يا اضافه
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 مقدمه. ۱
بندي مسائل  بسياري از مسائل مهندسي امروزه در رده

گيرند. مسائلي که هدف  ريزي غيرخطي قرار مي برنامه
ع غيرخطي و عموماً غيرمحدب سازي يک تاب آنها بهينه

دستيابي به مجموعه جواب اين مسائل با است. 
هايي که عموماً داراي پيچيدگي محاسباتي بالا  الگوريتم

هاي موجود  ست. اکثر الگوريتمپذير ا هستند، امکان
کنند  سازي غيرخطي، سعي مي براي حل مسائل بهينه

ها جايگزين  توابع غيرخطي مساله را با تقريبي از آن
کنند که در اين بين استفاده از بسط تيلور بيش از بقيه 

باشد. نقش ماتريس هسي در  داراي محبوبيت مي
ه عنوان باشد. ب ها بسيار پر رنگ مي گونه تقريب اين

مثال، معين مثبت متقارن بودن ماتريس هسي در اين 
هاي بر پايه  تقريب تضميني براي همگرايي روش

باشد. در اين مقاله نويسندگان به بررسي  گراديان مي
هايي که بر پايه روش نيوتون بنا شده  يکي از روش

 BFGSنام روش  پردازند. اين روش به  است، مي
اين روش به مقدماتي نياز شهرت دارد براي تشريح 
  پردازيم. است که در ادامه به آن مي

  هدفه به فرم  تکسازي  بهينهمسأله 
min୶∈ℝ೙ f(x)                                    )۱(  
 

ℝ௡:݂ آن که در → ℝ  تابعي دوبار پيوسته
  را در نظر بگيريد.  پذير است، مشتق

݃اگر تابع  ≔ در نظر گرفته شود، در اين صورت  ݂∇
معادل با يافتن نقاط اکسترمم  ݃يافتن صفرهاي تابع 

همان ماتريس  ݃بوده و ماتريس ژاکوبين تابع  ݂ تابع
  بود.  خواهد ݂ تابعهسي 

  روش)، ۱براي حل مسأله ( کلاسيکهاي  يکي از روش
نيوتون است. همگرايي اين روش منوط به محدب 

باشد. در صورتي که اين شرط برقرار  مي ݂ بودن تابع
هاي شبه نيوتون جايگزين مناسبي براي  نباشد، روش

نيوتون به  هاي شبه روش نيوتون خواهند بود. روش
دنبال توليد تقريبي از ماتريس هسي با حفظ خاصيت 

هاي  معين مثبت متقارن هستند. در واقع روش
از ماتريس نيوتون بر پايه روش نيوتون و با تقريبي  شبه

تقريب اوليه از ها با يک  کنند. اين روش کار مي هسي
  ماتريس هسي شروع و در هر گام براي بروزرساني آن 

  

هاي بروزرساني  کنند. روش استفاده مي  از بردار گراديان
عمدتاَ داراي تنوع بالايي بوده و هر کدام داراي معايب 

هاي  باشند. از جمله روش و محاسن خاص مي
]، DFP]۴ هاي توان به روش وتون ميني شبه

BHHH]۵ ،[BFGS]۲ و [L-BFGS]۱ .اشاره کرد [
باشند در  ي روش نيوتون مي هايي که بر پايه در روش

هر تکرار، جواب فعلي توسط يک جهت بهبود دهنده با 
 ௞ݔشود. به بيان ديگر اگر  طول گام مناسب اصلاح مي

  ط فرمول ام روش باشد، نقطه بعدي توس݇جواب تکرار 
௞ାଵݔ	 = ௞ݔ + ௞݀௞ߙ , 	k = 1,2, …      )۲(  

  
جهت  ௞݀طول گام و  ௞ߙآيد که در آن  به دست مي
ها  گونه روش باشد. تنها تفاوت بين اين حرکت مي

چگونگي محاسبه طول گام و جهت حرکت است. در 
پردازيم.  ميBFGS  تر روش ادامه به بررسي دقيق
  توجه داشته باشيد که 

به  	(௞ݔ)݃و(௞ݔ)݂	 ها به جاي سادگي فرمولبراي 
  است.    استفاده شده ௞݃و  ௞݂ترتيب از 
تقريب ماتريس هسي در هر گام به  BFGSدر روش 

  شود:   صورت زير بروزرساني مي

௞ାଵܤ = ௞ܤ −
஻ೖ௦ೖ௦ೖ

೟஻ೖ
௦ೖ
೟஻ೖ௦ೖ

+ ௬ೖ௬ೖ
೟

௦ೖ
೟௬ೖ

,  
݇ = 1,2, …,                                       )۳(  

  
௞ݏکه در آن  = ௞ାଵݔ − ௞ݔ = و  ௞݀௞ߙ

௞ݕ = ݃௞ାଵ − ݃௞در اين روش جهت حرکت . 
݀௞ = همان  ௞ିଵܤباشد که در آن  مي ௞ିଵ݃௞ܤ−

ام است. به kمعکوس تقريب ماتريس هسي در گام 
توليد شده به  {௞ܤ} توان ديد که دنباله سادگي مي

  کند: در معادله زير صدق مي BFGSوسيله روش 
௞ݏ௞ାଵܤ = ௞ݕ .                                    )۴(  

  
توان به دو شيوه  مي ௞ߙبراي تعيين طول گام 

جستجوي خطي دقيق يا تقريبي عمل کرد. پاول نشان 
با  BFGSداد که اثبات همگرايي سراسري روش 

استفاده از روش جستجوي خطي دقيق ولف امکان 
]. پس از آن نشان داده شد که با استفاده ۷پذير نيست[

هاي جستجوي خطي دقيق امکان  از هيچ کدام از روش
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، براي توابع BFGSاثبات همگرايي سراسري روش 
]. اين امر  باعث شد که براي پيدا ۸کلي وجود ندارد[

ستجوي خطي تقريبي هاي ج کردن طول گام، به روش
توان به  ها مي رو آورده شود. از جمله اين روش

پاول  -پاول قوي و ولف-پاول، ولف-هاي ولف روش
  ]. ۸ضعيف اشاره کرد[

براي  يها نيز در حالت کل اثبات همگرايي اين روش
  پذير است.  سازي محدب امکان مسائل بهينه

پاول - نام ولف اخيراً روش جستجوي خطي ديگري به
معرفي و همگرايي  (MWWP) ف اصلاح شدهضعي

آن براي توابع کلي در يک حالت خاص اثبات شده 
از  ௞ߙ]. در اين روش براي محاسبه طول گام۹است[

 شود: روابط زير استفاده مي
௞ݔ)݂ + (௞݀௞ߙ ≤ ௞݂ +  ௞݃௞௧݀௞ߙߜ
௞minߙ+ ቄ−ߜଵ݃௞௧݀௞ , ߜ

ఈೖ
ଶ
‖݀௞‖ଶቅ )۵        (  

௞ݔ)݃ + ௞݀௞)௧݀௞ߙ ≥  ௞௧݀௞݃ߪ
+min{−ߜଵ݃௞௧݀௞ , {௞‖݀௞‖ଶߙߜ )۶              (  

  
ߜکه در آن  ∈ (0, ଵ

ଶ
ଵߜ، ( ∈ (0, ߪو(ߜ ∈ ,ߜ) 1) 

  باشند. پارامترهاي مورد نياز روش مي
در اين مقاله سعي شده است با تغيير کوچکي در 

) اين همگرايي در حالت کلي اثبات ۶) و (۵معادلات (
  گردد. 

  ) به صورت زير خواهد بود:۶) و (۵روابط (اين تغيير در 
௞ݔ)݂ + (௞݀௞ߙ ≤ ௞݂ +  ௞݃௞௧݀௞ߙߜ
௞minߙ+ ቄ−ߜଵ݃௞௧݀௞ , ߜ

ఈೖ
ଶ௞
‖݀௞‖ଶቅ )۷        (  

௞ݔ)݃ + ௞݀௞)௧݀௞ߙ ≥  ௞௧݀௞݃ߪ
	+min ቄ−ߜଵ݃௞௧݀௞ , ߜ

ఈೖ
௞
‖݀௞‖ଶቅ )۸           (  

 
طرح کلي اين مقاله به صورت زير است: در بخش سوم 
به تصحيح الگوريتم ولف پاول ضعيف اصلاح شده 
پرداخته شده است. بخش چهارم به ارائه الگوريتم 

 يپردازد. بررس مي BFGSاصلاح شده براي روش 

در خصوص روش به بخش پنجم  ياز نتايج اصل يبرخ
موکول شده  ۶و اثبات همگرايي سراسري آن به بخش 

است. در نهايت کارايي روش به صورت عددي مورد 
  بررسي قرار گرفته است. 

 
لگوريتم ولف پاول ضعيف اصلاح . تصحيح ا۲

  شده
) را در نظر ۱هدفه نامقيد ( سازي تک مسأله بهينه

 ݂ اط بحراني تابعبگيريد. براي رسيدن به يکي از نق
را بيابيم. فرض  gلازم است که يکي از صفرهاي تابع 

باشد که  ݂ يک تقريب اوليه از ماتريس هسي ଵܤ کنيد
 ଵܤتوان  معين مثبت متقارن است. براي راحتي کار مي
ي دلخواه  را ماتريس هماني در نظر گرفت. از نقطه

xଵ ∈ ℝ௡ ي اين نقطه تا  کنيم. اگر فاصله شروع مي
از تلورانس در نظر گرفته شده  gصفر تابع 

‖(ݔ)݃‖( ≤ ߝ ∊ ) کمتر بود متوقف (1,	0)
ي فعلي همان جواب مطلوب ماست. در  شويم. نقطه مي

غير اين صورت بايستي با يک طول گام مناسب در 
يک جهت مناسب تا جايي حرکت کنيم که ديگر امکان 

در آن جهت نباشد. با توجه به روش  ݃بهبود تابع 
نيوتن، جهت حرکت از اين نقطه توسط فرمول 

݀ଵ = ଵିଵܤ− ଵ݃ ܤآيد. چون  بدست ميଵ  يک
ଵ݃ماتريس معين مثبت متقارن است لذا 

୲݀ଵ =
−݀ଵ௧ܤଵ݀ଵ < خواهد بود. حال بايد طول گام  0

مناسب براي حرکت در امتداد اين جهت را بيابيم. براي 
اي تعيين کنيم که مقدار  گونه را به  ଵߙيد اين منظور با

ଵݔي جديد  در نقطه ݂تابع  + کمتر از مقدار  ଵ݀ଵߙ
ي  به ريشه ݃	 بوده و همچنين تابع ଵݔدر نقطه  ݂تابع 

  خود تا جاي امکان نزديک شود.
رساني ماتريس  ناميده و بعد از بروز ଶݔي جديد را  نقطه

کنيم. اين  هسي روند فوق را با اين نقطه تکرار مي
  پروسه در شکل زير به تصوير کشيده شده است.
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  اصلاح شده BFGS: روند حرکت الگوريتم ۱شکل

  
را به صورت زير تعريف شده  (ߙ)߮فرض کنيد تابع 

  باشد:
(ߙ)߮ ≔ ௞ݔ)݂ + (௞݀ߙ − ௞݂ − δ	݃ߙ௞௧݀௞ 
−min{−ߜଵ݃௞௧݀௞ 	, δ

ߙ
2݇

‖݀௞‖ଶ}. 
  

بنا به توضيحات داده شده الگوريتم اين روند تکراري را 
  توان به صورت زير نوشت. مي

 
  اصلاح شده BFGS. الگوريتم ۳

  هاي و ثابت ଵݔ) نقطه شروع ۱گام 
ଵߜ  ∊ 	 (0, δ)			δ ∊ 	 (0,

ଵ
ଶ
)			 ߝ، ∈  و (0,1)

(δ,1) σ∊  ܤو ماتريس اوليه معين مثبت متقارنଵ  را
݇انتخاب کن و قرار بده  ≔ 1.  

‖௞݃‖) اگر۲گام  ≤ ε .بود، متوقف شو  
B୩d୩) معادله ۳گام  + g୩ = را براي محاسبه  0

  حل کن. d୩جهت جستجوي 
 Aرا با استفاده از الگوريتم  α୩) طول گام ۴گام 

  کن.محاسبه 
x୩ାଵ) ۵گام  = x୩ + α୩d୩  قرار بده وB୩ାଵ  را

  ) بروز رساني کن.۳با استفاده از فرمول (
=:k) ۶گام  k +   برگرد.  ۲و به گام  1

  
 : Aالگوريتم 

଴ߙدهي آغازين)  (ارزش = ௨ߙ، 0 > 0 ،݅ ≔ و  1
ଵߙ ∊ (0,  را در نظر بگير. (௨ߙ

 (حلقه اصلي)
  را محاسبه کن. (௜ߙ)߮مقدار  الف)
(௜ߙ)߮اگر ب)  > 0  

در نظر  ௜ିଵߙو  ௜ߙرا بين  ߙطول گام دلخواه اوليه ) ۱
 بگير. 

 را محاسبه کن. (ߙ)߮مقدار ) ۲
(ߙ)߮اگر  )۳ > (ߙ)߮يا  0 ≥ در  (௜ିଵߙ)߮

௜ߙاينصورت  ≔  برگرد. ۱به مرحله  ߙ
  در غير اينصورت 

ାᇱ߮الف) مقدار -۳   را محاسبه کن. (ߙ)
ାᇱ߮ب) اگر -۳ (ߙ) ≥ همان خروجي مورد  ߙآنگاه  0

  نظر است و متوقف شو.
ାᇱ߮ج) اگر -۳ ௜ߙ)(ߙ) − (௜ିଵߙ ≥ آنگاه  0

௜ିଵߙ ≔   .௜ߙ
௜ߙد) -۳ ≔   برگرد. ۱و به مرحله  ߙ

ାᇱ߮مقدار ج)  ାᇱ߮را محاسبه کن اگر  (௜ߙ) (௜ߙ) ≥ 0 
 خروجي مورد نظر است و متوقف شو. ௜ߙ آنگاه

௜ାଵߙد)  ∊ ௜ߙ) ,  را انتخاب کن.  (௨ߙ
:݅ه)  = ݅ +   و به گام الف برگرد.  1

ي کراندار توليد  بازهاگر يکي از شرايط زير برقرار باشد، 
 Aدر الگوريتم  ௜ߙو  ௜ିଵߙشده توسط پارامترهاي 

) و ۷شامل طول گام مناسب خواهد بود که در شرايط (
  کند.  ) صدق مي۸(
 α୧ ) را نقض کند؛۷شرط ( 
 φ(α୧) ≥ φ(α୧ିଵ) ؛ 
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 φା
ᇱ (α୧) ≥ 0 .  

و  α୧ିଵبين  α طول گام Aدر هر تکرار از الگوريتم 
α୧  انتخاب و يکي از اين نقاط ابتدايي يا انتهايي باα 

شود به طوري که همچنان سه خاصيت  جايگزين مي
  زير حفظ شود:

  ߙبازه کراندار توليد شده توسط پارامترهاي௜ିଵ  و
) ۸) و (۷باشد که در شرايط ( شامل طول گامي  ௜ߙ

 صدق کند؛
 ߙ௜ିଵ  بيشترين فاصله را تا طول گام مورد نظر

داشته باشد و کمترين مقدار تابع در اين نقطه اتفاق 
 بيفتد؛
 ߙ௜ شود که  اي انتخاب  گونه به

߮ାᇱ ௜ߙ)(௜ିଵߙ) − (௜ିଵߙ <  .باشد 0
  
. برخي از نتايج اصلي در خصوص الگوريتم ۴

BFGS اصلاح شده  
موجود  ௞ߙ<0دهيم که طول گام  در ابتدا نشان مي
  کند. ) صدق مي۸) و (۷است که در روابط (

پذير  تابعي دوبار پيوسته مشتق fفرض کنيم  :۱قضيه 
௞௧݀௞݃ و از پايين کراندار باشد. اگر ≤ باشد آنگاه  0

௞ߙثابت  ∈ ௟ߙ] , 0با شرط  [௨ߙ < ௟ߙ <  ௨ߙ
  کند. ) صدق مي۸) و (۷وجود دارد که در روابط (

و  ௞݂با استفاده از فرض از پايين کراندار بودن  اثبات.
௞ݔ)݂ + ଵߜو اينکه  (௞݀௞ߙ < δ و ݃௞௧݀௞ ≤ 0 ،

ߙتوان گفت که اگر  مي →   آنگاه  ∞+
min{−ߜଵ݃௞௧݀௞	, δ

ߙ
2݇

‖݀௞‖ଶ} =  ଵ݃௞௧݀௞ߜ−
  
کند. واضح است  نهايت ميل مي به سمت بي (ߙ)߮و 

(0)߮که  =  وجود دارد که  ߙ . حال عدد مثبت0
(ߙ)߮
= ௞ݔ)݂ + (௞݀ߙ − ௞݂ − δ	݃ߙ௞௧݀௞
− ଵ݃௞௧݀௞ߜ−}minߙ 	, δ

ߙ
2݇

‖݀௞‖ଶ} 		

= ൫ ௞݂ + ௞௧݀௞݃ߙ + ൯(ߙ)݋ − ௞݂
− δ	݃ߙ௞௧݀௞
− minߙ ቄ−ߜଵ݃௞௧݀௞ 	, δ

ߙ
2݇

‖݀௞‖ଶቅ

= 1)ߙ − δ + ଵ)݃௞௧݀௞ߜ + (ߙ)݋ < 0. 

ρيک تابع پيوسته است لذا ثابت  ߮چون  > وجود  0
(ρ)߮ دارد که = کمينه  ᾶاست. فرض کنيم  0
,0]در بازه  (ߙ)߮ سراسري ρ] .باشد  

تواند در نقاط مرزي اتفاق بيفتد،  کمينه سراسري نمي
در نقاط مرزي  ߮چون همانطور که ديديم مقدار تابع 

ߙبرابر صفر است در حالي که نشان داديم  ∊ (0, ρ) 
(ߙ)߮وجود دارد که  < توان نتيجه  . بنابراين مي0

ᾶگرفت که حداقل يک کمينه موضعي  ∊ (0, ρ) 
(ᾶ)߮وجود دارد که  < ାᇱ߮و  0 (ᾶ) ≥ . در اين 0

 صورت 
߮(ᾶ)
= ௞ݔ)݂ + ᾶ݀௞) − ௞݂ − δᾶ݃௞௧݀௞
−min ൜−ߜଵ݃௞௧݀௞ 	, δ

ᾶ
2݇

‖݀௞‖ଶൠ < 0. 
  

 در نتيجه 
௞ݔ)݂ + ᾶ݀௞)
< ௞݂ + δᾶ݃௞௧݀௞
+min{−ߜଵ݃௞௧݀௞ 	, δ

ᾶ
2݇

‖݀௞‖ଶ}. 
  

ߙبنابراين با انتخاب  = ᾶ) برقرار است. ۷، رابطه (
  علاوه براين 

		߮ାᇱ (ᾶ) = lim
ఈ→(ᾶ)శ

(ߙ)߮ − ߮(ᾶ)
ߙ − ᾶ  

=		 lim
ఈ→(ᾶ)శ

	{
௞ݔ)݂ + (௞݀ߙ − ௞݂ − δ݃ߙ௞௧݀௞ − minߙ ቄ−ߜଵ݃௞௧݀௞ 	, δ

ఈ
ଶ௞
‖݀௞‖ଶቅ

ߙ − ᾶ

−
௞ݔ)݂ + ᾶ݀௞) − ௞݂ − δᾶ݃௞௧݀௞ − ᾶmin{−ߜଵ݃௞௧݀௞ 	, δ

ᾶ
ଶ௞
‖݀௞‖ଶ}

ߙ − ᾶ
} 

																										

= lim
ఈ→(ᾶ)శ

{
௞ݔ)݂ + (௞݀ߙ − ௞ݔ)݂ + ᾶ݀௞)

ߙ − ᾶ

−
δ(ߙ − ᾶ)݃௞௧݀௞

ߙ − ᾶ

−
min{−ߜଵ݃௞௧݀௞ 	, δ

ఈమ

ଶ௞
‖݀௞‖ଶ}

ߙ − ᾶ 		

+
min{−ߜଵ݃௞௧݀௞ 	, δ

ᾶమ

ଶ௞
‖݀௞‖ଶ}

ߙ − ᾶ } 
  

ߙحال چون  → (ᾶ)ା ، پس مينيمم در مؤلفه يکساني
 از هر دو جمله رخ خواهد داد. بنابراين:

߮ାᇱ (ᾶ) = lim
ఈ→(ᾶ)శ

{
௞ݔ)݂ + (௞݀ߙ − ௞ݔ)݂ + ᾶ݀௞)

ߙ − ᾶ

−
δ(ߙ − ᾶ)݃௞௧݀௞

ߙ − ᾶ
 

−
min{−ߜଵ(ߙ − ᾶ)݃௞௧݀௞ 	, δ

(ఈమିᾶమ)
ଶ௞

‖݀௞‖ଶ}
ߙ − ᾶ } 
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= lim
ఈ→(ᾶ)శ

{
ߙ) − ᾶ)݃(ݔ௞ + ᾶ݀௞)௧݀௞ + ߙ))݋ − ᾶ)ଶ)

ߙ − ᾶ
− δ	݃௞௧݀௞ 
−min{−ߜଵ݃௞௧݀௞ 	, δ

ߙ + ᾶ
2݇

‖݀௞‖ଶ}} 

= lim
ఈ→(ᾶ)శ

{
ߙ) − ᾶ)݃(ݔ௞ + ᾶ݀௞)௧݀௞ + ߙ))݋ − ᾶ)ଶ)

ߙ − ᾶ
− δ	݃௞௧݀௞ 
−min{−ߜଵ݃௞௧݀௞ 	, δ

ᾶ
݇
‖݀௞‖ଶ}} 

= ௞ݔ)݃ + ᾶ݀௞)௧݀௞ − δ	݃௞௧݀௞ −
min	{−ߜଵ݃௞௧݀௞	, δ

ᾶ
௞
‖݀௞‖ଶ}}. 

  
ାᇱ߮حال از اينکه  (ᾶ) ≥  داريم: 0

߮ାᇱ (ᾶ)
= ௞ݔ)݃ + ᾶ݀௞)௧݀௞ − δ	݃௞௧݀௞
−min	{−ߜଵ݃௞௧݀௞ 	, δ

ᾶ
݇
‖݀௞‖ଶ}} ≥ 0. 

  
 پس 

௞ݔ)݃ + ᾶ݀௞)௧݀௞
≥ 	δ	݃௞௧݀௞ +min	{−ߜଵ݃௞௧݀௞	, δ

ᾶ
݇
‖݀௞‖ଶ} 

≥ 	σ	݃௞௧݀௞ +min{−ߜଵ݃௞௧݀௞	, δ
ᾶ
݇
‖݀௞‖ଶ}	. 

  
ߙبنابراين با انتخاب  = ᾶ ) نيز برقرار است.۸رابطه (  

 
 BFGS . بررسي همگرايي سراسري روش۵

  اصلاح شده
ازمفروضات اساسي را که در ادامه نياز داريم  ابتدا برخي

  گيريم: را در نظر مي
଴ܮفرض کنيم مجموعه تراز  .۱ = ݔ} ∈

ℝ௡: (ݔ)݂ ≤  کراندار باشد. {(ଵݔ)݂
پذير و از  تابعي دوبار پيوسته مشتق fفرض کنيم  .۲

در شرط پيوستگي  gپايين کراندار باشد. و تابع گراديان 
صدق کند، يعني  Lليپشيتس با ثابت ليپشيتس 

(ݔ)݃‖ − ‖(ݕ)݃ ≤ ݔ‖ܮ −   . ‖ݕ
حاصل از فرمول  {௞ܤ}دهد که دنباله  لم زير نشان مي

  ) شرط معين مثبت بودن را داراست. ۳بروزرساني(
دنباله توليد شده به وسيله  {௞ܤ}فرض کنيم  .۱لم

) باشد. در اين صورت به ازاي هر ۳فرمول بروزرساني(
  معين مثبت خواهد بود. ௞ܤ، ݇

براي اثبات کافي است که ثابت کنيم شرط  ات.اثب
௞ݕ௞௧ݏ > برقرار است. اثبات به  ݇به ازاي هر  0

݇ شود. براي وسيله استقرا انجام مي = ، فرض 1
يک ماتريس معين مثبت باشد. با استفاده از  ଵܤکرديم 
௞݀௞ܤ) و معادله ۸رابطه ( + ݃௞ =  داريم:  0

௞ݕ௞௧ݏ
= ௞ݔ)݃) + (௞݀௞ߙ − ݃௞)௧(ݔ௞ + ௞݀௞ߙ
− (௞ݔ 		= ௞ݔ)௞݃ߙ + ௞݀௞)௧݀௞ߙ − ௞݃௞௧݀௞ߙ
≥ ௞௧݀௞݃ߪ௞ߙ
+ ଵ݃௞௧݀௞ߜ−௞minቄߙ 	, ߜ

௞ߙ
݇
‖݀௞‖ଶቅ− ௞݃௞௧ߙ 	

= ௞(1ߙ−			 − ௞௧݀௞݃(ߪ
+ ଵ݃௞௧݀௞ߜ−௞minቄߙ 	, ߜ

௞ߙ
݇
‖݀௞‖ଶቅ

≥ ௞(1ߙ− − ௞௧݀௞݃(ߪ > 0	. 
  

) ۳ر رابطه (د ௞ାଵܤبنابراين معين مثبت بودن ماتريس 
  شود.  حاصل مي

توان نتيجه  ) مي۳و همچنين رابطه (۱از لم . ۱نتيجه
݇گرفت که براي هر  ≥ 1 ،݃௞௧݀௞ < 0.  

௞ݔ}فرض کنيم  .۲لم  , ௞ߙ , ݀௞ , ݃௞}  توسط
توليد شده باشند. همچنين مفروضات  ۱۴الگوريتم 

اساسي بيان شده در ابتداي اين بخش نيز برقرار باشند. 
  رت در اين صو

෍
(݃௞௧݀௞)ଶ

‖݀௞‖ଶ

ஶ

௞ୀଵ

< ∞	. 

  
  ) داريم: ۷با استفاده از رابطه ( اثبات.

௞݂ − ௞ݔ)݂ + (௞݀௞ߙ
≥ ௞݃௞௧݀௞ߙߜ−
− ,	ଵ݃௞௧݀௞ߜ−௞minቄߙ δ

௞ߙ
2݇

‖݀௞‖ଶቅ 	
≥ −(δ − ௞݃௞௧݀௞ߙ(ଵߜ .	 

  
با گرفتن سيگما از دو طرف نامساوي و با استفاده از 

  داريم: ۲فرض 

∞ > ଵ݂ − lim
௞→ஶ ௞݂ =෍൫ ௞݂

ஶ

௞ୀଵ
− ௞ݔ)݂ + ௞݀௞)൯ߙ

≥෍−(δ − ௞݃௞௧݀௞ߙ(ଵߜ

ஶ

௞ୀଵ

. 
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کند. حال از روابط  وجود حد فوق را تضمين مي ۲فرض 
و نامساوي ۱، نتيجه g)، پيوستگي ليپشيتس تابع ۸(

 کشي شوارتز داريم:
௞‖ଶ݀‖ܮ௞ߙ ≥ ௞ߙ ቀ

‖௚ೖశభି௚ೖ‖
‖ఈೖௗೖ‖

ቁ ‖݀௞‖ଶ =
‖݃௞ାଵ − ݃௞‖‖݀௞‖ ≥ |(݃௞ାଵ −
݃௞)௧݀௞| ≥ (݃௞ାଵ − ݃௞)௧݀௞ = ௞௧݀௞݃ߪ +
min ቄ−ߜଵ݃௞௧݀௞ 	, ߜ

ఈೖ
௞
‖݀௞‖ଶቅ − ݃௞௧݀௞ ≥

ߪ)− − ௞௧݀௞݃(ߜ +
min ቄ−ߜଵ݃௞௧݀௞ 	, ߜ

ఈೖ
௞
‖݀௞‖ଶቅ ≥

ߪ) − 1)݃௞௧݀௞ .  
  

௞ߙبنابراين  ≥
(ఙିଵ)௚ೖ

೟ௗೖ
௅‖ௗೖ‖మ

که با جايگذاري در رابطه  
  شود: بالا نتيجه مي

(δ − ଵ)(1ߜ − (ߪ
ܮ

෍
(݃௞௧݀௞)ଶ

‖݀௞‖ଶ

ஶ

௞ୀଵ

< ∞ 

  
  و حکم برقرار است. 

) ۷و همچنين رابطه (۱با استفاده از نتيجه  .۲نتيجه
}دنباله  ௞݂}  .موجود يک دنباله نزولي است 

  گيريم: براي اثبات دو حالت را در نظر مي اثبات.
ଵ݃௞௧݀௞ߜ−}minحالتي که  .۱ ,

δ ఈೖ
ଶ௞
‖݀௞‖ଶ} =  ؛ଵ݃௞௧݀௞ߜ−

ଵ݃௞௧݀௞ߜ}minحالتي که  .۲ , δ
ఈೖ
ଶ௞
‖݀௞‖ଶ} =

		δ ఈೖ
ଶ௞
‖݀௞‖ଶ.  

  
 ) داريم:۷در حالت اول با استفاده از رابطه (

௞ݔ)݂ + (௞݀௞ߙ ≤ ௞݂ + ௞݃௞௧݀௞ߙߜ −
ଵ݃௞௧݀௞ߜ௞ߙ ≤ ௞݂ + ߜ)௞ߙ −   ଵ)݃௞௧݀௞ߜ

  
௞௧݀௞݃چون  ≤ ߜ)و  0 − (ଵߜ > لذا حکم  0

  برقرار است. 
  ) داريم:۷براي حالت دوم نيز از رابطه (

௞ݔ)݂ + (௞݀௞ߙ ≤ ௞݂ + ௞݃௞௧݀௞ߙߜ +
δ ఈೖ
ଶ௞
‖݀௞‖ଶ ≤ ௞݂ + ௞(݃௞௧݀௞ߙߜ +

ଵ
ଶ௞
‖݀௞‖ଶ) ≤ ௞݂  

  
  و حکم برقرار است. 

براي اثبات همگرايي سراسري الگوريتم  .۱ملاحظه 
اصلاح شده، کافيست جستجوي خطي مورد نظر را 

 براي حالتي که 
minቄ−ߜଵ݃௞௧݀௞ 	, δ

௞ߙ
݇
‖݀௞‖ଶቅ = δ

௞ߙ
݇
‖݀௞‖ଶ, 

  
݇ بگيريم. چون وقتيدر نظر  → مينيمم در مؤلفه  ∞

  دوم رخ خواهد داد. 
 ۲و همچنين فرض  ۱فرض کنيم ملاحظه  .۳لم 

 برقرار باشد. در اين صورت 

௞ݕ௞௧ݏ ≥ δ‖ݏ௞‖ଶ,
௞‖ଶݕ‖

௞ݕ௞௧ݏ
≤
ଶܮ

ߜ
. 

  
  داريم:  ۲با استفاده از فرض  اثبات.

௞‖ଶݕ‖ = ‖݃௞ାଵ − ݃௞‖ଶ <  ௞‖ଶݏ‖ଶܮ
  

 شود: ) نتيجه مي۸(و همچنين رابطه ۱از ملاحظه 
௞ݕ௞௧ݏ = (݃௞ାଵ − ݃௞)௧ߙ௞݀௞ ≥
௞݃௞ାଵ௧ߙ ݀௞ − ௞݃௞௧݀௞ߙ ≥ ௞௧݀௞݃ߪ௞ߙ +
௞minߙ ቄ−ߜଵ݃௞௧݀௞ 	, δ

ఈೖ
௞
‖݀௞‖ଶቅ −

  ௞݃௞௧݀௞ߙ
≥ ߪ) − 1)݃௞௧ߙ௞݀௞
+ ,	ଵ݃௞௧݀௞ߜ−௞minቄߙ δ

௞ߙ
݇
‖݀௞‖ଶቅ 

= ߪ) − 1)݃௞௧ ௞ݏ +	
δ
݇
݇	∀							,௞‖ଶݏ‖ ≥ 1 

  
௞௧݃که نامساوي آخر از  ௞ݏ ≤ شود.  نتيجه مي 0

  بنابراين داريم:
௦ೖ
೟௬ೖ

‖௦ೖ‖మ
≥ max ቄஔ

௞
, ݇ ≥ 1ቅ = ,	ߜ ௞‖ଶݕ‖ ≤

௞‖ଶݏ‖ଶܮ ≤
௅మ௦ೖ

೟௬ೖ
ఋ

⟹ ‖௬ೖ‖మ

௦ೖ
೟௬ೖ

≤ ௅మ

ఋ
  

 
همان دنباله  {௞ܤ}]) فرض کنيم دنباله ۳([ .۲قضيه

يک  ଵܤباشد. و  BFGSتوليد شده به وسيله روش 
برقرار باشد.  ۳ماتريس معين مثبت متقارن و شرايط لم 

ଵܾهاي  آنگاه ثابت ≥ ܾଶ > وجود دارند به طوري  0
  که روابط

‖௞ݏ௞ܤ‖ ≤ ܾଵ‖ݏ௞‖,                            )۹(  
௞ݏ௞ܤ௞௧ݏ	 ≥ ܾଶ‖ݏ௞‖ଶ                         )۱۰(  
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௧براي حداقل [
ଶ

݇] مقادير  ∈ {1,2, … , ، برقرار {ݐ
  عدد صحيح دلخواهي است.  tهستند که در آن 

برقرار باشد. در اين  ۳فرض کنيم شرايط لم  .۳قضيه 
  صورت:

lim
௞→ஶ

݂݅݊ ‖݃௞‖ = 0. 
  

که معادل با همگرايي سراسري الگوريتم اصلاح شده 
  باشد.  مي

݇شودکه هرگاه  نتيجه مي ۲از لم  اثبات. → در  ∞

௚ೖ)اين صورت جمله عمومي سري، يعني
೟ௗೖ)మ

‖ௗೖ‖మ
، به 

௞݀௞ܤ حال از رابطه کند. صفر ميل مي + ݃௞ = 0 
 داريم:

(௚ೖ
೟ௗೖ)మ

‖ௗೖ‖మ
= ((ି஻ೖௗೖ)೟ௗೖ)మ

‖ௗೖ‖మ
=

(ௗೖ
೟஻ೖௗೖ)మ

‖ௗೖ‖మ
→ 0,  

  
݇) هرگاه ۱۰) و (۹و همچنين از ترکيب روابط ( → ∞ 

  در اين صورت:
ܾଶଶ‖ߙ௞݀௞‖ସ ≤ ൫(ߙ௞݀௞)௧ܤ௞(ߙ௞݀௞)൯

ଶ ⟹

0 ≤ ܾଶଶ‖݀௞‖ଶ ≤
൫ௗೖ

೟஻ೖௗೖ൯
మ

‖ௗೖ‖మ
→ 0.  

  
݇بنابراين هرگاه  → ‖௞݀‖، آنگاه ∞ →  . لذا از0
݃௞ =  شود: نتيجه مي ۳و لم  ௞݀௞ܤ−

ܾଶ‖݀௞‖ଶ ≤
݀௞

௧ܤ௞݀௞
‖݀௞‖

=
−݀௞௧݃௞
‖݀௞‖

≤ 

‖݀௞‖‖݃௞‖
‖݀௞‖

⟹ ܾଶ‖݀௞‖ ≤ ‖݃௞‖. 

 از طرفي
‖݃௞‖ = ‖௞݀௞ܤ−‖ ≤ ܾଵ‖݀௞‖.  

  
 لذا 

ܾଶ‖݀௞‖ ≤ ‖݃௞‖ ≤ ܾଵ‖݀௞‖. 
  

௧به ازاي حداقل [ چون اين رابطه تنها
ଶ

] مقادير 
݇ ∈ {1,2, … , اي از  ، برقرار است، لذا زيردنباله{ݐ

وجود دارد که همگرا به صفر است.  {‖௞݃‖}دنباله 
  بنابراين حکم برقرار است. 

  مسائل زير را در نظر بگيريد:مثال. 
ܲ1)							min ,ݔ)݂ (ݕ = ݕ)10 − ଶ)ଶݔ +
ݔ) − 1)ଶ  
ܲ2)							min݂(ݔ, (ݕ = ସݔ − ଶݔ6 +
ଶݕ4 + 12  

  
 BFGS-WWP ،BFGS-MWWP هاي الگوريتم

 و الگوريتم پيشنهادي با پارامترهاي ورودي زير براي
رفت  اين دو مساله اجرا گرديد. همانگونه که انتظار مي

يکسان  نتايج هر سه الگوريتم براي اين مسائل
 .باشد مي

ߝ = 0.01, ߜ =
1
3
, ߪ =

2
3
. 

 
در خروجي الگوريتم پيشنهادي براي اين دو مساله 

  آورده شده است. ۱جدول 
  
  

 P1مساله  P2مساله 
‖g୩‖ f୩ x୩ k ‖g୩‖ f୩ x୩ k 

۳۱/۱۱  ۱۱  )۱,۱-( ۱  ۲  ۱  )۰, ۰( ۱  
۸  ۴  )۰, ۲-( ۲  ۵۲/۱  ۶۰/۰  )۰,۲۵/۰( ۲  
۲۲/۳  ۶۴/۳  )۴۰/۰-,۷۳/۱ -(  ۳  ۳۴/۱  ۲۱/۰  )۲۷/۰,۵۸/۰(  ۳  
۶۸/۲  ۴۴/۳  )۳۳/۰-,۷۳/۱ -(  ۴  ۸۴/۰  ۱۸/۰  )۳۱/۰,۵۹/۰(  ۴  
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
۱۶/۰  ۰۰۲/۳  )۰۲/۰-,۷۳/۱ -(  ۲۵  ۱۰/۰  ۰۰۳۱/۰  )۸۹/۰,۹۴/۰(  ۲۵  
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
۰۰۹/۰  ۳  )۰,۷۳/۱-(  ۴۶  ۰۰۹/۰  ۰۰۰۰۱/۰  )۹۹/۰,۹۹/۰(  ۴۴  

 .P2و P1: خروجي الگوريتم تصحيح شده براي مسائل ۱ جدول



 

 ۴۵                                                                          براي رسيدن به همگرايي سراسري BFGSتصحيح فرمول جستجوي خطي در روش 
 

   

 گيرينتيجه
را  BFGSجستجوي خطي در روش  فرمولاين مقاله 

ي آن بتوان  نمايد که به واسطه اي تصحيح مي به گونه
همگرايي سراسري اين روش را براي مسائل کلي 
اثبات کرد. تصحيح انجام شده سرعت همگرايي را 

دهد ولي در عوض شرايط مورد نياز براي  تغيير نمي
کند.  اثبات تئوري همگرايي سراسري را ايجاب مي

ي اين فرمول براي رسيدن به سرعت  دوبارهاصلاح 
تواند يک ايده مناسب براي مقالات  همگرايي بالاتر، مي

  آتي باشد.
  

   



  ۴۶                                       ۱۳۹۸ دیو  آذر، بيست و يکم، شماره پنجمهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران  منصوره حمزه نژاد
 
 

 

 فهرست منابع
 
[1] Branke, J., et al. (2005). Practical 
Approaches to Multi-Objective 
Optimization, Internationales 
Begegnungs- und Forschungszentrum 
(IBFI). 
 
[2] Broyden, C. G. (1970). The 
convergence of a class of double-rank 
minimization algorithms 1. general 
considerations.IMA Journal of Applied 
Mathematics,6(1): 76-90. 
 
[3] Byrd, R. H. and J. Nocedal (1989). 
A tool for the analysis of quasi-Newton 
methods with application to 
unconstrained minimization. SIAM 
Journal on Numerical Analysis, 26(3): 
727-739. 
 
[4] Davidon, W. C. (1991). Variable 
metric method for minimization. SIAM 
Journal on Optimization, 1(1): 1-17. 
 
[5] Henningsen, A. and O. Toomet 
(2011). maxLik: A package for 
maximum likelihood estimation in 
R.Computational Statistics,26(3): 443-
458. 
 
[6] Powell, M. J. (1976). Some global 
convergence properties of a variable 
metric algorithm for minimization 
without exact line searches. Nonlinear 
programming, 9(1): 53-72. 
 
[7] Mascarenhas, W. F. (2004). The 
BFGS method with exact line searches 
fails for non-convex objective 
functions.Mathematical Programming, 
99(1): 49-61. 
 
[8] Nocedal, J. and S. Wright (2006). 
Numericaloptimization, Springer 
Science & Business Media. 
 
[9] G. Yuan, Z. Sheng, B. Wang, W. 
Hu, and C. Li (2018). The global 

convergence of a modified BFGS 
method for nonconvex functions, 
Journal of Computational and Applied 
Mathematics, 327: 274–294. 
 
 

 


