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 چکیده

ریزی خطی دو ترازه اکثر تحقیقات بر روی مسائل برنامه BLP  در شکل قطعی آن متمرکز شده است که ضرایب و متغیرهای
اند. در واقع بدلیل وجود اطلاعات نادقیق و مبهم، شناخت دقیق مقادیر طعی فرض شدهگیری در توابع هدف و قیود، قتصمیم

ن دقت در ایقطعیت و عدمای برای توصیف و حل عدمهای بازهضرایب برای ساختن مدل دو ترازه مشکل است. نظریه مجموعه
 و هدف تابع دو هر در ضرایب آن در که ایهباز ترازه دو ریزیبرنامه گیری مناسب است. به همین دلیل مسئلهمسائل تصمیم

ریزی خطی دو ترازه تماما در این مقاله، یک نوع از مسئله برنامه باشد.باشند یک موضوع جذاب میای میها بازهمحدودیت
 ای بازه IBLPگیریم. هدف از این در نظر مید، باشنای میبازهها را که در آن تمام ضرایب در هر دو تابع هدف و محدودیت

با ارائه مثال عددی،  باشد.با قیود تساوی می ایبازهریزی خطی دو ترازه تماما مسئله برنامه حل برای روش جدیدی ارائه مقاله
 سازی این روش بیان شده است.پیاده
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 :مقدمه -1

یری به گسازی واقعی ممکن است تصمیمدر مسائل بهینه
که گیرنده نباشد بلصورت متمرکز و توسط یک تصمیم

گیرنده موجود باشند، این نوع از مسائل را تعدادی تصمیم
سازی نامتمرکز با ساختار سلسله مراتبی مسائل بهینه

ای این دسته از هنامند. یکی از مشهورترین مدلمی
باشد. در این مدل ریزی خطی دو ترازه میمسائل، برنامه

راز ( و دیگری در تروپیشگیرنده در تراز بالایی )تصمیم
رو( موجودند که هر کدام تابع هدف خودشان را پایینی )دنباله

ریزی ی برنامهدارند و حتی ممکن است متضاد باشند. مسئله
 ای است که اولین بار توسطهخطی دو ترازه شبیه به مسئل

برای حل مسائل مدیریتی  1952در سال  (1)ستکلبرگ
ی ی نظریهنامتمرکز با ساختار سلسله مراتبی در زمینه

ریزی دو ترازه اولین بار بندی برنامهها ارائه شد. فرمولبازی
های حل مختلفی انجام شد. روش (2)توسط براکن و مکگیل

ی خطی دو ترازه ارائه شده است. ریزی برنامهبرای مسئله
، (5)، لولای مکم(4)، شاخه و کران(3)امk مانند بهترین
های . در مدل(7،8)، و الگوریتم ژنتیک(6)تابع جریمه

ریزی دو ترازه معمولی، پارامترها به صورت دقیق برنامه
ر ب ی گذشته، بیشترین تحقیقاتشوند. در دو دههتعریف می

ان باشد. برای نشریزی دو ترازه قطعی میروی مسائل برنامه
ازی ی نظریه فاطمینان به غیر از استفادهدادن نادقیقی و عدم

ای و تحلیل احتمالی، روش دیگری استفاده از ریاضیات بازه
ای برای اقدام در شرایط عدمظریهن ایبازه یظریهن باشد.می

یاری از مفاهیم و متغیرها و باشد و قادر است بسقطعیت می
چه در عالم هایی که نادقیق و مبهم هستند چنانسیستم

واقعی اغلب چنین است، صورت ریاضی بخشد و زمینه را 
گیری در شرایط عدمکنترل و تصمیم استنتاج، برای استدلال

 ترینای، بهترین و ساده. یک عدد بازهوردآقطعیت فراهم 
ای هباشد. در سالاطمینان مینمایش برای نادقیقی و عدم

ای که در آن ضرایب ریزی دو ترازه بازهاخیر، مسئله برنامه
بیان  ایها به صورت بازهدر هر دو تابع هدف و محدودیت

ی پژوهشی در حال اند، به سرعت تبدیل به یک حوزهشده
پیشرفت شده است و مورد مطالعه برخی نویسندگان قرار 

، وقتی فقط ضرایب توابع (9)یت و گیلگرفته شده است. کالو
هایی برای محاسبه بهترین و ای باشند الگوریتمهدف، بازه

و  اند. حمیدیی تابع هدف معرفی کردهبدترین مقدار بهینه

هایی را برای این مسئله ، الگوریتم(10،11)مست نهیمیش
اند و ای هستند تعمیم دادهی ضرایب، بازهوقتی که همه
اند. تاکنون رای بهبود آنها ارائه کردهاصلاحاتی ب

ریزی خطی دو ترازه تماما ی برنامهگری در زمینهپژوهش
ای با قیود تساوی کار نکرده است. بنابراین در این مقاله بازه

یود ای با قریزی خطی دو ترازه تماما بازهبرنامه یما مسئله
تساوی را به چندین زیر مسئله برای بدست آوردن یک 

به  کنیم. ساختار مقالهد برای مقادیر بهینه تبدیل میبر
شکل ریاضی مسئله  (2خش)این صورت است که در ب

ای و تعایف مورد نیاز بیان ریزی خطی دو ترازه بازهبرنامه
ریزی خطی دو روش جدید برنامه (3)شوند. در بخشمی

ای با قیود تساوی را بیان نموده و سپس ترازه تماما بازه
ددی برای نشان دادن چگونگی اجرای روش فوق مثال ع

 باشد.گیری می، نتیجه(4)شود. در نهایت بخشارائه می

 

 پیش نیازها و تعاريف -2
ریزی خطی دو ترازه به و تعاریف مربوط فرم کلی برنامه

 :(12)باشدبه آن به صورت زیر می
زی ساریزی خطی دو ترازه یک مدل بهینهمسئله برنامه

باشد، یکی مسئله امل دو مسئله میتو ش در تو
ی و دیگری مسئله روپیشگیرنده تراز تصمیم
  بر بردار روپیشرو. گیرنده تراز دنبالهتصمیم

𝑥 ∈ 𝑋 ⊂ ℝ𝑛 رو بر بردار و دنباله𝑦 ∈ 𝑌 ⊂ ℝ𝑚 
سعی به  xبا انتخاب  روپیشکنترل دارند. ابتدا 

سازی مینیمم ,F x y احتمالا تحت تعدادی قید ،

، با روپیشی تصمیم رو با مشاهدهاضافی دارد، دنباله

تابع هدفش،  yانتخاب یک  ,f x y را تحت ،

کند. سازی می، مینیممxتعدادی قید برای مقدار خاص 
رو لهدنبا بر هدف و فضای تصمیم روپیششود که  توجه

توان به صورت زیر را می BLPگذارد. مسئله تاثیر می
 نوشت:

 

1 1

2 2

max       ( )

max       ( , ) 1
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xF c x d y

f x y c x d
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.𝑐1، نآکه در  𝑐2 ∈ ℝ𝑛 ،𝑑1. 𝑑2 ∈ ℝ𝑚 𝑏 ∈

ℝ𝑝 ،𝐴 ∈ ℝ𝑝×𝑛 ،𝐵 ∈ ℝ𝑝×𝑚 
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2cیجملهکند، انتخاب می روپیشای که xبه ازای  x 
تواند باشد و میرو مقداری ثابت میدر تابع هدف دنباله

 حذف شود.
 

ریزی خطی دو تعاریف زیر را برای برنامه :1تعريف 

 ترازه در نظر بگیرید:
 

 ریزی خطی دو ترازه:ناحیه قیدی برنامه الف:

  x X  ,y Y  ,( , ) :  A   bS x y x By  
 

 

رو برای مقدار مشخص ی شدنی دنبالهمجموعه ب:

xی شده X: 

  :  ( )S x y Y By b Ax   
 

 

 :روپیشروی فضای تصمیم  Sتصویر ج:

     ( ) : ,  S X x X y Y Ax By b     
 

 

)ی رو برامجموعه واکنش منطقی دنباله د: )x S X: 

   arg min ( , ) : () )( :  f x y y xP x y Y y S  
 

 

 ی القاپذیر:ناحیه ح:

 ( , ) : (  , ) , ( ) .IR x y x y S y P x  
 

 

روی آن  روپیشای است که مجموعه IRدر واقع 
ریزی خطی دو دهد. پس برنامهسازی را انجام میبهینه

 کرد: توان به شکل زیر خلاصهترازه را می

 min ( , ) : ( , ) . F x y x y IR
 

 

را به صورت زیر در نظر  Yو  Xمعمولا  :1نکته 

𝑌گیرند: می = {𝑦 ∈ ℝ𝑚: 𝑦 ≥ 0}  

𝑋 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛: 𝑥 ≥ 0} 
ریزی خطی دو ترازه خوش تعریف که برنامهبرای این

 شود که:باشد، فرض می

Sالف:   .و فشرده باشد 

) ب: )P x  .و نگاشتی نقطه به نقطه باشد 

]به صورت  Xای یک عدد بازه , ]X X  نمایش داده

Xشود که می X اگر .X Xه ، آنگاX  تباهیده
تبدیل به  Xای خواهد بود. که در این صورت عدد بازه

 .(13)شودیک عدد حقیقی می
 

.𝑚فرض کنید  :2تعريف  𝑛 ∈ ℕ، 

 A͞ = (𝛼͞ 𝑖𝑗) ∈ ℝ𝑚×𝑛  و�̲� = (𝑎̲ 𝑖𝑗) ∈ ℝ𝑚×𝑛 

ر که برای هو دو ماتریس باشند به طوری

; ,ij ija a i j نویسیم )که در این صورت می

A Aای عبارت است از:های بازه(. مجموعه ماتریس 
𝐴𝐼 = [�̲�. A͞] = {𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛: �̲� ≤ 𝐴 ≤ A͞}  

 

ای به صورت زیر مرکز و شعاع ماتریس بازه :3تعريف 

 شود: تعریف می

1 1
( ), ( )

2 2
cA A A A A    

 
 که در این صورت

 , ,I

c cA A A A A      
باشد، ای میای بردار بازههای بازهحالت خاصی از ماتریس

 یعنی:
𝑏𝐼 = [�̲�. �̅�] = {𝑏 ∈ ℝ𝑚×1: �̲� ≤ 𝑏 ≤ �̅�} 

 و 

 , , ,I

c cb b b b b       
 

 که در آن:

   
1 1

,
2 2

cb b b b b   
 

 

فرض کنید  :4تعريف 
je  ستونj ام ماتریس واحد و

 1,1,...,1
T

e  های یک و برداری شامل مولفهmY 

 باشد یعنی  ℝ𝑚در  1های ای از تمام بردارمجموعه

𝑌𝑚 = {𝑦 ∈ ℝ 𝑚 ⎸⎸𝑦⎸ = 𝑒} 
 

های آن قدر مطلق برداری است که درآیه y که در آن

𝑥باشد. برای هر می yهای بردار درآیه ∈ ℝ𝑚 

 کنیم:تعریف می

 
1 , 0

sgn
1 , 0

i

i
i

x
x

x


 

  

iکه به طوری 1,...,m بنابراین ..sgn  mx Y 
𝑦بردار برای  ∈ ℝ𝑚 کنیم:تعریف می 

 1,...,y mT diag y y 
 در این صورت:

1, ,y y y y yT T T T T I

     و برای هر 
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 𝑥 ∈ ℝ𝑚 با تعریف ،sgnz x  :داریمzz T x 

بنابراین داریم: 
1
.




m

z i i i
T x z x 

ی ابا توجه به ماتریس بازه ,I

c cA A A   ،

,برای هر   my z Y کنیم:های زیر را تعریف میماتریس 

yz c y z

ye c y e c y

A A T A T ,

A A T A T A T A .



 

 

    
 

ای به طور مشابه برای بردار بازه

 ,I

c cb b b    برای هر ،𝑦 ∈ ℝ𝑚 

 کنیم:بردارهای زیر را تعریف می

y c yb b T .  
 

𝑥 بردار :5تعريف  ∈ ℝ𝑛  جواب ضعیفI IA x b 

IAاست اگر وجود داشته باشد  A  وIb b  به
Ax.که طوری b 

 

Iای دستگاه معادلات بازه :6تعريف  IA x b  را شدنی

یف گویند اگر و تنها اگر دارای یک جواب ضعیف نامنفی ضع
 باشد.

 

Iای دستگاه معادلات خطی بازه .1قضیه IA x b  شدنی

Axضعیف است اگر و تنها اگر دستگاه  b، Ax b 

 شدنی باشد.
 مراجعه کنید. (14)اثبات به

 

Iای دستگاه معادلات خطی بازه :7تعريف  IA x b 

Axشدنی قوی است اگر هر دستگاه  b کهIA A  و
Ib b .شدنی باشد 

 

Iای دستگاه معادلات خطی بازه :8تعريف  IA x b  را

د اگر جواب داشته باشد و شدنی گویند اگر جواب پذیر گوینحل
 نامنفی داشته باشد.

 

ريزی خطي دو ترازه روش جديد حل برنامه -3

 ای با قیود تساویتماما بازه

,فرض کنید  IA A A    1اییک ماتریس بازهm n 

,و  IB B B    2 ایماتریس بازهm n و

 ,   
Ib b b  1ماتریس ستونیm و .

  Ic c, c c  ،, Id d d d    ،

 , Ie e e e  1ای به ترتیب بردارهای بازه 1, ,n m n 

1که باشند به طوریبعدی می 1n n n  

 ریزی خطی دو ترازه زیررا در نظر بگیرید:مسئله برنامه

 
0

0

min      

  min     2

 . .   







 

x

y

c x d y

e y

A xt B ys b 
 

Icکه در آن  c ،Id d ،Ie e ،IA A ،
IB B  وIb b باشند ومی 𝑥 ∈ ℝ𝑛1، 

 𝑦 ∈ ℝ𝑛2 1که به طوری 2.n n n   

برای هر مجموعه ضرایب  (2)کنیم که مدلفرض می
 انتخابی، جواب داشته باشد.

 

چون تمام قیود به صورت تساوی  (2)در مدل :2نکته

ناحیه قیدی  (1)باشند، و از طرفی طبق نکتهمی
باشد و ریزی خطی دو ترازه ناتهی و فشرده میبرنامه

 رو نگاشتی نقطه به نقطهمجموعه واکنش منطقی دنباله
باشد، لذا به وضوح ناحیه القایی با ناحیه قیدی برابر می
 باشند.می

ریزی خطی دو ، برنامه(1)ریفو تع (2)پس طبق نکته
 وشت:توان به صورت زیر نرا می (2)ترازه

 

   ;n : 3 i , 0   Ax B y b x ym c x d y 
 

 دهیم: قرار می (3)برای سادگی نوشتن مدل

   / / /, , , .
x

A B A X c d C
y

 
   

  
 توان به صورت زیر نوشت:را می (3)بنابراین مدل

   / / ///in : ; 0   4
T

m C X A X b X 
 

/که در آن  / IC C ،// IA A  وIb b باشند می
ˊ𝑋 و ∈ ℝ𝑛. 
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را با  (2)ی مدلمقدار بهینه 
// , , ,IBLP A b C e 

را  (2)ی مدلدهیم. بنابراین برد مقادیر بهینهنمایش می
 توان به صورت می

   
/ // /, , , , , , , 

 
I I I I I I I IIBLP A b C e IBLP A b C e  

 

 که:طوری نوشت به

 

 

 

 

/

/

/ /

/

/

/ /

/

/

/ /

/

/

/ /

, , ,

inf { , , ,

, , , },

, , ,

sup{ , , ,

, , , }.



   



   

I I I I

I I I I

I I I I

I I I I

IBLP A b C e

IBLP A b C e

A A b b C C e e

IBLP A b C e

IBLP A b C e

A A b b C C e e
 

 

های فوق با رویکردی جدید در واقع برای تعیین کران
وی ای با قیود تساریزی خطی بازهمشابه آنچه برای برنامه

 حال برای کنیم.، برای دو ترازه استفاده می(14)ارائه شده
 های ی کرانمحاسبه

 
// , , ,I I I IIBLP A b C e 

 و 

 
// , , ,I I I IIBLP A b C e  

 کنیم. بیان می را (2)یقضیه
 

 داریم: .2قضیه 

 ف: ال

 

 

/

/

/

/

/ / / / /

, , ,

inf { , , ,

, , 0}



  

I I I I

I I

IBLP A b C e

IBLP A b C e

A X b A X b X
 

 

 ب: 

   
// / /, , , sup , , ,




m

I I I I

ye y
y Y

IBLP A b C e IBLP A b C e

 
 

 اثبات. 

 دهیم:اثبات الف. قرار می

 
 

/
/

/ / / / /

inf { , , ,

, , 0} 5

 

  

I IIBLP A b C e

A X b A X b X 
کنیم که ثابت می 

// , , ,  I I I IIBLP A b C e .

 دهیم:برای این منظور نشان می

 
// , , ,  I I I IIBLP A b C e  و 

 
// , , ,  I I I IIBLP A b C e. 

کنیم بتدا ثابت میا 
// , , ,  I I I IIBLP A b C e .

اگر     واضح است که 

 
// , , ,  I I I IIBLP A b C e. 

 

حال اگر    دارای جواب شدنی است.  (5)آنگاه 

/جواب نامنفی  X/فرض کنید  /A X b و 
/ /A X b (6و5باشد. بنابر تعریف) (1)و همچنین قضیه ،

/X  جواب ضعیف نامنفی/ /I IA X b باشد. در می

/نتیجه وجود دارد  / IA A  و
/Ib b که به طوری

.
/ /A X b :بنابراین داریم 

 

 
 

   

/

/

/ /

//

/

/

/ /

/ /

, , ,

inf { , , ,

, , , } 6

, , , , , , .



   

 

I I I I

I I I I

I I

IBLP A b C e

IBLP A b C e

A A b b C C e e

IBLP A b C e IBLP A b C e
 

 

 داریم: (6)از طرفین )سمت راست( رابطه infبا گرفتن 

 
// , , ,  I I I IIBLP A b C e

 
دهیم حال نشان می 

// , , ,  I I I IIBLP A b C e .

کافی است نشان دهیم برای هر 
/ // / , ,I I IA A b b C C   ریم:دا 

 
// , , .  BLP A b C

 
اگر  

// , ,  BLP A b C  واضح است که 

 
// , ,  BLP A b C . 

 

اگر  
// , , ,  IBLP A b C e شدنی  (2)آنگاه مسئله

باشد لذا  (2)جواب شدنی X/است. فرض کنید 
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/ /I IA X b ضعیف دارد بنا به  واب شدنیج
جواب نامنفی دستگاه  X/، (1قضیه)

 / / / /,A X b A X b  :است و داریم 

   
/ // /, , , , , ,  I I I I I IIBLP A b C e IBLP A b C e 

لذا  
// , , ,  IBLP A b C e . 

پس  
// , , ,  I I I IIBLP A b C e در نتیجه . 

 
// , , ,  I I I IIBLP A b C e . 

 :دهیم. قرار میقسمت ب اثبات

 / /sup , , ,


 
m

ye y
y Y

IBLP A b C e. 

دهیم ابتدا نشان می 
// , , , I I I IIBLP A b C e . چون

/ / ,I I

ye yA A b b   برای هر
my Y  و

/ / IC C  و. Ie e 
 

 بنابراین:

 

 

/

/ /

/

/

/ /

/

sup{ , , ,

, , , }

, , , .





   



I I I I

I I I I

IBLP A b C e

A A b b C C e e

IBLP A b C e
 

 

دهیم ال نشان میح 
// , , ,  I I I IIBLP A b C e. 

کافی است ثابت کنیم برای هر 
/ // / , , ,   I I I IA A b b C C e e :داریم  

 
// , , ,  IBLP A b C e 

اگر  
// , , ,  IBLP A b C e  واضح است که 

 
// , , ,  IBLP A b C e . 

اگر  
// , , ,  IBLP A b C e ی نشدن (4)آنگاه مسئله

/است. لذا دستگاه  /I IA X b شدنی (7)بنا به تعریف ،

 قوی نیست. پس
/ /

ye yA X b نیز برای بعضی

my Y  شدنی نیست. بنابراین 

 / /, , ,  ye yIBLP A b C e  لذا داریم 

    و 
// , , ,  IBLP A b C e. 

اگر  
// , , ,IBLP A b C e ( 4)متناهی باشد دوگان

 گیریم:در نظر می

   / /max 7T Tb A C 

 
 باشد آنگاه داریم:  (7)ی مسالهجواب بهینه اگر 

 
// , , ,  TIBLP A b C e b . 

sgnyکنیم تعریف می   در این صورت

my Y  و
yT  . 

 ا در نظر بگیرید:رمساله زیر 
 

   / / / / /min , 0 8T

ye yC X A X b X 
 

 دوگان آن عبارت است از:

   /T /

yemax 9T

yb A C 
 

 

/، پذیر است، چون حل (9)مسئله /T

yeA C  را

زیرا  کندحل می / /
T

T

cA A     :داریم ، 

 

 

 

/

/

/ / / /

/ / /

 



  



  

 

    

  

T
T

ye c y

T T

c y

T
T T

c c c

T

A A T

A T

A A A A

A C C

 



  

 
 نشدنی باشد آنگاه  (8)اگر

 / /, , ,  ye yIBLP A b C e  و لذا    و 

 
// , , ,  IBLP A b C e. 

شدنی باشد آنگاه چون  (8)اگر

 
// , , ,  IBLP A b C e 

 و 

   
// / /sup , ,T Tb A C G A b C     

 
ی دارای جواب بهینه (9)و با توجه به قضیه دوگان، مسئله

̂  است که در این صورت 

 / / ˆ, , ,  T

ye y yIBLP A b C e b:بنابراین . 
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//

/ /

, , ,

ˆ , , ,



 

 

 

 

     

     

     

    

T

T T

c c c

T T T

c y

T
T

c y c

T

c ye y

IBLP A b C e b

b b b b

b T

b T b

b IBLP A b C e
 

لذا  
// , , ,  I I I IIBLP A b C e  و در نتیجه با توجه به

نامساوی  
// , , ,  I I I IIBLP A b C e :داریم 

 
// , , ,  I I I IIBLP A b C e

 
 

ریزی خطی دو ترازه مسئله برنامه (1)بنابراین در مثال
به  (2)یود تساوی را با استفاده از قضیهای با قتماما بازه

چندین زیر مسئله برای بدست آوردن برد مقادیر بهینه 
 کنیم. تبدیل می

 

 ه زیر را با توجهریزی خطی دو ترازمسئله برنامه :1مثال 

 کنیم.حل می (2)به قضیه

 

 

   

 

x 0

y 0

min      F(x,y) [1,2 x 3,5 y

min      f(x,y

]

. . ]

) 1,2

5 4
    [ , x y 4,5

8 5

6 5
[ , x y 5,6

10

]
5 2





 



 

 

s t

y

 
به  (10)ای مربوط به مدلها و بردارهای بازهحل: ماتریس

 باشند:صورت زیر می

 

 
 

     

/

/ /

5 4
, 1

4,58 5
, 11

6 5 5,6
, 1

5 2

, 1,2 , 3,5 , ,

  
         
     
  
  

   

A b

C X x y

 

 

کران پایین برای  (11)، و روابط(2)طبق قسمت الف قضیه
 برد مقادیر بهینه یعنی، 

 

 

/

/

/

/

/ / / / /

, , ,

inf { , , ,

, , 0}



  

I I I I

I I

IBLP A b C e

IBLP A b C e

A X b A X b X 
 شود:به صورت زیر محاسبه می

 

 

0

0

min      F(x,y) x 3y

min      f(x,y) y

5
    x y 5

8

x y 4 12

x y 6

x y 5

. .

4

5

6

5

5

2

x

y

s t





 



 

 

 

 

 

، برای ]15[امkکه با استفاده از روش بهترین 

5ی مقدار بهینه (15)مدل

IBLP آید.بدست می  

کران بالای برد مقادیر  (2حال طبق قسمت ب قضیه)
 شود:زیر محاسبه میبهینه به صورت 

   
// / /, , , sup , , ,




m

I I I I

ye y
y Y

IBLP A b C e IBLP A b C e
 

/، (4)و تعریف (11)حال طبق روابط

y e yA b  به

 (13) شود:صورت زیر محاسبه می
/

1 1

2 2

1

2

57 7
1 0

080 80

37 0 13
1 0

20 20

9 1

02 2

11 0 1

2 2

ye

y

A

y x

y x

y
b

y



    
       
       
       
        

   
    

      
    

      

 

های زیر زیر مدل (13)و مدل (2بنا به قسمت ب قضیه)
 را داریم:

 

0

0

min      F(x,y) 2x 5y

min      f(x,y) 2y

5
    x y 5

8

6
x y 6

. . 14

5

y

y

s t





 



 

 

 

 

 

0

0

min      F(x,y) 2x 5y

min      f(x,y) 2y

4
    x y 4

5

5
y

. 1

5

5

x

.

2





 



 

 

y

y

s t
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0

0

min      F(x,y) 2x 5y

min      f(x,y) 2y

5
    x y 5

8

5
x y 5

. . 16

2

x

y

s t





 



 

 

 

 

 

0

0

min      F(x,y) 2x 5y

min      f(x,y) y

4
    x y 4

5

6
y

. 1

6

7

x

.

5





 



 

 

x

y

s t

 
 

،  (15)، (14)هایام مدلkبا استفاده از روش بهترین 
ی به ترتیب دارای مقادیر بهینه (17)،(16)

14

530

23



IBLP ،15

320

17



IBLP ،

16 25


IBLP ،17 10


IBLP بنابراین طبق .
 داریم:  (2)قسمت ب قضیه

 

 
// , , ,

530 320
sup , ,25,10 25

23 17

 
  

 

I I I IIBLP A b C e

  

 باشد.می (5،25)پس برد مقادیر بهینه به صورت
 

 گیری:نتیجه -4
ریزی های تابع هدف برنامهدر این مقاله برای تعیین کران

قیود تساوی با  ای باخطی دو ترازه با ضرایب بازه
رائه ای اریزی خطی بازهرویکردی مشابه آنچه برای برنامه

شده، استفاده نموده و روشی جدید را ارائه نمودیم. در 
ریزی خطی ی برنامهگری در زمینهواقع تاکنون پژوهش

ای با قیود تساوی کار نکرده است. به دو ترازه تماما بازه
ارای هدف وقتی مدل دطور کلی تعیین بدترین مقدار تابع 

ای باشد، به عنوان یک مسئله حداقل یک قید تساوی بازه

Hard NP در نهایت، مثال عددی شود. شناخته می
سازی روش مورد نظر ارائه برای نشان دادن قابلیت پیاده

 گردید.
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