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  چکيده

ک دوگانه از موضوعات جالب و مهم هستند، يژه عملگر هارمونيژه از عملگر لاپلاس، مسائل مقدار و يان مسائل مقدار و يم
ک است و يزين مسائل فياز مهمتر يکيدارند. مساله کمانش  يز هندسيک و آناليزيشه در مباحث فين مسائل ريچون ا

ن مقاله، ابتدا معادله تکامل يژه آن انجام گرفته است. در اين مقدار و يتوسط محققان در مورد جواب و تخم ياديمطالعات ز
فشرده و بدون مرز) را در امتداد شار   يمانيفلد ريبسته (من يمانير  يهافلديمن  ير صفر از مساله کمانش رو يژه غين مقدار و ياول
از  ير صفر و بعضيژه غين مقدار و يم که اوليکنينرمال بدست آورده و با استفاده از آنها ثابت م يچ يرنرمال و شار ريغ يچ ير

  ي فلدهايمن يکنوا هستند. سپس رو ي يچ يشار ر، در امتداد يط هندسياز شرا يژه، تحت بعضين مقدار و يوابسته به ا يهات يکم
ژه در حالت دو يم. بويکنيم يژه را بررسين مقدار و يا ي، رفتار تکاملي، سه بعديهمگن، دو بعد يفلدهايل منياز قب يخاص
م که  يکني دا ميژه پين مقدار و يوابسته به اول ييهات ينرمال، کم يچ ياسکالر در امتداد شار ر يبا توجه به مقدار انحنا يبعد

م يکنين ارائه مينشت ي ا يفلدهايتون و منيسول يهال حالتياز قب ييهات هم مثاليکنوا هستند. در نهاينرمال  يچيتحت شار ر
  م.يآوريها بدست من مثاليا يرو  يچيژه مساله کمانش را تحت شار رين مقدار و يو تکامل اول
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  مقدمه -۱
مساله کمانش را ژه ين مقدار و ياول ييکنوا ين مقاله يدر ا

م. در يکنيم ير نرمال بررسينرمال و غ يچ يتحت شار ر
از  يهندس يگر شارهايو د [1] يچ ير شار ريچند سال اخ 

شار ، [3,4]ن يانگيم يشار انحنا، [2]امابه يل شار يقب
از ، [6]ک يهارمون-يچيشار ر، [5]گنون يبورگو
ک يزيو ف ياضيدر علوم ر يقاتين موضوعات تحقيمهمتر

ک ساختار ي ک تکامل از ي يک شار هندسيباشند. يم
ک  يل وابسته به يفرانسيک معادله ديتحت  يهندس

از  يفلد است که معمولاً همرا با بعضيمن يتابعک رو 
ستم يک سي يهندس يدر واقع شارها باشد.يانحناها م

 يمانير يالبعد همه مترهاينامتناه يدر فضا يکي ناميد
ف يگر طيشند. از طرف دبايفلد مفروض ميک مني يرو 

ن يلاپلاسp–ن و يل لاپلاس ياز قب يهندس يعملگرها
مفهوم  يدارا Mفشرده  يمانير يفلدهايمن يرو 

از  ييهايژگيدانان و ياضياز ر يباشد که بعضيم يهندس
ف آنها را يکرده و ط ين را بررسيلاپلاس p–ن و يلاپلاس

 اندن زدهيتخم M يهندس يهات يگر کميبرحسب د
 ين مساله کمانش دارايهمچن [7,8,9,10,11].

از علوم وابسته به آن از  يک و بعضي زيدر ف  ييکاربردها
 يز رو ين مساله نيف ايباشد. طيعمران م يل مهندسيقب
و  يبررس [12,13] يهادر مقاله يمانير يفلدهايمن

مقدار  ييکنوا ير يدر چند سال اخن زده شده است. يتخم
ن يوابسته به لاپلاس  يهندس ياز عملگرها يژه بعضيو 

ت واقع شده است که يمورد اهم يهندس يتحت شارها
  نشان داد تابعک  [14]ن بار پرلمن در ياول يبرا

( | | ) f

M
F R f e d   2  

  
همراه با معادله عقب گردان نوع  يچ يتحت شار ر

اسکالر  يانحنا Rاست که در آن  ي، صعودييگرما
)نسبت به متر  )g t  وd وابسته به متر  يفرم حجم

( )g t بودن تابعک  ياست. صعودF  دهد يجه مينت
R يژه عملگر هندسين مقدار و يکه اول  4  در

 يول [15]باشد. سپس کاو در  يصعود يچ يامتداد شار ر
Rعملگر   [16]در  4 يرا به عملگر هندس 

cR  ن مقدار يثابت کردند که اولع دادند و يتوس

c ين عملگر به ازايژه ايو   1
 يچ يتحت شار ر 4

تکامل  [17,18,19]گر در ياست. از طرف د يصعود
ب در امتداد شار ين به ترتيلاپلاسp-ژه ين مقدار و ياول
ن يانگيم يو شار انحنا يچ يک، شار ريهارمون-يچ ير

  شده است. يبررس
 يبعدnبسته  يمانيفلد ريک من ي Mد يفرض کن 
و تابع  M يرو  g يمانيهر متر ر يباشد. برا

:u M  عملگر لاپلاس  ي، در مختصات موضع�
  يرو M شوديف مير تعريبه صورت ز:   

( )ij k
i j ij ku div u g u u         

  
g ،kتا وابسته به ي ويچ-يالتصاق لو که

ij ب  يضرا

g ،iستوفل وابسته به متر يکر ix


 


)و   )ijg 

)معکوس  )ijg g د يباشد. فرض کنيمM ک ي
 يدان برداريم و  يبعدnکامل  يمانيفلد ريمن

باشد. مساله  M يعني Mبر مرز  يکه خارجينرمال 
  :شوديف مير تعريبه صورت ز M يکمانش رو 

ቊ
ݑଶ߂ = ,ݑ߂ߣ− inܯ
ݑ = డ௨

డజ
= 0 on∂۱(                 .ܯ(  

 
ک يژه عملگر هارمونيک مساله مقدار و يمساله کمانش 
  باشد. يو گسسته م يقيف آن حقيدوگانه است و ط
شتر در علم مقاومت مصالح رشته عمران يمساله کمانش ب

شود که معمولاً يگفته م يمطرح است و کمانش به رفتار
وارد شده  يرو يکه ن يزند وقتياز عضو تحت فشار سر م

ابد ممکن است به ييش ميک ستون، افزايبر سازه مانند 
ستون گردد که  يداريبزرگ باشد که سبب ناپا يقدر
ژه ير و يند سازه تحت کمانش قرار گرفته است. مقاديگو

 يبحران يف بار کمانشيتوص يمساله کمانش معمولاً برا
کنواخت حول  يفشار  يرو يک ني يسفت برا يهاسازه

ر  يل مقاديه و تحليدر واقع تجز .شودي تفاده ممرز آن اس
از اشکال  يديمف يهانيتواند تخميژه مساله کمانش ميو 

  ). [21 ,20](ارائه دهد  يحالت فروپاش
  ش از دست دادن ير نمايل مرتبه چهارم زيفرانسيمعادله د
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ها ن به عنوان کمانش ستونيها، همچنثبات در ستون
  باشد:يم

( ( ) ( ) )d d y d yE x I x P
dx dx dx

 
2 2 2

2 2 2 0  

  
 I(x)، يمختصات محورx بار فشار اعمال شده، P که 

حالت y(x) ته و ي سيمدل الاست  E(x) ،ينرسيگشتاور ا
ک جواب  يده است. يش پا افتاده از ستون خمير پيتعادل غ

 P=0 با بار کمانش متناظر  y(x)=0معادله فوق    يهيبد
 يهير بديندارد. جواب غ يچ کاربرد عملين هياست و ا
( )y x  ژه مساله فوق بدست ير و يتوسط مقاد 0

هستند که ستون را   Pيژه بارهاير و يند. مقاديآيم
متناظر شکل حالت مربوط به بار y(x) دار مسازند و يناپا

ر يتواند ستون را در تعادل غيکه م P ن بارياست. کمتر
  ش پا افتاده آن حفظ کند، بار کمانش نامند. يپ

د  يفرض کن  يه کراندار در صفحه افقيک ناحي �2
ک ورقه نازک باشد. ورقه ي يانياشغال شده توسط سطح م

که در امتداد مرز مهار شده است را در نظر  ينازک
کنواخت قرار  يک بار فشار ين ورقه تحت يم. اگر ايريگيم
کند آنگاه تا يدر مرز عمل م يرفته باشد که به طور جانبگ

خواهد فقط در صفحه خودش متراکم يورقه م يحدود
خواهد به يمطمئن، ورقه م يک بار بحراني يشود. ورا

ه انشعاب، اگر شدت يرون صفحه خم شود. در زبان نظريب
  ي شده باشد آنگاه برا يپارامتر رو توسط پارامتر ين

 ييم مثلاً جابه جايرا دار يهيجواب بد ر يهمه مقاد
رد آنگاه يگيم يک مقدار بحراني  يصفر. وقت يعمود
ک نقطه يشوند و در يظاهر م يهير بديغ يهاجواب 
معادلات کارمان ت توسط ين موقعيم. ايهست يانشعاب

است و  يرخطيک مساله غيشده است که  يمدلساز
ژه مساله ير و يهنگام وقوع انشعاب، مقاد ير بحرانيمقاد
  ژه به صورتير و ين مساله مقاديشده هستند. ا يخط

u u in
uu on





    

 

   

2

0
 

  
ده يژه مساله فوق بار کمانش نامين مقدار و ياست. اول

ا يها، پوللرزش ورق يق برايليراشود. با الهام از حدس يم

بار کمانش  يدارا يارهيو سزگو حدس زدند که ورقه دا
ن يکسان است. ايها با مساحت ان هم ورقهيمال در م ينيم

  افته است.يحدس به ابعاد بالاتر گسترش 
 يمانيبا متر ر nMبسته  يمانيفلد ريک مني يحال برا

g0 ۱ر نرمال) عبارت است از خانواده ي(غ يچير يشار - 
) يمانير  ياز مترها يپارامتر )g t  يرو M  يکه رو 

]بازه  , )T0 ف شده و در معادلهيتعر  
డೕ
డ௧

= −2ܴ                                    )۲ (  
  

) يبا شرط آغاز )g g  ijRصدق کند که در آن  00
 باشد. يم gمتر  يچ ير تانسور

کند يه را در امتداد شار حفظ نميفلد اولين شار حجم منيا
ک جمله مناسب به سمت راست يبا اضافه کردن  يول

فلد يشود که حجم منيحاصل م يديشار جد )۲(معادله 
ند که ينرمال گو يچيکند و به آن شار ريه را حفظ مياول

  عبارت است از 
డೕ
డ௧

= −2ܴ + ଶ

ݎ ݃                        )۳ (  

  

Mدر آن 

M

Rd
r

d




 


 ،R اسکالر و  يانحناd   فرم

)وابسته به متر  يحجم )g t ييکتايباشد. وجود و يم 
توسط  يچ يهر دو شار ر يجواب در زمان کوتاه برا

  شده است.ثابت [23] ترک در  يو د [22]لتون در يهم
نه انجام شده و به آن ي ن زميکه در ا ييبا توجه به کارها 

ر صفر از يژه غين مقدار و ين مقاله اوليم در ا ياشاره کرد 
ر ينرمال و غ يچ يمساله کمانش که متر آن تحت شار ر 

 م. يدهيکند را مورد مطالعه قرار مير ميينرمال تغ
ژه يکند را مقدار و يصدق م) ۱(که در رابطه  عدد 

 uرا در ) ۱(ن رابطه يند. اگر طرفيمساله کمانش گو
م يم، خواه ير يم و سپس از آن انتگرال بگيضرب کن

  داشت:
( ) | | .

M M
u d u d     2 2  

  
ر صفر از مساله کمانش به صورت يژه غين مقدار و ياول

  شود:يف ميتعر
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u ژه يژه نرمال متناظر با مقدار و يرا تابع و م ينام

)هرگاه  )
M

u d   |و  2 |
M

u d  2 . از 1

Cکلاس  ژه متناظر با آن يو تابع و   ير يپذمشتق1
ست. هر چند که با توجه يمشخص ن يچ يدر امتداد شار ر

کوچک در  يبه قدر کاف  يها به ازاع يه توزيبه نظر
)زمان  , )  ژه ي، مقدار و  ژه متناظر با يو تابع و

Cآن از کلاس  بازه يرو  ير هستند وليپذمشتق 1
[ , )T0 ن در ادامه روند يست. بخاطر هميمشخص ن

نسبت  يتابع هموار [24]مقاله، با استفاده از روش مقاله 
ک  يم که در يکنيارائه م يچ يبه زمان در امتداد شار ر

ن يا يز باشد. برايژه مساله کمانش ني، مقدار و t0زمان 
]د يمنظور فرض کن , )t T0 )و  0 )u u t0 تابع  0

)ژه يژه نرمال متناظر با مقدار و يو  )t مساله  يبرا 0
  کمانش باشد. تابع 

det( ( )
( )

det( ( )
)
)

ij

ij

g t
v t u

g t
 

  
  

1
2

0
0  

  
ر نرمال ينرمال و غ يچ يک تابع هموار در امتداد شار ري

 نسبت به زمان است. تابع 
( )( )

| |
M

v tu t
v d


 2

 

  
است، ) ۳(و ) ۲( يک تابع هموار در امتداد شارهاي

| |
M

u d  2 )، t0و در زمان  1 )u t0  ژه يتابع و

)متناظر با  )t از مساله کمانش است. حال تابع مقدار  0
  ژه همواريو 

,(ݐ)ݑ)ߣ :(ݐ = ∫ (ெ )۴(                   ߤଶ݀(ݑ߂  
  

م يدار t0م که در لحظه يريگيرا در نظر م
( ( ), ) ( )u t t t 0 0 )و  0 )u t  تابع هموار نسبت

|به زمان و در شرط  |
M

u d  2   کند.يصدق م 1
  مقاله عبارتند از: يج اصلينتا
  

)د يفرض کن .Aهيقض , ( ))nM g t ،[ , )t T 0 ،
بسته و  يمانيفلد ريمن يرو ) ۲( يچ يک جواب از شار ري

)ر يپذجهت , )M g0 مثبت باشد که در  يچ ير يبا انحنا
م يداشته باش ک ي يبه ازا يچ يامتداد شار ر

ij ijR Rg  ). اگر 0 )t ر يژه غين مقدار و ياول
limصفر از مساله کمانش باشد آنگاه  ( )

t T
t


 .  

  
)د يفرض کن: B هيقض , ( ))nM g t ،[ , )t T 0 ،

بسته و  يمانيفلد ريمن يرو  )۲( يچ يک جواب از شار ري
)ر يپذجهت , )M g0 مثبت باشد که  يچ ير يبا انحنا

 يبه ازا يچ يدر امتداد شار ر   
1 1
4 2

داشته  

ijم يباش ij ijRg R Rg   اگر .( )t ن ياول
ت ير صفر از مساله کمانش باشد آنگاه کميژه غيمقدار و 

( )( ) tt e     4 است  يصعود) ۲( يچيتحت شار ر 2
minکه  ( )R g  0.  

  
)ديفرض کن :Cه يقض , ( ))M g t ،[ , )t T ک ي 0

همگن،  يفلد سه بعديمن يرو ) ۲( يچ يجواب از شار ر
) ينامنف ير با انحنايپذبسته و جهت , )M g0  .باشد

 يد به ازايفرض کن   داشته  يچ يدر امتداد شار ر 0
ijم يباش ijR Rgصورت اگر ني. در ا( )t ن ياول

ت ير صفر از مساله کمانش باشد آنگاه کميژه غيمقدار و 
( )

( )
t
R d

t e
  

 02
 است. يصعود) ۲( يچيتحت شار ر 

  
بسته و  يمانيه ريک رو ي Mد يفرض کن :Dه يقض

صورت نيباشد. در ا ياسکالر نامنف ير با انحنايپذجهت
ر صفر از مساله کمانش در امتداد شار يژه غين مقدار و ياول
  است. يصعود) ۲(ر نرمال يغ يچ ير
 

)د يفرض کن  : Eهيقض , ( ))M g t2 ،[ , )t T ک ي 0
بسته و  يمانيه ريرو  يرو ) ۳(نرمال  يچ يجواب از شار ر

)ر  يپذجهت , )M g0 صورتنيباشد. در ا 

rالف) اگر   ln يهات يآنگاه کم  0 ( ) rtct e
r

   و

ln ( ) rtct e
r

  ب ينرمال به ترت يچيدر امتداد شار ر  
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 هستند.  يو نزول يصعود
r ب) اگر  ) يهات يآنگاه کم 0 )( )t ct 1  و

( ) ctt e  ب ينرمال به ترت يچ يدر امتداد شار ر
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)ژه متناظر با يتابع و  uکه در آن  )t يچ يتحت شار ر 
 است. 

م يدار يدو بعد يفلدهايمن يالف) رو  اثبات:
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  دهديجه مينت) ۵(. پس رابطه 
ௗ
ௗ௧
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∫(ݐ)ߣ+ ெ|ݑߘ|ܴ
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∫(ݐ)ߣ2 ܴߘߘݑߤ݀ݑெ   
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∫(ݐ)ߣ+ ܴெ ߤଶ݀|ݑߘ| −
∫(ݐ)ߣ ܴெ   ߤଶ݀|ݑߘ|
= ∫ ܴெ   .ߤଶ݀(ݑ߂)

 
  شود.ين قسمت ب اثبات ميمشابه هم

  
 يچ يدر امتداد شار ر ۱با توجه به لم  :Dه يقض اثبات
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.R R R
t
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y يل معموليفرانسيجواب معادلات د y
t





به  2

)صورت  ) , [ , )y t t T
y t

 
0

1 است که  0

inf ( )
M

y R0 }minو  0 , }T y T  . با توجه به 0
 ياسکالر رو  يبودن انحنا يمم اسکالر، نامنفياصل ماکز
[ , )T 0 شود. پس رابطه يحفظ م يچيتحت شار ر

کينزد يبه قدر کاف يهاt يدهد به ازايجه مينت )۲۱(

t0 ميداشته باش ( , )d u t
dt
  به  يگي . پس در همسا0

)، t0کوچک حول  يقدر کاف )t است. چون  يصعود
t0  دلخواه است پس( )t ۲( يچ يدر امتداد شار ر (

  است.  يصعود
  

M ،nدلخواه  يبعد-nفلد يمن ياگر براتبصره:   3 
م يداشته باش  يچ يم که تحت شار ر يفرض کن 

ij ijR Rg
1
2

 يني نشتيفلد ا يشود که منيجه ميآنگاه نت 

ن يچن  يژه رو يرات مقدار و يياست و در ادامه تغ
  بحث شده است. ييفلدها يمن
  

r الف) اگر : Eهياثبات قض  آنگاه با توجه به   0
ک ثابت ي ينرمال به ازا يچ يدر امتداد شار ر [1]مرجع 

c ميدار  
.rt rtr ce R r ce     

  
 يبه قدر کاف يهاt يدهد که برايجه مينت) ۲۲(رابطه 

  م يداشته باش t0ک به ينزد

( , ) ,
( , )

rt rtdce u t ce
u t dt
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 يباشد آنگاه رو  t0ک ينزد يبه قدر کاف t1ن اگر يبنابرا

[ , ]t t1   ميدار 0
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e
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   0 1
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lnت يپس کم ( ) rtct e
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  يچ يدر امتداد شار ر 

به قدر  t2 يب براين ترتياست. به هم ينرمال صعود
] يرو  t0ک به ينزد يکاف , ]t t0   :ميدار 2
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,
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ln يعني ( ) ln ( ) rtrtc ct e t e
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   02
2 . پس 0

lnت يکم ( ) rtct e
r

  نرمال  يچ يدر امتداد شار ر

نکه اگريب و ج با توجه به ا يهااست. قسمت  يصعود
r  م ينرمال دار يچ يآنگاه در امتداد شار ر 0

c R c
ct

  
1

rو اگر    آنگاه در امتداد شار  0

rtم ينرمال دار يچ ير rtce R r ce    مشابه ،
  شوند.يقسمت الف ثابت م
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  هامثال -۶
م. در مثال اول فرض  يکنين بخش سه مثال ارائه ميدر ا

 يچ يتون ريبه صورت سول يچ يشار ر يهام جواب يکنيم
ن يژه مساله کمانش را در ايباشند و سپس تکامل مقدار و 

م و در مثال دوم وسوم فرض  يکنيم يحالت بررس
تخت و  يچ يب بصورت ريه به ترت يفلد اوليم منيکنيم
ژه مساله کمانش را ين باشد. سپس تکامل مقدار و ينشتيا

  م.يکنيم يبررس يچ يتحت شار ر ييفلدهاين منيچن يرو 
  

) يهاجواب: ۸مثال  , ( ))nM g t يچ ياز شار ر ،
ک تابع هموار يشوند هرگاه يده مينام يچ يتون ريسول
( )c t  ي هاسم يفئومورفياز د يپارامتر -۱و خانواده  

{ }t  ازnM  چنان موجود باشند که
*( ) ( ) ( )tg t c t g 0 ،( )c 0 Midو  1 0 با .

توان به يرا م يچ يتون ريهر سول، [1]توجه به مرجع 
بصورت  a يقيک ثابت حقي يازا

*( ) ( ) ( )tg t at g  01 ک ي يبرا ينوشت. از طرف 2
: سم يفئومورف يد n nM M   نگاشت

*: ( , ) ( , )n nM g M g   است.  يزومتريک اي
* يهاين تساو يبنابرا

* *
gg

      و

*
* *

gg
   2 2  ف يدهند که طيجه مينت

)* يمساله کمانش رو  , )nM g مساله ف يبرابر ط
) يکمانش رو  , )nM g  است. پس اگر( )g t تون يسول

) يرو  يچ ير , )nM g0  باشد آنگاه( )( )
( )

t
c t


  2
0.  

  
)د يفرض کن: ۹مثال  , )M g0 يمانيفلد ريک مني 

تخت  يچ ير g0 يفشرده دلخواه باشد. اگر متر آغاز
) يعنيباشد  , )ijR x 0 )آنگاه  0 , ) ( , )ij ijg t x g x 0 

ر يخواهد شد لذا مقاد يچ يمعادله شار ر  يک جواب براي
  نخواهد داشت. يراتييچ تغيژه هم هيو 
 

)فلد يمن :۱۰مثال  , )nM g0  يني نشتيفلد ايک منيرا 
م يداشته باش aک ثابت ي يم هرگاه به ازاينام

( )Ric g ag0 0. 

 يني نشتيفلد ايمن يرو ) ۲( يچ يشار ر يهاجواب 
( , )nM g0  با( )Ric g ag0 به صورت  0

( ) ( )g t at g  01 دهد ياست که نشان م 2
( , ( ))nM g t است. پس  ينينشتيفلد ايک منيز ين

شوند. يحفظ م يچ يتحت شار ر ينينشت ي ا يفلدهايمن
  م يدار يني نشتيفلد اين منيا يرو 

( ( )) ( ) ( )aRic g t Ric g ag g t
at

  
0 0 1 2

 

  و 
ܴ(௧) = 

ଵିଶ௧
.  

 
  دهديجه مينت) ۵(رابطه 

ௗ
ௗ௧
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= ଶ
ଵିଶ௧బ

  .(ݐ)ߣ
  

  تابع يهموار t0ک ينزد يبه قدر کاف يهاt يپس برا
( ( ), )u t t  نسبت بهt دهديجه مينت  

1
,ݑ)ߣ (ݐ

,ݑ)ߣ݀ (ݐ
ݐ݀

=
2ܽ

1 − ݐ2ܽ
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که  t0ک به ينزد يبه اندازه کاف t1د يفرض کن
t t1 ن رابطه فوق نسبت به  يباشد. با انتگرال از طرف 0

t  در فاصله[ , ]t t1   م يدار 0
݈݊ ఒ(௧బ)

ఒ(௧భ)
≥ ݈݊ ఒ(௨(௧బ),௧బ)

ఒ(௨(௧భ),௧భ)
= ݈݊( ଵିଶ௧భ

ଵିଶ௧బ
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  يعني

1)(ݐ)ߣ − (ݐ2ܽ ≥ −1)(ଵݐ)ߣ  .(ଵݐ2ܽ
  

)ت ياست پس کم t0چون دلخواه  )( )t at 1 در  2
  است. يصعود) ۲( يچ يامتداد شار ر

    



 

  91                                                                                 منيفلدهاي ريماني تحت شار ريچي تکامل اولين مقدار ويژه مساله کمانش روي 
 

   

  فهرست منابع 
  

[1] B. Chow, D. Knopf, The Ricci flow: 
An introduction, Mathematical surveys 
and monographs, Vol. 110, AMS, New 
York, (2004) 
 
[2] R. Ye, Global existence and 
convergence of Yamabe flow, J. 
Differential Geom., 39:35–50(1994) 
 
[3] Y.G. Chen, Y. Giga, S. Goto, 
Uniqueness and existence of viscosity 
solutions of generalized mean curvature 
flow equations. J. Differential Geom. 
33:749–786(1991) 
 
[4] G. Huisken, A. Polden, Geometric 
evolution equations for hypersurfaces, In: 
Calculus of variations and geometric 
evolution problems. Springer, Berlin, 45–
84 (1999) 
 
[5] G. Catino, L. Cremaschi, Z. D jadli, 
C. Mantegazza and L. Mazzieri, The 
Ricci-Bourguignon flow, Pacific J. Math. 
287(2), 337-370 (2017)  
 
[6] R. Müller, The Ricci flow coupled 
with harmonic map heat flow, Ann. Sci. 
Ec. Norm, Sup 45: 101- 142(2012) 
 
[7] S.Y. Cheng, Eigenfunctions and 
eigenvalues of Laplacian. In: Chern SS, 
Osserman R (eds) Proceedings of the 
symposium of pure mathematics, vol 27 
no. part 2, differential geometry. 
American Mathematical Society, 
Providence, 185–193(1975) 
 
[8] Q-M. Cheng, H.C. Yang, Estimates on 
eigenvalues of Laplacian, Math. Ann. 
331: 445–460(2005) 
 
[9] E.M. Harrell, P.L. Michel, 
Commutator bounds for eigenvalues with 
applications to spectral geometry, 
Commun. Partial Differ. Equ. 19: 2037–
2055(1994) 

 [10] P.F. Leung, On the consecutive 
eigenvalues of the Laplacian of a compact 
minimal submanifold in a sphere, J.  Aust. 
Math.Soc. 50: 409–426(1991) 
 
[11] J. Mao, Eigenvalue inequalities for 
the p-Laplacian on a Riemannian 
manifold and estimates for the heat 
kernel, Journal de Mathématiques Pures 
et Appliquées, 101(3), 372-393(2014) 
 
[12] Q. Wang, C. Cia, Universal 
inequalities for eigenvalues of the 
buckling problem on spherical domains, 
Community. Math. Physical. 270: 759-
775 (2007) 
 
[13] Q.-M. Cheng, H. Yang, Universal 
bounds for eigenvalues of a buckling 
problem I I, Amer. Math. Soc. 364 (11), 
6139-6158 (2012) 
 
 [14] Q. S. Zhang, Sobolev inequalities, 
heat kernels under Ricci flow, and the 
Poincare conjecture, Taylor and Francis 
group, (2011) 
 
[15] X-D. Cao, First eigenvalues of 
geometric operators under the Ricci flow, 
Proc. Amer. Math. Soc. 136: 4075–
4078(2008) 
 
[16] J. F. Li, Eigenvalues and energy 
functionals with monotonicity formula 
under Ricci flow, Math. Ann.  338: 927-
946(2007) 
 
[17] A. Abolarinwa, Evolution and 
monotonicity of the first eigenvalue of p-
Laplacian under the Ricci-harmonic flow, 
J. Appl. Anal. 21: 147-160(2015) 
 
[18] J. Y. Wu, First eigenvalue 
monotonicity for the p-Laplace operator 
under the Ricci flow, Acta. mathematica 
sinica, English series, 27(8), 591-
1598(2011) 
 



  ۹۲                                                            ۱۳۹۹هاي نوين در رياضي/ سال ششم، شماره بيست و ششم، مهر و آبان پژوهش /  شاهرود اعظمي 
 
 

 

[19] L. Zhao The first eigenvalue of the 
p-Laplacian operator under powers of the 
m-th mean curvature flow, Results Math, 
63: 937–948(2012) 
 
[20] I. Elishakoff, Inverse buckling 
problem for inhomogeneous columns, 
International Journal of Solids and 
Structures 38: 457-464(2001) 
 
[21] C.C. Ike, C.U. Nwoji, E.U. Ikwueze, 
I.O. Ofondu, Solution of the Generalised 
Elastic Column Buckling Problem by the 
Galerkin Variational Method, 
International Journal for Research in 
Applied Science & Engineering 
Technology, 5(1), 468-475(2017) 
 
[22] R. S. Hamilton, Three-manifolds 
with positive Ricci curvature, J. 
Differential Geom., 17: 255-306(1982) 
 
[23] D. M. De Turk, Deforming metrics 
in the direction of their Ricci tensor, J. 
Differential Geom., 18: 157-162(1983) 
 

[24] X.-D, Cao, Eigenvalues of ( )R
 

2
 

on manifolds with nonnegative curvature 
operator, Math. Ann. 337(2),435-
441(2007) 

  


