
 چكيده
ٌیطی زض قطایٍ تؼبضو ثطای اتربش تهٕیٓ ٔٙبؾت ٞبی ٔٙبؾت تهٕیٓزض ٔحیٍ پط اظ چبِف وؿت ٚ وبض أطٚظی، اؾتفبزٜ اظ ضٚـ

ثٝ  تیثٍٙبٜ ضل ٓیٞب ػلاٜٚ ثط تهٕثٍٙبٜ ٕبتیتهٕ یٚالؼ یبیزض ز٘ قٛز.ٞبی ضلجب ثیف اظ پیف احؿبؼ ٔیثب زض٘ظط ٌطفتٗ تهٕیٓ
شائمٝ  طییاقجبع قسٖ ثبظاض، تغ ُیاظ لج یػٛأّ یوٝ ٕٔىٗ اؾت زض زٚضٜ تحت ثطضؾ ٙهٛضتیٚاثؿتٝ اؾت ثٝ ا عی٘ یطیٌٓیزٚضٜ تهٕ

 ٙٝیٔمبِٝ، اثتسا ٔؿبئُ وٙتطَ ثٟ ٗیا زضزز. ٞب ٔؤثط ٚالغ ٌطثٍٙبٜ یا٘تربث یثٛزٖ ٔحهَٛ زض اؾتطاتػ یفهّ یحت بیٚ  بٖیٔكتط
تٛؾؼٝ  یٞبهیٔسَ وٙتطَ، ثٝ ٕٞطاٜ تىٙ یٔطثَٛٝ ثطا یثٙس. فطَٔٛیسٜ اؾتٔطثٌٛ ثٝ آٟ٘ب اضائٝ ٌطز یثٙسٚ فطَٔٛ یٌؿؿتٝ ٔؼطف
تٛؾؼٝ زازٜ  یاٝثٝ ٌٛ٘ آٚضز. ٔسَ اضائٝ قسٜیضا فطاٞٓ ٔ ٓیاظ ٔؿبئُ تهٕ یأىبٖ حُ ولاؼ ثعضٌ ب،یپٛ یعیضثط٘بٔٝ یزازٜ قسٜ ثطا

ٔؤثط اؾت ضا حُ  ىٙبٖیثبظ بٔسیپبضأتط ٔؿتمُ زض پ هیوٝ زض آٟ٘ب ظٔبٖ ثٝ ػٙٛاٖ ای ٜزٚ٘فط یٞبیاظ ثبظ یاؾت تب حبِت ذبنقسٜ
وٝ ٔحهٛلات  یسیٌطزز وٝ زض آٖ زٚ ثٍٙبٜ تِٛیٔ یثطضؾ یاظ ٔسَ ا٘حهبض زٚلُج یت ذبنٔسَ ٔطثَٛٝ حبلا حیتكط ی. ثطاسیٕ٘ب

ثٝ ثبظاض  ی،زٚضٜ ا n سیتِٛ تیثب تٛخٝ ثٝ ظطف، وبلا ضا زض ٞط زٚضٜ عاٖیٔٛيٛع ٞؿتٙس وٝ چٝ ٔ ٗیا یپ زض وٙٙسیٔ سیتِٛ یٟٔكبث
تىٙیىی تطویجی اضائٝ قسٜ اؾت وٝ اظ ٔفبٞیٓ ٔٛخٛز زض ٔٙظٛض ٗیٌطزز. ثس ٕٓیزٚضٜ ٔبوع nتب ؾٛزقبٖ زض ٔدٕٛع  ٙسیػطيٝ ٕ٘ب

ٞبی ثسؾت آٔسٜ اظ ٔسَ تّفیمی، وبضایی تىٙیه ثطز. خٛاةاؾتىّجطي زض ٔسَ وٙتطَ ثٟیٙٝ ثٟطٜ ٔی ٞب یؼٙی تؼبزَ ٘ف ٚ٘ظطیٝ ثبظی
قٙبؾی ثطای حُ آٟ٘ب ثىبض ٌطفتٝ قسٜ وٙس. ثطای تأییس اثطثركی تىٙیه تطویجی، زٚ ٔثبَ ػسزی اضائٝ ٚ ضٚـپیكٟٙبزی ضا اثجبت ٔی

ٞبی ٔرتّف ٞب زض ٔحیٍٞب ثطای ثٍٙبٜیس خٟت ا٘تربة ثٟتطیٗ اؾتطاتػیٞبی ػسزی ٚ تحّیُ ٘تبیح، ثیٙف ٔسیطیتی ٔفاؾت. ٔثبَ
 آٚضز.ثبظاض ٚ ػّٕیبتی ضا فطاٞٓ ٔی

 .ٞب، تؼبزَ ٘ف، تؼبزَ اؾتىّجطي، وٙتطَ ثٟیٙٝ ٌؿؿتٝ، ثط٘بٔٝ ضیعی پٛیب، ٔسَ ا٘حهبض زٚلُجی٘ظطیٝ ثبظی :كلمات كليدي

 
 

 هاي انحصار دوقطبیگيري بنگاهتوسعه یک مدل كنترل بهينه در تصميم

 با استفاده از تعادل نش و استكلبرگ 
 

 )٘ٛیؿٙسٜ ٔؿئَٛ( سيد جلال ضيایی
 ٌطٜٚ ٟٔٙسؾی نٙبیغ، زا٘كىسٜ ٟٔٙسؾی نٙبیغ، زا٘كٍبٜ نٙؼتی قطیف، تٟطاٖ، ایطاٖ

Email: ziayei@yahoo.com 

 رسول حجیٚیؿٙسٜ
 ىسٜ ٟٔٙسؾی نٙبیغ، زا٘كٍبٜ نٙؼتی قطیف، تٟطاٖ، ایطاٖاؾتبز زا٘ك

 وبضقٙبؼ اضقس ٟٔٙسؾی نٙبیغ، زا٘كىسٜ ٟٔٙسؾی نٙبیغ، زا٘كٍبٜ نٙؼتی قطیف، تٟطاٖ، ایطاٖ
Email: ziayei@yahoo.com 

 10/08/1404*  تبضید پصیطـ   10/11/1403تبضید زضیبفت:                      

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
  

ی
ٙؼت

ن
ی 

ٞب
 ٓ

ؿت
ؾی

زض 
ی 

طز
ٞج

 ضا
ت

یطی
ٔس

 ٝ
ٙبٔ

هّ
ف

 
ك(

ؾبث
ی 

ٙؼت
ن

ت 
یطی

ٔس
 (

 

سج
ؾٙٙ

س 
ٚاح

ی 
لأ

اؾ
از 

 آظ
ٍبٜ

٘ك
زا

 

 
ضٜ 

ٕب
 ق

/ٓ
ؿت

 ثی
بَ

ؾ
73 /  

ع 
بیی

پ
14

04
 



 

 

 

 برگهاي انحصار دوقطبی با استفاده از تعادل نش و استكلگيري بنگاهتوسعه یک مدل كنترل بهينه در تصميم 

 
45 

 1404، پبییع  73 ، قٕبض20ٜزٚضٜ  ٞبی نٙؼتی )زا٘كٍبٜ اظاز اؾلأی ٚاحس ؾٙٙسج(ؾیؿتٓفهّٙبٔٝ ٔسیطیت ضاٞجطزی زض 

 مقدمه -1
ٞبیی ٞؿتیٓ ٍٞٙبْ ٔٛاخٟٝ ثب ثؿیبضی اظ ٔؿبئُ التهبزی، اختٕبػی، ؾیبؾی ٚ ٘ظبٔی، اغّت ٘بٌعیط ثٝ تدعیٝ تحّیُ ٔٛلؼیتزض 

 ،وٙٙس ٚ ٘تیدٝ تهٕیٓ اتربشی آٟ٘ب ثؿتٍی ثٝ ذٍ ٔكی ا٘تربثی ضلجب زاضزوٝ زض آٟ٘ب زٚ یب چٙس ضلیت اٞساف ٔتؼبضيی ضا ز٘جبَ ٔی
1آٔیعبی تؼبضوٞٞبیی ضا ٔٛلؼیتچٙیٗ ٔٛلؼیت

تٛاٖ تٟٙب ثب اؾتفبزٜ اظ ٚوبض أطٚظی ٕ٘یٔی ٘بٔیٓ. زض ٔحیٍ پط اظ چبِف وؿت 
 ٞبی ٔٙبؾت ٞبی نحیحی اتربش ٕ٘ٛز؛ ثٙبثطایٗ اؾتفبزٜ اظ ضٚـٌیطی ؾٙتی ثطای ٔٛاخٟٝ ثب ضلجب تهٕیٓٞبی تهٕیٓضٚـ

قٛز. اظ ٞبی ضلجب ثیف اظ پیف احؿبؼ ٔیتٗ تهٕیٌٓیطی زض قطایٍ تؼبضو ثطای اتربش تهٕیٓ ٔٙبؾت ثب زض٘ظط ٌطفتهٕیٓ
ٞب ٞبی ٘ٛیٗ التهبزی، ثبظاضیبثی ٚ ٘ٛؾب٘بت ؾیبؾی، ثط پٛیب ثٛزٖ ایٗ تهٕیَٓطفی زیٍط، ػٛأّی چٖٛ پیكطفت فٙبٚضی، ٘ظطیٝ

ٞب زض ََٛ طات آٖٞب، تٛخٝ ثٝ تهٕیٓ ضلجب ٚ تغییتأثیط ٌصاقتٝ اؾت؛ ثٝ ایٗ ٔؼٙی وٝ لاظٔٝ اتربش تهٕیٓ ٔٙبؾت ثطای قطوت
ٚوبض ٔب٘ٙس ٔیعاٖ تِٛیس ٚ ػطيٝ، ثب زض٘ظط ؾبظی ٔتغیطٞبی تٛإ٘ٙسؾبظ یه وؿتظٔبٖ اؾت. زض ٚالغ ٔؿأِٝ ػجبضت اؾت اظ ثٟیٙٝ

 ٞب ثب ضلجبیكبٖ زضٌیط ٞؿتٙس.آٔیعی وٝ قطوتٞبی تؼبضوٌطفتٗ تؼبٔلات ٚ ٔٛلؼیت
ٞب ٔتفبٚت اؾت )ؾبذتبض ثبظاض ٔؼطف ٛع ضلبثت زض آٖيقٛز وٝ ٔٛٔی زض ػّٓ التهبز، ؾبذتبضٞبی ٔتفبٚتی ثطای ثبظاض تؼطیف

ؾبذتبض ثبظاض  .قٛزذهٛنیبت ؾبظٔب٘ی ثبظاض اؾت ٚ ٔؼٕٛلاً ثطحؿت ؾُح تٕطوع، تفبٚت وبلا ٚ قست ٔٛا٘غ ٚضٚز ثٝ آٖ تؼطیف ٔی
ثٝ ثبظاض ضلبثت وبُٔ )تؼسز ٞبی حبيط زض ثبظاض ثطای فطٚـ یه ٔحهَٛ ذبل ٚ یب اضائٝ ذسٔتی ٔكرم ثطاؾبؼ تؼساز قطت

 3)یه فطٚقٙسٜ ٚ تؼساز ظیبزی ذطیساض(، ثبظاض ا٘حهبض چٙسخب٘جٝ یب اُِیٍٛپّی 2فطٚقٙسٜ ٚ ذطیساض( ، ثبظاض ا٘حهبض وبُٔ یب ٔٙٛپّی
ض ا٘حهبض قٛز. اٌط زض ثبظاض ا٘حهبض چٙسخب٘جٝ تؼساز فطٚقٙسٌبٖ زٚ  ثبقس، ثبظا)تؼساز ٔحسٚزی فطٚقٙسٜ ٚ تؼسز ذطیساض( تمؿیٓ ٔی

ٞب ٔؼٕٛلاً ثب ٘ٛػی تطزیس ٚ زٚضاٞی . زض ؾبذتبض اِیٍٛپّی قطوت(Raoufinia et al., 2016) قٛز٘بٔیسٜ ٔی 4زٚخب٘جٝ یب زٚپّی
تٛا٘ٙس ضاٞجطزٞبی ؾٛززٞی نٙؼت ضا ثسٖٚ زض٘ظط ٌطفتٗ ضاٞجطزٞبی ضلجب ز٘جبَ وٙٙس ٚ ذُط ٚاوٙف ٞب ٔیضٚثطٚ ٞؿتٙس. قطوت

افعایف ضلبثت ٚ ٔجبضظٜ زض زضٖٚ نٙؼت ضا ثپصیط٘س ٚ یب ایٙىٝ ضاٞجطزٞبی ذٛز ضا ثطاؾبؼ تحطوبت ضلجب ثطای خٛیب٘ٝ ضلجب ٚ تلافی
ٞبی تِٛیسی ٚ لیٕتی ٞط ػطيٝ ٌیطی زض ٔٛضز ؾیبؾت. تهٕیٓ(Basiri et al., 2016)ضیعی وٙٙس وؿت ٔٛفمیت زض ثبظاض َطح

اِؼُٕ ضلجب زض لجبَ ٞط ؾیبؾت چٝ ذٛاٞس ثٛز ٔٛيٛػی اؾت ٗ أط وٝ ػىؽوٙٙسٜ زض ثبظاض ا٘حهبضی چٙسخب٘جٝ ثب زض٘ظط ٌطفتٗ ای
وٝ تِٛیسوٙٙسٌبٖ زض ایٗ ثبظاضٞب ثب آٖ ضٚثطٚ ٞؿتٙس؛ ظیطا ٞط تغییطی زض ٔیعاٖ لیٕت یب ٔمساض تِٛیس یه ثٍٙبٜ التهبزی، فطٚـ ٚ 

صا ٔؿأِٝ تحّیُ ثبظاضٞبی ا٘حهبضی (. Shahikitash & Mohammadzadeh, 2014ِزٞس )ؾٛز ضلجب ضا تحت تأثیط لطاض ٔی
اِؼُٕ ضلجب، يٕٗ آ٘ىٝ پیچیسٌی ذبنی ٘ؿجت ثٝ چٙسخب٘جٝ ٚ تسٚیٗ ضاٞجطزٞبی ٔٙبؾت ثطای فطٚقٙسٌبٖ ثب زض٘ظطٌطفتٗ ػىؽ

 .(Raoufinia et al., 2016)تحّیُ ؾبیط ؾبذتبضٞبی ثبظاض زاضز، زاضای إٞیت ٚیػٜ ای اؾت 
ؾبظی ٞب ثطای تحّیُ ٔٛلؼیت قطوت ٚ ضلجب ٚ ثٟیٙٝحُ ٔؿأِٝ یبزقسٜ ٚ وٕه ثٝ قطوت ضٚیىطز پیكٟٙبزی زض ایٗ پػٚٞف ثطای

ٞب ٞب اظ ٘ٛع پٛیب ٚاثؿتٝ ثٝ پبضأتط ظٔبٖ اؾت. ٘ظطیٝ ثبظیٔتغیطٞبی تهٕیٓ ثطای تٛإ٘ٙسؾبظی زض ثبظاض ضلبثتی، ضٚیىطز ٘ظطیٝ ثبظی
ٞب ٔٛفمیت فطز زض ا٘تربة وطزٖ، ٚاثؿتٝ ثٝ ا٘تربة ثبظی وٝ زض آٖزض تلاـ اؾت تٛؾٍ ضیبيیبت، ضفتبض ضا زض قطایٍ ضاٞجطزی یب 

پصیطز ٚ ضفتبض زٞٙس، تأثیط ٔیزیٍطاٖ اؾت ثسؾت آٚضز. ٚاثؿتٍی یؼٙی ایٙىٝ ٞط ثبظیىٗ اظ آ٘چٝ وٝ زیٍطاٖ زض ثبظی ا٘دبْ ٔی
افتس، اؾت ٚ ٞیچ فطزی ثط آ٘چٝ اتفبق ٔیٞبی ٕٞٝ افطاز ٌصاضز. ذطٚخی ثبظی ٚاثؿتٝ ثٝ تهٕیٓثبظیىٙبٖ ٘یع ثط زیٍطاٖ تأثیط ٔی
(. یه Milan, 1996وٙٙس )ٞبی ذٛز ِحبِ ٔیٞب ضا زض تهٕیٓزا٘ٙس ٚ آٖٞبی ٔتمبثُ ضا ٔیوٙتطَ ٘ساضز. افطاز ایٗ ٚاثؿتٍی

اؾت.  ٞب یب ضاٞجطزٞب ٚ ٘تیدٝ ٔكرهی ثطای ٞط تطویت اظ ضاٞجطزٞبای اظ حطوتای اظ ثبظیىٙبٖ، ٔدٕٛػٝثبظی قبُٔ ٔدٕٛػٝ
وٙس ثب پیطٚظی زض ٞط ثبظی تٟٙب تبثغ یبضی قب٘ؽ ٘یؿت. ثّىٝ انَٛ ٚ لٛا٘یٗ ٚیػٜ ذٛز ضا زاضز ٚ ٞط ثبظیىٗ َی ثبظی ؾؼی ٔی

وٙس تب ضفتبض ضیبيی حبوٓ ثط یه ٔٛلؼیت ضاٞجطزی )تًبز تلاـ ٔی ثىبضٌیطی آٖ انَٛ ذٛز ضا ثٝ ثطز ٘عزیه وٙس. ٘ظطیٝ ثبظی
-آیس وٝ ٔٛفمیت یه فطز ٚاثؿتٝ ثٝ ضاٞجطزٞبیی اؾت وٝ زیٍطاٖ ا٘تربة ٔیایٗ ٔٛلؼیت ظٔب٘ی پسیس ٔیٔٙبفغ( ضا ٔسِؿبظی وٙس. 

                                                 
1
 Conflict situation 

2
 Monopoly 

3
 Oligopoly 

4
 Duopoly 
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ٍٞٙبٔی وٝ ضٚیىطز ٘ظطیٝ . (Raoufinia et al., 2016)وٙٙس. ٞسف ٟ٘بیی ایٗ زا٘ف، یبفتٗ ضاٞجطز ثٟیٙٝ ثطای ثبظیىٙبٖ اؾت 
ثٝ وبض ٔی ضٚز، ثطضؾی ایٙىٝ وسأیه اظ ٔفبٞیٓ ٚ ضٚقٟبی  ثبظی ثٝ ػٙٛاٖ ضاٜ حّی ثطای ٔكىلات ٔطثٌٛ ثٝ تهٕیٓ ٌیطی

ٔحبؾجبتی ُٔٙجك ثب آٖ ثبیس ٔٛضز اؾتفبزٜ لطاض ٌیطز، حبئع إٞیت ثٛزٜ ٚ ثطای ثٝ اخطا زضآٚضزٖ ٘تبیح ثطضؾی يطٚضی اؾت. اٌط 
احتٕبلاً زض ؾیؿتٕٟبی  پبضأتطٞب ٚ ٔسِٟبی ضیبيی ثطای حُ ٔكىلات ٔطثٌٛ ثٝ تهٕیٓ ٌیطی ثسٖٚ تٛخٝ ثٝ ػسْ لُؼیتی وٝ

ٌیطی ٕٞٛاضٜ ثطای ٔكىلات ٚالؼی ٔٙبؾت ضلبثتی ضٚی ذٛاٞس زاز تؼییٗ قٛ٘س، ٘تبیح تحّیُ ٚ حُ ٔكىلات ٔطثٌٛ ثٝ تهٕیٓ
٘رٛاٞس ثٛز. ظٔبٖ یب زٚضٜ ا٘دبْ ثبظی ثٝ ػٙٛاٖ یه پبضأتط ٔؿتمُ زض ایدبز ایٗ ٘بإَیٙب٘ی ٚ ػسْ لُؼیت، تأثیطٌصاض ثٛزٜ ٚ ثبػث 

ٌطزز. ٔسَ اضائٝ قسٜ زض ایٗ ٔمبِٝ ثٝ ز٘جبَ زؾتیبثی ثٝ تهٕیٓ اثٟبْ زض ٘ظطات ٚ احىبْ ٚ ٟ٘بیتبً تهٕیٓ ٔٙبؾت ثبظیىٙبٖ ٔی ایدبز
 ٔٙبؾت زض قطایٍ شوط قسٜ اؾت. 

أتط ٌیطز وٝ پیبٔسٞبی ٔٛخٛز زض ٔبتطیؽ پطزاذت آٟ٘ب ٚاثؿتٝ ثٝ پبضای ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٔیٞبی زٚ ٘فطٜزض ایٗ پػٚٞف ثبظی
ظٔبٖ ثٛزٜ ٚ تبثؼی ٌؿؿتٝ اظ ظٔبٖ اؾت. ٞسف پػٚٞف حبيط، ثطآٚضز ٔبتطیؽ پطزاذت ثبظی ٘جٛزٜ ٚ ثبظی ثباَلاػبت وبُٔ فطو 

ٌطزز ُّٔغ ٞب حبنُ ٔیٞبی حطیف ٚ پیبٔسی وٝ اظ تطویجبت ٔرتّف اؾتطاتػیقسٜ اؾت. یؼٙی ٞط ثبظیىٗ اظ ٔدٕٛػٝ اؾتطاتػی
ثٙسی ٔطثٌٛ ثٝ آٟ٘ب آٚضزٜ قسٜ ؾپؽ یه اٍِٛضیتٓ ثطای حُ آٟ٘ب اضائٝ یٙٝ ٌؿؿتٝ ٔؼطفی ٚ فطَٔٛاؾت. ِصا اثتسا ٔؿبئُ وٙتطَ ثٟ

ثب پیبٔسٞبی ٚاثؿتٝ ثٝ ظٔبٖ، ٔسِؿبظی ٚ ثب اؾتفبزٜ اظ اٍِٛضیتٓ اضائٝ قسٜ  2ٚ زٚٔبتطیؿی1ٌطزیسٜ اؾت. ؾپؽ ثبظی ٞبی ٔبتطیؿی
 3ثب ٔدٕٛػٝ اؾتطاتػی ٞبی پیٛؾتٝ ٝ ضٚیىطز اضائٝ قسٜ ثٝ ثبظی ٞبیثطای حُ ٔؿبئُ وٙتطَ ثٟیٙٝ ٌؿؿتٝ حُ ٔی ٌطزز. زض ازأ

. ثطتطی خٛاثٟبی حبنّٝ اظ زٚضٜ ای ثب زض٘ظط ٌطفتٗ ٘طخ تٙعیُ ٔحبؾجٝ قسٜ اؾت nتؼٕیٓ ٚ اؾتطاتػی ٞبی ثٟیٙٝ ٔسَ وٛض٘ٛ 
ی، وبضایی تىٙیه ٔؼطفی قسٜ ضا تىٙیه تطویجی ٘ظطیٝ ثبظی ٚ وٙتطَ ثٟیٙٝ، ٘ؿجت ثٝ خٛاثٟبی حبنُ اظ تحّیُ نِطف ٘ظطیٝ ثبظ

 ٔكرم ٔی ؾبظز.
 شناسی پژوهشروش -2

ٞب یؼٙی تؼبزَ ُٔبِؼٝ حبيط اظ ٔٙظط ٘ٛع ٞسف تحمیك وبضثطزی تٛؾؼٝ یبفتٝ اؾت ٚ ثب اؾتفبزٜ اظ ٔفبٞیٓ ٔٛخٛز زض ٘ظطیٝ ثبظی
ؾبظی ٚ زض پی طَ ثٟیٙٝ ٌؿؿتٝ، ٔسَٞبی ٔٛخٛز زض ٘ظطیٝ وٙتٞبی ا٘حهبض زٚلُجی ضا ثب اؾتفبزٜ اظ ٔسَ٘ف ٚ اؾتىّجطي ٔسَ

آٚضز. ثٝ ػجبضتی زیٍط، تىٙیه تّفیمی ٘ظطیٝ ثبظی ٚ وٙتطَ ثٟیٙٝ اضائٝ قسٜ زض ایٗ پػٚٞف، آٖ ٘مبٌ تؼبزَ ثبظی ضا ثسؾت ٔی
زض ثبظاضٞبی ٕ٘بیس. زضٚالغ تؼییٗ ٔمساض ثٟیٙٝ ٔتغیطٞبی تهٕیٓ، یؼٙی ٔیعاٖ ػطيٝ وبلا ضاٞجطزٞبی ثٟیٙٝ ضا ثٝ ثبظیىٙبٖ اضائٝ ٔی

 ٗیزض اٞبی ضلجب ٚ پٛیبیی ٚاثؿتٝ ثٝ ػبُٔ ظٔبٖ، ٔٛيٛع ایٗ پػٚٞف اؾت. ِصا ا٘حهبض زٚخب٘جٝ یب زٚپّی ثب زض٘ظط ٌطفتٗ تهٕیٓ
 یٞبیُٔطٚحٝ ثٝ ثبظ ىطزی. ضٌٚطززٔیحُ آٟ٘ب اضائٝ  یثطا تٓیاٍِٛض هیُٔطح ٚ  ٙٝیاظ ٔؿبئُ وٙتطَ ثٟ یٔمبِٝ ولاؼ ثعضٌ

 یاظ ٔسِٟب یت ذبنحبلا یثط ضٚ ح،ی٘تب یػّٕ ی٘كبٖ زازٖ وبضثطزٞب یٚ ثطا ٓیتؼٕ ٛؾتٝیثبثت ٚ پطیبثت، غزٚ٘فطٜ ثب ٔدٕٛع ث
قٙبؾی ثطای ثطای تأییس اثطثركی تىٙیه تّفیمی پیكٟٙبزی، زٚ ٔثبَ ػسزی اضائٝ ٚ ضٚـ. ٌطززٔی یؾبظ بزٜیپ یا٘حهبض زٚلُج

 حُ آٟ٘ب ثىبضٌطفتٝ قسٜ اؾت. 
 اِف( پیكیٙٝ تحمیك

ثب اضائٝ ضاٜ حُ ٔیٙیٕبوؽ زض ٔمبِٝ ای ٘ظطیٝ ثبظیٟب ضا ٔٛضز ثحث لطاض زاز. پؽ  1713ع ٚاِسٌطاٚ اِٚیٗ وؿی ثٛز وٝ زض ؾبَ خیٕ
ٔٙتكط وطز وٝ زض  "تحمیمبتی زض ثبة انَٛ ضیبيی ٘ظطیٝ ثطٚت"ٔمبِٝ ای ضا تحت ػٙٛاٖ   1838زض ؾبَ  اظ اٚ آوٛؾتیٗ وٛض٘بت

(. اٌطچٝ تب آٖ ظٔبٖ ٞٙٛظ ایسٜ تؼبزَ Cournot, 1838َ ثبظی ا٘حهبض زٚلُجی ضا ٔحبؾجٝ ٕ٘ٛز )آٖ ثب اضائٝ ضاٜ حّی ٘مُٝ تؼبز
تٛؾٍ خبٖ ٘ف ُٔطح ٘كسٜ ثٛز أب ثؼسٞب ٔؼّْٛ قس وٝ ٘مُٝ تؼبزَ ثسؾت آٔسٜ تٛؾٍ وٛض٘بت، زض ٚالغ ٕٞبٖ ٘مُٝ تؼبزَ  4٘ف

اؾىبض ثٝ ٕٞطاٜ التهبززا٘ی اتطیكی ثٝ ٘بْ  1944 . ٖٚ ٘یٛٔٗ زض ؾبَ(Nash, 1950) ٘ف ثطای ثبظی ا٘حهبض زٚلُجی اؾت
  .(Neumann & Morgenstern, 1944)ضا ثٝ ضقتٝ تحطیط زض آٚضز  "ٞب ٚ ضفتبض التهبزی ٘ظطیٝ ثبظی "وتبة ٔٛضٌٙؿتطٖ

                                                 
1 Matrix game 
2 Bimatrix games 
3 Game with Continuous Strategy Sets 
4 Nash equilibrium 
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پطزاذتٝ ا٘س. ثٝ  2، زض لبِت ثبظیٟبی زیفطا٘ؿیّی1ٞب اظ َطیك ٘ظطیٝ وٙتطَ ثٟیٙٝظیٔحممیٗ ٔرتّفی ثٝ ثؿٍ ٚ تٛؾؼٝ تئٛضی ثب
 ٞبی ثٟیٙٝ زض تمبثُ اؾتطاتػیه ثیٗ َٛض ٔثبَ ٔحٕٛزی ٘یب ٚ ٕٞىبضا٘ف زض تحمیمی وبضثطز ایٗ ٘ٛع ثبظیٟب ضا زض تؼییٗ ؾیبؾت

. تبتبضی ٚ ٘میجی ٔسَ وٙتطَ ثٟیٙٝ تٛظیغ قسٜ (Mahmudinia et al., 2017)ا٘س ٌصاضاٖ پِٛی ٚ ٔبِی ثیبٖ وطزٜؾیبؾت
ا٘س وٝ زض آٟ٘ب زیٙبٔیه ذُب ٚ ا٘سیؽ ٞبی زیفطا٘ؿیّی اضائٝ وطزٜٞبی چٙس ػبّٔی غیط ذُی ظٔبٖ پیٛؾتٝ ضا تٛؾٍ ثبظیؾیؿتٓ

ٛضیتٕی ٚأٛزاویؽ ٚ ِٛیؽ ٘یع اٍِ. (Tatari & Naghibi, 2015)اـ زاضز ٞبی ٕٞؿبیٝػّٕىطز ٞط ػبُٔ ثؿتٍی ثٝ ػبُٔ
ٞبی ظٔبٖ پیٛؾتٝ غیط ذُی ٚ زیٙبٔیه حمیمی ثطای ؾیؿتٓ -ٞبی زیفطا٘ؿیّی ٔدٕٛع غیط نفط ثٝ نٛضت ظٔبٖثطای حُ ثبظی

وٝ غاً٘ ٚ ٕٞىبضا٘ف ثب اضائٝ ضٚقی ٔكبثٝ، پیچیسٌی  (Vamvoudakis & Lewis, 2011)ا٘س وبٔلا ٔؼیٗ اضائٝ وطزٜ
 .(Zhang et al., 2013)وبٞف زازٜ ا٘س  ٔحبؾجبتی اٍِٛضیتٓ اضائٝ قسٜ تٛؾٍ آٟ٘ب ضا

اؾتفبزٜ وطزٜ ا٘س. پیىُ ٚ ِٛظاٚا٘ٛ یه ٔسَ وٙتطَ ثٟیٙٝ ٌؿؿتٝ  3ٔحممیٗ ٔرتّفی ٘یع اظ تطویت ٘ظطیٝ ثبظی ٚ ثط٘بٔٝ ضیعی پٛیب
 ا٘سزٜثركی تٛؾؼٝ زا kٞبی ٔتٙبظط ثب ٌطافٟبی خٟت زاض ضا ثٝ وٕه تئٛضی ثبظیٟبی غیطٔكبضوتی ضٚی حبِت ذبنی اظ قجىٝ

(Lozovanue & Pickl, 2006)زض یه ُٔبِؼٝ ٔٛضزی حبِت ذبنی اظ ثبظی ٞبی ثب پیبٔسٞبی  . ثبضوٛئیٗ ٚ ٕٞىبضا٘ف
-ضیعی پٛیب تحّیُ ٕ٘ٛزٜ ٚ ُّٔٛثیت ٚ ٔعیت خٛاثٟبی حبنّٝ اظ تطویت ایٗ زٚ اثعاض لسضتٕٙس ثٟیٙٝپیٛؾتٝ ضا ثب اؾتفبزٜ اظ ثط٘بٔٝ

 .(Barquin et al., 2000)ا٘س ٘ظطیٝ ثبظیٟب ضا ثٝ اثجبت ضؾب٘یسٜؾبظی یؼٙی ثط٘بٔٝ ضیعی پٛیب ٚ 
ا٘س. زضی ٚ ٞبی ا٘حهبضی زٚخب٘جٝ ٔٛضز ثطضؾی لطاض زازٜٞبی ٔتؼسزی ٘یع تأثیط ظٔبٖ ضا زض پیبٔسٞبی ثبظیىٙبٖ یب ٔسَپػٚٞف

اضن ضا تحت زٚ ؾٙبضیٛی ضلبثتی ٚ یه ٕٞىبضاٖ ضلبثت ثیٗ زٚ ظ٘دیطٜ تأٔیٗ ثب زض٘ظط ٌطفتٗ تمبيبی ٚاثؿتٝ ثٝ لیٕت ٚ ظٔبٖ تس
ٞب لیٕت ٚ ظٔبٖ تساضن ثٝ ػٙٛاٖ ٔتغیطٞبی ا٘س. زض ٔسَ آٖٞب ٔٛضز ثطضؾی لطاض زازٜؾٙبضیٛی ٕٞىبضی ثب اؾتفبزٜ اظ ٘ظطیٝ ثبظی

زٚ ظ٘دیطٜ  ٞب ضلبثت. ٚٚ ٚ ٕٞىبضاٖ، ثب ضٚیىطز تئٛضی ثبظی(Dori et al., 2021)ا٘س تهٕیٓ ٔٛضز تدعیٝ ٚ تحّیُ لطاض ٌطفتٝ
ای ٚ ثب زٚضٜ ٘بٔحسٚز زٚضٜٞب تهٞب ٔسَا٘س. زض ٔمبِٝ آٖٞبی چب٘ٝ ظ٘ی ٚ اؾتىّجطي ٔٛضز ٚاوبٚی لطاض زازٜتأٔیٗ ضا ثب اؾتطاتػی

ای ثٝ زٚضٜ زیٍط ا٘س. اظ آ٘دبییىٝ زض ٔسَ ایكبٖ ثبظٜ ظٔب٘ی ٘بٔحسٚز اؾت، اظ اثطٌصاضی ا٘تمبَ ٔٛخٛزی اظ زٚضٜفطو قسٜ
. پٍٛٚاٖ ٚ ٕٞىبضاٖ یه ٔسَ ثبظی ثطای تبثغ تمبيبی ٚاثؿتٝ ثٝ لیٕت ٚ ظٔبٖ (Wu et al., 2009)ٜ اؾت چكٕپٛقی قس

ا٘س. ثب ایٗ فطو وٝ ٞط ثٍٙبٜ زاضای ظطفیت ثبثت اؾت ٚ تساضن زض ضلبثت ثیٗ زٚ قطوت ضا ثٝ ػٙٛاٖ یه تبثغ ذُی تٛؾؼٝ زازٜ
ٌیطی زضذهٛل ظٔبٖ ضن تًٕیٗ قسٜ اؾت. ػبُٔ ظٔبٖ یب تهٕیٓتمبيبی ٞط ثٍٙبٜ ثُٛض ذُی ٚاثؿتٝ ثٝ لیٕت ٚ ظٔبٖ تسا

 ,.Pekgun et al)ٞب، خعء ٔتغیطٞبی وٙتطِی زض ٔؿأِٝ اؾت ٞب ثطای ٔحهَٛ قطوتتساضن زض ٔسَ تمبيبی ذُی آٖ

ا٘س. ٝ ٕ٘ٛزٜٞبی تأٔیٗ ثب ٔكتطیبٖ ٘بٍٕٖٞٛ اضائ. ٔب ٚ ٕٞىبضاٖ یه ٔسَ یىپبضچٝ ثطای ضلبثت ٞعیٙٝ ٚ ظٔبٖ ثیٗ ظ٘دیطٜ(2017
ٞبی ظٔب٘ی ٔرتّفی ضا ثطای تِٛیس ٚ ذسٔبت ذٛز ثٝ ٔكتطیبٖ حؿبؼ ثٝ ظٔبٖ اضائٝ تٛا٘ٙس ٌعیٙٝٞبی ٔٛخٛز زض ٔسَ ٔیقطوت

زٞس أب ظٔبٖ زض زٞٙس. ظٔبٖ ػٙهط انّی زض ضلبثت اؾت ٚ ضلبثت ثیٗ ظ٘دیطٜ تأٔیٗ ضا ثٝ ثؼس خسیسی یؼٙی ظٔبٖ ٌؿتطـ ٔی
 . (Ma et al., 2020)غیطٞبی تهٕیٓ ٔؿأِٝ اؾت ٞب ٘یع خعء ٔتپػٚٞف آٖ

ٞبی ٔبتطیؿی تحت زض ٔٛضز ٚاثؿتٍی ظٔب٘ی پیبٔسٞبی ٔطثٌٛ ثٝ ثبظیىٙبٖ زض ٔبتطیؽ پطزاذت ثبظی ٘یع ٚاضٌب ٚ ٕٞىبضاٖ، ثبظی
ؼبُٔ ظٚخی، پیبٔس ا٘س. اظ زیسٌبٜ آٟ٘ب ػلاٜٚ ثط ثبظزٜ، یه تٞبی تىبّٔی ٔسَ وطزٜٞبی ظٔب٘ی ضا اظ َطیك ٘ظطیٝ ثبظیٔحسٚزیت

زیٍطی ثطای قطوت وٙٙسٌبٖ زاضز. یؼٙی ٞط زٚ ثبظیىٗ ثبیس ثطای قطوت زض یه تؼبُٔ ثؼسی، ٔستی نجط وٙٙس تب آٔبزٜ قٛ٘س. ِصا 
 زٞٙس وٝ چٍٛ٘ٝ فطاٚا٘ی ثب فطو ایٗ ٚالؼیت ثب اذتهبل یه ؾیؿتٓ زیٙبٔیىی پیٛؾتٝ ثٝ ٞط ثبظی ٔبتطیؿی، تٛيیح ٔی

٘مُٝ تؼبزَ ثبظی ضا  (ESS) 4ٞبی پبیساض تىبّٔییبثس ٚ زضٟ٘بیت ثب ٔفْٟٛ اؾتطاتػیخٕؼیت، تىبُٔ ٔی ٞبی ٔرتّف زضفٙٛتبیپ
ٞبی ظٔب٘ی ٔؼطفی . ٌبضای ٚ ٕٞىبضاٖ ٘یع یه ثبظی ٔبتطیؿی ضا تحت ٔحسٚزیت(Varga et al., 2024)وٙٙس ٔحبؾجٝ ٔی

تٛا٘ٙس ثبظی ثؼسی ضا وٙٙس ٚ ٕ٘یزٚ ثبظیىٗ یه ثبظزٜ زضیبفت ٔیٞب ٞط تؼبُٔ ظٚخی زٚ ٘تیدٝ زاضز: ٞط وٙٙس. زض ٔفطٚيبت آٖٔی

                                                 
1 Optimal control 
2 Differential games 
3
 Dynamic programming 

4
 Evolutionary Stable Strategy 
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قٛز: یه ٔبتطیؽ ثبظزٜ ٚ یه ٔبتطیؽ ٔست ثطای ٔست ظٔبٖ ٔكرهی ا٘دبْ زٞٙس. ثٙبثطایٗ ٔسَ ثبظی ثب زٚ ٔبتطیؽ تؼطیف ٔی
وطزٜ ٚ ثب تؼٕیٓ ٔفْٟٛ ثجبت ٞبی ظٔب٘ی ضا ثب ثبظی ٔؼطٚف ٔؼٕبی ظ٘سا٘ی ثیبٖ ظٔبٖ ٔتٛؾٍ. آٟ٘ب زض ٔسَ ذٛز تأثیط ٔحسٚزیت

ٞبی پبیساض تٛا٘ٙس ٚخٛز اؾتطاتػیٞبی ظٔب٘ی ايبفی ٔیزٞٙس وٝ ٔحسٚزیتٞب ٘كبٖ ٔیتىبّٔی ٔیٙبضز اؾٕیت ثٝ ایٗ زؾتٝ اظ ثبظی
 .(Garay et al., 2017)ذبِم ضا تًٕیٗ وٙٙس  ESSتىبّٔی ٔٙحهط ثٝ فطز ذبِم ٚ ٔرتٍّ یب ٕٞعیؿتی زٚ 

ٌصاض٘س ضا ثب ضٚیىطز خسیسی ٞب ٔیٞبی ٔبتطیؿی ولاؾیه، تأثیطی ضا وٝ ٔست ظٔبٖ تؼبضو ثط پطزاذتبظیوطیٛاٖ ٚ وطؾٕٗ زض ث
ٌیطز تحّیُ ٕ٘ٛزٜ ٚ تىبُٔ ٕٞىبضی ٚ ضلبثت ضا اظ َطیك زٚ ٔسَ تأثیطٌصاض ٞبی فطنت اظ زؾت ضفتٝ ضا زض٘ظط ٔیوٝ ٞعیٙٝ

زٞٙس بی ظ٘سا٘ی زض پٛیبیی ٚ تىبُٔ خٕؼیت ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٔیٞبی تىبّٔی، یؼٙی ثبظی قبٞیٗ ٚ وجٛتط ٚ ٔؼٕ٘ظطیٝ ثبظی
(Lrivan & Cressman, 2017)ٞبی ٞبی ثبظیٞبی ظٔب٘ی ثط ضٚی ٔسَ. ثطْٚ ٚ وطیٛاٖ ٘یع ثب تؼٕیٓ تئٛضی ٔحسٚزیت

ٞبی تؼبُٔ ظٔبٖٞبی ٔتفبٚتی زاقتٝ ٚ ٌیط٘س وٝ ضٚیسازٞبی ٔرتّف، ظٔبٖتىبّٔی وطیٛاٖ ٚ وطؾٕٗ ایٗ ٚالؼیت ضا زض٘ظط ٔی
ٞبی ا٘تربة قسٜ ثؿتٍی زاقتٝ ثبقس. آٟ٘ب ٘یع ٔفطٚيبت ذٛز ضا زض ٔسِؿبظی ٚ حُ زٚ ثبظی تٛا٘س ثٝ نطاحت ثٝ اؾتطاتػیٔی

ٞبی پبیساض تىبّٔی ٔرتٍّ ٔؼطٚف قبٞیٗ ٚ وجٛتط ٚ ٔؼٕبی ظ٘سا٘ی زض٘ظط ٌطفتٝ ٚ ٘حٜٛ تأثیط ایٗ فطيیبت ضا زض تؼییٗ اؾتطاتػی
 . (Broom & Krivan, 2020)وٙٙس ثیبٖ ٔی

ای، پٛیبیی پیچیسٜ زٚ ؾیؿتٓ زٚپِٛیؿتی ٞبی ا٘حهبض زٚخب٘جٝ پٛیبی ٚاثؿتٝ ثٝ ظٔبٖ، آؾىبض ٚ آِٙٛیجت زض ٔمبِٝزض ٔٛضز ٔسَ
-یٓا٘س. آٟ٘ب تهٕخٛیب٘ٝ ٔٛضز ُٔبِؼٝ لطاض زازٜوٛض٘ٛ ضا ثطاؾبؼ پبضأتطٞبی ٚاثؿتٝ ثٝ ظٔبٖ ثب ػملا٘یت ٔحسٚز ٚ ٔىب٘یؿٓ تلافی

ٌیط٘س وٝ پبیساضی ٌیطی زض ٔٛضز ٔیعاٖ ػطيٝ ٔحهَٛ ضا زض زٚ ٔسَ ٕٞىبضا٘ٝ ٚ غیطٕٞىبضا٘ٝ تأذیطی ثطضؾی ٕ٘ٛزٜ ٚ ٘تیدٝ ٔی
 ,Askar & Alnowibet)ٌطز٘س ٞبی تٙجیٟی اتربش ٔیؾیؿتٓ ُٔٙمی ثب تأذیط، ثٟتط اظ آٟ٘بیی اؾت وٝ تٛؾٍ اؾتطاتػی

ٞبی پٛیبی وٛض٘ٛ ضا وٝ تحت ٔفطٚيبت ذبنی اثساع قسٜ ٝ ظٔبٖ/اَلاػبت اظ ثبظی. ثىٟبف ٚ غاً٘ یه ٘ؿرٝ ٚاثؿتٝ ث(2016
ٕ٘بیٙس ٘ف اثجبت ٔی-اؾت ٔسَ وطزٜ ٚ ٚخٛز ٚ ٔٙحهط ثٝ فطز ثٛزٖ ٘مبٌ تؼبزَ ٔسَ فطيی ضا تحت ػٙٛاٖ تؼبزَ پٛیبی وٛض٘ٛ

(Backhoff & Zhang, 2023)ِٝزَ یه ٔسَ زٚلُجی وٛض٘ٛ ضا ثب فطاض ای پبیساضی ٘مبٌ تؼب. ایتعا ٚ ٕٞىبضاٖ ٘یع زض ٔمب
ا٘س. زض ٔسَ ضیبيی آٟ٘ب ٞٓ ٘طخ ٞعیٙٝ ٟ٘بیی ٚ ٞٓ تأذیط ظٔب٘ی ٔبِیبتی ٚ تأذیط ظٔب٘ی زض یه چبضچٛة ظٔبٖ پیٛؾتٝ تحّیُ ٕ٘ٛزٜ

ثبقس، ٘مُٝ زٞٙس وٝ اٌط ٘طخ ٞعیٙٝ ٟ٘بیی زض ثبظٜ ثؿتٝ ٔؼیٙی وٙٙس. آٟ٘ب ٘كبٖ ٔیثٝ ػٙٛاٖ پبضأتطٞبی ٔؿأِٝ ایفبی ٘ف ٔی
زض ٔٛضز . (Itza et al., 2020)تؼبزَ پبیساض، ٔؿتمُ اظ تأذیط اؾت، زضغیط ایٙهٛضت پبیساضی ٚاثؿتٝ ثٝ تأذیط ذٛاٞس ثٛز 

ٚاثؿتٍی پیبٔسٞبی ٔٛخٛز زض ٔبتطیؽ پطزاذت ثبظی ثٝ ػبّٔی غیط اظ اؾتطاتػی ا٘تربثی ثبظیىٙبٖ ٘یع، ؾبْ افلاوی ثبظیٟبیی ضا 
ٜ وٝ زض آٟ٘ب پیبٔسٞبی ٔٛخٛز زض ٔبتطیؽ پطزاذت ثبظی ػلاٜٚ ثط اؾتطاتػی ا٘تربثی ثبظیىٙبٖ ثٝ یه ٔتغیط ٔٛضز ثطضؾی لطاض زاز

 .(Aflaki S, 2008)تهٕیٓ ٌیطی ٘یع ٚاثؿتٝ ٔی ثبقس 
ٞبیی وٝ تبوٖٙٛ پیطأٖٛ ٔؿأِٝ ایٗ پػٚٞف ا٘دبْ قسٜ اؾت؛ ػبُٔ ظٔبٖ ثٝ ػٙٛاٖ ٕٞبُ٘ٛض وٝ ٔكبٞسٜ قس زض ػْٕٛ پػٚٞف

ٞبیی ٘یع وٝ ظٔبٖ ضا ثٝ ا٘س. زض ٔؼسٚز پػٚٞفیطٞبی تهٕیٓ ٔؿأِٝ ٚ تحت وٙتطَ ثبظیىٙبٖ ثٛزٜ ٚ ثب ایٗ فطو ٔسِؿبظی قسٜٔتغ
ٞبی تىبّٔی ٞبی زیفطا٘ؿیّی ٚ یب اظ َطیك ٘ظطیٝ ثبظیا٘س زض لبِت ثبظیػٙٛاٖ ػبّٔی ٔؿتمُ زض پیبٔسٞبی ثبظیىٙبٖ زض٘ظط ٌطفتٝ

أب تبوٖٙٛ تأثیط ػبُٔ ظٔبٖ ثٝ ػٙٛاٖ یه پبضأتط ٔؿتمُ زض پیبٔسٞبی ثبظیىٙبٖ ثٝ  ا٘س.الساْ ٕ٘ٛزٜ٘ؿجت ثٝ ٔسِؿبظی ٚ حُ ثبظی 
پػٚٞف حبيط اظ تىٙیه تطویجی ٘ظطیٝ ثبظی ٚ ٘ظطیٝ وٙتطَ ثٟیٙٝ ثب ضٚیىطز  ایٗ قیٜٛ ٔٛضز تحّیُ ٚ ثطضؾی لطاض ٍ٘طفتٝ اؾت.

ٜ وٝ ثٝ ٘ٛثٝ ذٛز زض ضٚـ ٔسِؿبظی ٚ حُ ٔسَ قبُٔ ٘ٛآٚضی اؾت. زض ٞبی ا٘حهبض زٚلُجی اؾتفبزٜ ٕ٘ٛزاٍِٛضیتٕی ثطای ٔسَ
ضیعی پٛیب ٚ ٘ظطیٝ ثبظی ثطای تحّیُ ثبظاض ٚ تؼییٗ ٚالغ زض ایٗ پػٚٞف، ثب تٛخٝ ثٝ تغییط ٔحیٍ ٚ ثبظاض ثب ٌصض ظٔبٖ، اظ ثط٘بٔٝ

تٛاٖ آٟ٘ب ضا ثٝ ٞبی پٛیبیی اؾت وٝ ٕ٘ییػٌیٞب زض ثبظاض اؾتفبزٜ قسٜ اؾت. ؾبذتبض ضلبثت زض ایٗ ُٔبِؼٝ قبُٔ ٚتهٕیٕبت قطوت
ٞبی ولاؾیه ٚ ٘طٔبَ ٕ٘بیف زاز. زض ٔیبٖ ؾبذتبضٞبی ٔرتّف ثبظاض، ثطضؾی ثبظاض ا٘حهبض زٚخب٘جٝ یب ضٚـ ُّٔٛثی زض ٔسَ

 زٚپّی، ا٘تربة قسٜ اؾت. زض ٚالغ ٞسف ایٗ پػٚٞف ثسؾت آٚضزٖ ٔمبزیط ثٟیٙٝ ؾُٛح تِٛیس ٚ ػطيٝ ٔحهَٛ ا٘حهبضی، زض
ٔحیٍ ضلبثتی پٛیب زض ثبظاضٞبی زٚپّی اؾت. زض چٙیٗ ٔحیٍ ضلبثتی، یه ٔسَ وٙتطَ ثٟیٙٝ تٛؾؼٝ زازٜ قسٜ اؾت وٝ اظ اثعاضٞبی 

ثطز. ثطای تأییس اثطثركی ٞب یؼٙی تؼبزَ ٘ف ٚ اؾتىّجطي خٟت حساوثط وطزٖ ؾٛز ثبظیىٙبٖ ثٟطٜ ٔیٔٛخٛز زض ٘ظطیٝ ثبظی
ٞبی ػسزی ٚ تحّیُ قٙبؾی ثطای حُ آٟ٘ب ثىبض ٌطفتٝ قسٜ اؾت. ٔثبَسزی اضائٝ ٚ ضٚـتىٙیه تّفیمی پیكٟٙبزی، زٚ ٔثبَ ػ
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-ٞبی ٔرتّف ثبظاض ٚ ػّٕیبتی ضا فطاٞٓ ٔیٞب زض ٔحیٍٞب ثطای ثٍٙبٜ٘تبیح، ثیٙف ٔسیطیتی ٔفیس خٟت ا٘تربة ثٟتطیٗ اؾتطاتػی

ضا  تطویجی هیتىٙ یی، وبضاضٚـ تّفیمی پیكٟٙبزی ٘یعٚ  ییثٝ تٟٙب ٚ اؾتىّجطي تؼبزَ ٘ف سٜیحبنُ اظ ا حی٘تب ؿٝیٔمب آٚضز.
 .ٕ٘بیسٔیٔكرم 

 ٔسَ وٙتطَ ثٟیٙٝ ٌؿؿتٝة( 
-ثٙسی قسٜ وٝ تبثغ ٞسف آٟ٘ب ثٝ نٛضت اٍِٛضیتٕی تؼطیف ٔیٞبی تهٕیٓ ثطضؾی ٚ فطَٔٛای اظ ٔسَزض ایٗ ثرف ولاؼ ٚیػٜ

ضیعی پٛیب أىبٖ حُ ٞبی تٛؾؼٝ زازٜ قسٜ ثطای ثط٘بٔٝتىٙیهٞبی تهٕیٓ ٔعثٛض ثٝ ٕٞطاٜ ثٙسی اضائٝ قسٜ ثطای ٔسَقٛز. فطَٔٛ
ای اؾتفبزٜ قسٜ ثٝ قطح ظیط اؾت: آٚضز. ٔسَ وٙتطَ انّی وٝ ثطای چٙیٗ تٛؾؼٝولاؼ ثعضٌی اظ ٔؿبئُ تهٕیٓ ضا فطاٞٓ ٔی

ثطاثط اؾت  L ، حبِتطیسزض٘ظط ثٍی  …,t=0,1,2ضا زض ٞط ِحظٝ اظ ظٔبٖ        ثب ٔدٕٛػٝ ای اظ حبلات  Lؾیؿتٓ پٛیبی 
 ثٝ نٛضت ظیط اؾت : L. زیٙبٔیه ؾیؿتٓ                          وٝ         ثب

             (         )          (1ضاثُٝ )

         (2ضاثُٝ )

xs  ٓ٘مُٝ قطٚع ؾیؿت ،L  ٚ زٞس.ثطزاضٔتغیطٞبی تهٕیٓ ضا ٕ٘بیف ٔی                              اؾت 
 ایٍٙٛ٘ٝ ٕ٘بیف زازٜ ٔی قٛ٘س:           ، فًبی تهٕیٓ لبثُ لجَٛ                  ثطای ثطزاض پبضأتطٞبی وٙتطِی

               (    )        (3ضاثُٝ )

 ( ، تٛاثغ ثطزاضی 1)وٙیٓ وٝ زض ضاثُٝ فطو ٔی

  (         )  (  
 (         )   

 (         )      
 (         )) 

ثٝ نٛضت        ٔكرم ٔی قٛ٘س؛ ثٙبثطایٗ ،   … ,t=0,1,2زض ٞط ِحظٝ اظ ظٔبٖ      ٚ      ثٝ نٛضت یىتب تٛؾٍ 
 ٔكرم ٔی قٛز. فطو وٙیس      ٚ      یىتب تٛؾٍ 

                    (4ضاثُٝ )
تِٛیس قسٜ اؾت.  (3) -(1وٝ ثط َجك ضٚاثٍ )                  ,فطآیٙسی ثبقس ثب ثطزاضی ٔفطٚو اظ پبضأتطٞبی وٙتطِی

 ی ظیط تؼطیف ٔی قٛز ثٝ وٕه فطَٔٛ ثبظٌكت (    )  (، 4اظ فطایٙس ) (          ) , x(t)ثطای ٞط حبِت 

    (      )    (            (    ))            

  (    )     
f0  ٕ٘بیف ٔفطٚيی اظ حبِت قطٚع ،x(0)  ٓاظ ؾیؿتL  ٚ تٛاثغ لطاضزازی ٞؿتٙس. زض ایٗ ٔسَ                      اؾت

 . x(t)ثٝ  x0بی ضفتٗ ؾیؿتٓ اظ حبِت ٞػجبضتؿت اظ ٞعیٙٝ (    ) 
ضا ثٝ زؾت آٚضیس وٝ  u(0), u(1),… , u(T-1)ٔتغیطٞبی تهٕیٓ  ٔفطٚو، ثطزاض ٔتكىُ اظ T: ثطای یه  1ٔؿأِٝ ثٟیٙٝ ؾبظی

 ( ضا وٕیٙٝ ؾبظ٘س6( ضا ثطآٚضزٜ ٚ تبثغ ٞسف )5قطایٍ )

 (5)ضاثُٝ 

{
  
 

  
 
         (         )                     

                                            

       (    )                                        

    (      )    (            (    ))            

  (    )                                                                    

 

(    )        (6ضاثُٝ )    (    ) 
ٍ ایضا ٔكرم وٙیس وٝ قط u(0) , u(1) ,… , u(T-1)ٚ ز٘جبِٝ وٙتطِی   Tϵ[T1,T2]،ٔفطٚو  T1 , T2ثطای: 2ٔؿأِٝ ثٟیٙٝ ؾبظی

 تٛاٖ ثب ثبثت زض٘ظط ٌطفتٗ پبضأتط ضا ٔی 2وٝ حُ ثٟیٙٝ ٔؿأِٝ ٚايح اؾت  ( ضا وٕیٙٝ ؾبظز.6ضا ثطآٚضزٜ ؾبذتٝ ٚ تبثغ ٞسف ) (5)

T=T1 , T=T1+1 , … , T=T2    ِٝثٝ زؾت آٚضز. ثٝ وٕه ا٘تربة ٔمساض ثٟیٙٝ حُ ٞبی ٔؿبئّی اظ ٘ٛع 1ٚ تجسیُ آٖ ثٝ ٔؿأ 
  .آٚضیٓثٝ زؾت ٔی Tϵ[T1,T2]  ضا ثب 2 حُ ٔطثٌٛ ثٝ ٔؿأِٝ ،   T=T1 , T=T1+1 , … , T=T2 ثب 1
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 ج( اٍِٛضیتٓ حُ
ٌطزز: ثٙسی قسٜ ثب قطٌ ظیط پیكٟٙبز ٔیزض ایٗ ثرف یه ضٚاَ وّی ثطای ٔكرم وطزٖ خٛاة ٞبی ثٟیٙٝ اظ ٔؿبئُ فطَٔٛ

 ثبثت، تٛاثغ x  ٚu، غیط ٘عِٚی ٞؿتٙس. ثٙبثطایٗ ثطای  fثبتٛخٝ ثٝ آضٌٛٔبٖ ؾْٛ                      

 قطٌ ظیط ضا ثطآٚضزٜ ٔی ؾبظ٘س :                        
          (7ضاثُٝ )

           
                       

 ضا تؼییٗ ٔی وٙس. 1اٍِٛضیتٓ ظیط ، حُ ثٟیٙٝ ٔؿأِٝ 

 ٌبْ اَٚ .  لطاض زٞیس

  
 (    )        

 (    )                   {  } 
 ٔمبزیط ظیط ضا ٔؼیٗ   t=1,2,…,Tٌبْ زْٚ . ثطای 

     {                   (         )                       } 

 تؼییٗ وٙیس              ٚ ثطای ٞط 

    
 (      )     {  (            

 (    ))             (         )                     } 
 ٌبْ ؾْٛ . تؼییٗ ز٘جبِٝ 

                                          
                              

 ضزٜ ٔی ؾبظ٘س:وٝ قطایٍ ظیط ضا ثطآٚ 

    
 (       )        (                          

 (        )) 
              

 ,Bellman & Kalaba)ضا ٕ٘بیف ٔی زٞس  1، حُ ثٟیٙٝ ٔؿأِٝ                              زضٟ٘بیت 

1965); (Boltyanskii, 1973); (Krabs &Pickl,2003). 
( ضا ثطآٚضزٜ ؾبظ٘س، 7، تٛاثغ غیط ٘عِٚی ثبقٙس؛ یؼٙی قطٌ ) fثب تٛخٝ ثٝ آضٌٛٔبٖ ؾْٛ                        لًیٝ : اٌط

xضا تؼییٗ ٔی وٙس. ثؼلاٜٚ ، لؿٕت ٔمسْ زِرٛاٜ  1آٍ٘بٜ اٍِٛضیتٓ فٛق حُ ثٟیٙٝ ٔؿأِٝ 
*
(0), x

*
(1),…,x

*
(k)    ٝٙاظ ٔؿیط ثٟی 

x
*
(0) , x

*
(1) , … , x

*
(T)  ِٝ٘یع ثٟیٙٝ اؾت  1زض ٔؿأ(Lozovanue & Pickl, 2006).  

 ٞبی ٔبتطیؿیز( ٔسَ وٙتطَ ثٟیٙٝ ثبظی
وٝ  1زض ایٗ ثرف ضٚیىطز اٍِٛضیتٕی اضائٝ قسٜ ثطای حُ ٔؿبئُ وٙتطَ ثٟیٙٝ ٌؿؿتٝ، ثط ضٚی ثبظی ٞبی زٚ ٘فطٜ ثب ٔدٕٛع ثبثت

ٌیطیٓ وٝ زض آٖ پیبٔسٞبی ٞط ثبظیىٗ ٌطزز. حبِتی ضا زض٘ظط ٔیؾبظی ٔیٞبی ٔبتطیؿی ذٛا٘سٜ ٔی قٛ٘س، پیبزٜح ثبظیزض انُلا
ثبقس وٝ ثبیؿتی خٟت ٔبوعیٕٓ ٕ٘ٛزٖ ؾٛز زض ٞط ػلاٜٚ ثط اؾتطاتػی ا٘تربثی حطیف ثٝ ظٔبٖ یب زٚضٜ ا٘دبْ ثبظی ٘یع ٚاثؿتٝ ٔی

زٚضٜ ٔبوعیٕٓ قٛز. اظ آ٘دبییىٝ  nای وٝ ؾٛز ٔدٕٛع ایٗ طاتػی ٔٙبؾجی اتربش قٛز ثٍٛ٘ٝپطیٛزی، اؾت nزٚضٜ ظٔب٘ی اظ یه افك 
 آیس :ٌیطز ِصا تبثغ ٞسف ثبظی ثهٛضت ظیط زضٔیثبظی اظ زیس ثبظیىٗ اَٚ ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٔی

   
  

   
  

∑         

 

   

 

∑  

 

   

       ∑  

 

   

   

 ػسز نحیح             
 ضا زض ٘ظط ثٍیطیس : tزض ٔطحّٝ  Ct ثبظی ٔبتطیؿی زٚ ٘فطٜ ظیط ثب ٔدٕٛع ثبثت

[
                

   
                  

] 

 ٕ٘بییٓ.ضیعی پٛیبی ٔؿأِٝ ثب حطوت ضٚ ثٝ خّٛ ٔیالساْ ثٝ ٔسِؿبظی ثط٘بٔٝحبَ ثب تٛخٝ ثٝ ٔبتطیؽ ثبظی فٛق  

                                                 
1
 Two-Person  Constant-Sum  Games 
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 . تؼطیف تٛاثغ ٚ ٔتغیطٞب1ٔطحّٝ 

 . تؼییٗ حسٚز ثبلایی ٚ پبییٙی ٔتغیطٞبی حبِت ٚ تهٕیٓ ٚ ٌؿؿتٝ وطزٖ ٔتغیطٞب ثیٗ حسٚز2ٔطحّٝ 
                                                      
                                                      

 . تؼییٗ ٔؼبزِٝ تىطاضی ٚ قطٌ وٕىی3ٔطحّٝ 
             

       

   
       

          

             
       

   
       

{                             } 

ٞبی حبَ ثب َی ٌبْ ٞبی ٔؼطفی قسٜ ثطای حُ ٔؿبئُ وٙتطَ ثٟیٙٝ ٌؿؿتٝ، ثبظی زٚ٘فطٜ ٔدٕٛع ثبثت فٛق، حُ ٚ اؾتطاتػی
ضا  X  ٚYا ٔمبزیط ٌطزز. اظ آ٘دبیی وٝ ضٚیىطز حطوت ثٝ خّٛ ثطای حُ ٔؿأِٝ ا٘تربة قسٜ اؾت اثتسثٟیٙٝ ٞط ٔطحّٝ تؼییٗ ٔی

ٌیطیٓ. زض ٌبْ ثؼس اظ قطٌ زض ٘ظط ٔی Xn=X   ٚYn=Y، فیىؽ ٔی ٕ٘بییٓ ثٝ ػجبضت زیٍط  nثطای ٔتغیطٞبی حبِت ٔطحّٝ 
وٕىی تؼطیف قسٜ زض فٛق قطٚع ٕ٘ٛزٜ ٚ ثب تٛخٝ ثٝ ٔؼبزِٝ تىطاضی ٔطحّٝ ثٝ ٔطحّٝ پیف ٔی ضٚیٓ ٚ ٔمبزیط ثٟیٙٝ تبثغ ٞسف زض 

، اظ ا٘تٟب ثٝ اثتسا حطوت ٕ٘ٛزٜ، ٔؿیط ثٟیٙٝ ٚ ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ ضا تؼییٗ nیٓ ٚ زض ٟ٘بیت ثب ضؾیسٖ ثٝ ٔطحّٝ یبثٞط ٔطحّٝ ضا ٔی
-خٟت خبٔؼیت ُّٔت ضٚیىطزٞبی ایؿتب ٚ پٛیب زض ٞط ٔطحّٝ، ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٔی. (Larson & Casti, 1978)ٕ٘بییٓ ٔی

ؿتب ثیٗ ثبظیىٙبٖ نٛضت ٔی ٌیطز ثسیٗ ٔؼٙب وٝ ثبظیىٙبٖ زض اثتسای ٞط ٔطحّٝ ٌیطز. زض ضٚیىطز ایؿتب، زض ٞط ٔطحّٝ یه ثبظی ای
اؾتطاتػی ٞبی ذٛز ضا ثهٛضت ٕٞعٔبٖ ا٘تربة ٔی ٕ٘بیٙس ٚ ٞیچ ثبظیىٙی اظ اؾتطاتػی ا٘تربثی حطیف آٌبٜ ٘یؿت. ٘مُٝ تؼبزَ ثٝ 

ا یه ثبظیىٗ ثٝ ػٙٛاٖ پیكطٚ، اؾتطاتػی ذٛز ضا زؾت آٔسٜ زض ایٗ حبِت، تؼبزَ ٘ف اؾت. أب زض ضٚیىطز پٛیب زض ٞط ٔطحّٝ اثتس
ا٘تربة ٔی وٙس ٚ ثبظیىٗ حطیف آ٘طا ٔكبٞسٜ ٕ٘ٛزٜ ٚ ثب تٛخٝ ثٝ آٖ، الساْ ثٝ ا٘تربة اؾتطاتػی ذٛیف ٔی ٕ٘بیس. تؼبزَ ثٝ زؾت 

-یط اؾتفبزٜ قسٜآٔسٜ زض ایٗ حبِت، تؼبزَ اؾتىّجطي ٘بٔیسٜ ٔی قٛز. خٟت آقٙبیی ثب ضٚ٘س حُ چٙیٗ ٔؿبئّی اظ ٔثبَ ػسزی ظ

 اؾت.
 ٜ( ٔثبَ ػسزی

ثٝ ز٘جبَ ایٗ اؾت وٝ  Aٔحهٛلات ٔكبثٟی ضا ثُٛض ا٘حهبضی ثٝ ثبظاض ػطيٝ ٔی وٙٙس. قطوت  A  ٚBفطو وٙیس وٝ زٚ قطوت 
 زٚضٜ nزٚضٜ ای ( ثٝ ثبظاض ػطيٝ وٙس تب ؾٛز ذٛز ضا زض ٔدٕٛع ایٗ  nچٝ ٔیعاٖ وبلا ضا زض ٞط زٚضٜ ) ثب تٛخٝ ثٝ ظطفیت تِٛیس 

 Aٔی ثبقس وٝ ٔمیس ثٝ زضآٔس ذهٛنی ٘یؿت ٚ ٞسفف تٟٙب ثطا٘ساظی قطوت  D 1ٚاثؿتٝ ثٝ ؾٙسیىبی Bٔبوعیٕٓ ٕ٘بیس. قطوت 
ثٝ ضاحتی ظیبٖ ٚ ؾطٔبیٝ اظ زؾت ضفتٝ ضا خجطاٖ ٔی وٙس. ثؼجبضت زیٍط  Dزض ایٗ ضلبثت زَٚطفٝ اؾت ِصا ثب اؾتفبزٜ اظ ؾطٔبیٝ 

ضا اظ ثبظاض ٔحهَٛ ٔٛضز ٘ظط ثٝ زض وطزٜ ٚ آ٘طا زض ا٘حهبض ذٛیف  Aزٚضٜ ای قطوت  n ایٗ اؾت وٝ زض ایٗ ثبظٜ Bٞسف قطوت 
وٝ ثبظی فٛق زض یه ثبظٜ یىؿبِٝ نٛضت  ٌطززاظ ضلبثت ثبیس زضآٔس آ٘طا ٔیٙیٕٓ ٕ٘بیس.  فطو ٔی Aلطاض زٞس ِصا ثطای ثیطٖٚ وطزٖ 

اظ فهَٛ چٟبضٌب٘ٝ ؾبَ تهٕیٓ ٌیطی ٕ٘بیٙس. اظ َطف ٌیطز ٚ ثبظیىٙبٖ ثبیؿتی ٘ؿجت ثٝ ٔیعاٖ ػطيٝ ٔحهَٛ زض ٞط یه ٔی
قٛز وٝ تمبيب ثطای ٔحهَٛ ٔٛضز ٘ظط زض ٞط زٚضٜ ٔمساضی ثبثت اؾت زض ٘تیدٝ ٔدٕٛع ؾٛزی وٝ اظ فطٚـ زیٍط فطو ٔی

لبثُ ٔحهَٛ ػبیس زٚ قطوت ٔی ٌطزز ثطاثط ثب ٔمساضی ثبثت ذٛاٞس ثٛز ِصا ایٗ ٔؿأِٝ زض لبِت یه ثبظی زٚ٘فطٜ ٔدٕٛع ثبثت 
ٞعاض ٚاحس اظ ٔحهَٛ ٔٛضز ٘ظط ٔی ثبقس.  4ٞعاض ٚ  5ثٝ تطتیت ثطاثط ثب  A  ٚBٔسِؿبظی ٔی ثبقس. ظطفیت تِٛیس ؾبِیب٘ٝ قطوتٟبی 

 زض ٞط یه اظ فهَٛ ؾبَ ثهٛضت ظیط ثطآٚضز ٌطزیسٜ : Aتبثغ ؾٛز قطوت 
                   

         
                   

         
                   

         

                                                 
1 Syndicate 

 tزٚضٜ  ٔتغیطٞبی تهٕیٓ ٔتغیطٞبی حبِت تٛاثغ ثطٌكت ثٟیٗ

             ∑   

 

   
 1ثبظیىٗ     

                ∑   

 

   
 2 ثبظیىٗ    
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ثبقٙس. ٔدٕٛع  ٔی t)ثطحؿت ٞعاض ٚاحس( زض زٚضٜ  A  ٚBزض تٛاثغ فٛق ثٝ تطتیت ٘كبٖ زٞٙسٜ ٔیعاٖ ػطيٝ قطوتٟبی  ut ٚvt وٝ 
-تؼطیف ٔی Xt ٚ Yt ٘یع ثٝ تطتیت ثب ٔتغیطٞبی حبِت A  ٚBتٛؾٍ قطوتٟبی  tتب  1وبلای ػطيٝ قسٜ ثٝ ثبظاض زض َی ٔطاحُ 

 ( آٔسٜ اؾت.1ثب تٛخٝ ثٝ تٛاثغ ؾٛز تؼطیف قسٜ زض فٛق زض خسَٚ) 4تب  1ٌطزز. ٔبتطیؽ پطزاذت ثبظی َی ٔطاحُ 
 (: ٔبتطیؽ پطزاذت ثبظی ٔطاحُ چٟبضٌب1ٝ٘قٕبضٜ ) خسَٚ

 C1ثب ؾٛز ثبثت   1ٔبتطیؽ ثبظی ٔطحّٝ  C2ثب ؾٛز ثبثت   2ٔبتطیؽ ثبظی ٔطحّٝ 

4 3 2 1 0  4 3 2 1 0  

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

32 44 56 68 80 1 28 40 52 64 76 1 

40 64 88 112 136 2 32 56 80 104 128 2 

24 60 96 132 168 3 12 48 84 120 156 3 

16- 32 80 128 176 4 32- 16 64 112 160 4 

80- 20- 40 100 160 5 100- 40- 20 80 140 5 

 C3ثب ؾٛز ثبثت   3ٔبتطیؽ ثبظی ٔطحّٝ  C4ثب ؾٛز ثبثت   4ٔبتطیؽ ثبظی ٔطحّٝ 

4 3 2 1 0  4 3 2 1 0  

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

30 42 54 66 78 1 25 37 49 61 73 1 

36 60 84 108 132 2 26 50 74 98 122 2 

18 54 90 126 162 3 3 39 75 111 147 3 

24- 24 72 120 168 4 44- 4 52 100 148 4 

90- 30- 30 90 150 5 115- 55- 5 65 125 5 

 تؼبزَ اؾتىّجطي
وبلای ذٛز ضا ثٝ ثبظاض ػطيٝ  Aزض ایٗ ثرف فطو ٔی وٙیٓ وٝ زض ٞط ٔطحّٝ یه ثبظی پٛیب ا٘دبْ ٔی ٌیطز یؼٙی اثتسا قطوت 

ٕ٘بیس. حبَ ثب تٛخٝ ثٝ ٔفطٚيبت فٛق الساْ ثٝ حُ الساْ ثٝ ػطيٝ وبلا ٔی Aپؽ اظ ٔكبٞسٜ ٔیعاٖ ػطيٝ  Bٕ٘ٛزٜ ٚ قطوت 
 ٞبی ٔبوؿیٕیٗ زض ٞط ٔطحّٝ ثؼٙٛاٖ ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٔی ٌیطز ِصا اؾتطاتػی Aٕ٘بییٓ. اظ آ٘دبییىٝ ثبظی اظ زیس ثبظیىٗ ٔؿأِٝ ٔی
 ٌطز٘س. ٞبی ثٟیٙٝ ٔؼطفی ٔیاؾتطاتػی

 ٌطزز یؼٙی :فیىؽ ٔی X  ٚYزٚضٜ ای   nضا ثب ظطفیت ٞبی تِٛیس  nزض ٔطحّٝ  Xt  ٚYt. اثتسا ٔتغیطٞبی حبِت  1ٌبْ
              

 . تؼییٗ تٛاثغ ثطٌكت ثٟیٗ زض ٞط ٔطحّٝ 2ٌبْ
 یبثیٓ زیط ثٟیٙٝ تبثغ ٞسف زض ٔطحّٝ اَٚ ضا ٔی. زض اثتسا اظ قطٌ وٕىی ظیط قطٚع ٕ٘ٛزٜ ٚ ٔمب1ٔطحّٝ 

             
      

{    
      

         } 

 ( ٔحبؾجٝ ٌطزیسٜ اؾت.2زض خسَٚ )   ٚ    اظای ٔمبزیط ٔرتّف ٔمبزیط ثٟیٙٝ تبثغ ٞسف زض ٔطحّٝ یه ثٝ
f1ثغ ثطٌكت ثٟیٗ (: تٛا2خسَٚ قٕبضٜ )

*
(X1 ,Y1)   

4 3 2 1 0  

0 
(0  ،0) 

0 
(0  ،0) 

0 
(0  ،0) 

0 
(0  ،0) 

0 
(0  ،0) 

0 

28 
(4  ،1) 

40 
(3  ،1) 

52 
(2  ،1) 

64 
(1  ،1) 

76 
(0  ،1) 

1 

32 
(4  ،2) 

56 
(3  ،2) 

80 
(2  ،2) 

104 
(1  ،2) 

128 
(0  ،2) 

2 

32 
(4  ،2) 

56 
(3  ،2) 

84 
(2  ،3) 

120 
(1  ،3) 

156 
(0  ،3) 

3 
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32 
(4  ،2) 

56 
(3  ،2) 

84 
(2  ،3) 

120 
(1  ،3) 

160 
(0  ،4) 

4 

32 
(4  ،2) 

56 
(3  ،2) 

84 
(2  ،3) 

120 
(1  ،3) 

160 
(0  ،4) 

5 

 ٌطزز:ٔحبؾجٝ ٔی  2. ثب تٛخٝ ثٝ ٔؼبزِٝ تىطاضی ظیط ٔمبزیط ثٟیٙٝ تبثغ ٞسف ٔطح2ّٝٔطحّٝ 
             

       

{    
       

                            } 

 f2*(X2,Y2)(: تٛاثغ ثطٌكت ثٟیٗ 3قٕبضٜ ) خسَٚ

4 3 2 1 0  
0 

(0  ،0) 
0 

(0  ،0) 
0 

(0  ،0) 
0 

(0  ،0) 
0 

(0  ،0) 
0 

32 
(4  ،1) 

44 
(3  ،1) 

56 
(2  ،1) 

68 
(1  ،1) 

80 
(0  ،1) 

1 

108 
v2=0,1,2,3,4} | (v2،1}) 

120 
v2=0,1,2,3} | (v2،1}) 

132 
v2=0,1,2} | (v2،1}) 

144 
v2=0,1} | (v2،1}) 

156 
(0  ،1) 

2 

116 
(4  ،2) 

140 
(3  ،2) 

164 
(2  ،2) 

188 
(1  ،2) 

212 
(0  ،2) 

3 

168 
v2=0,1,2,3,4} | (v2،2}) 

192 
v2=0,1,2,3} | (v2،2}) 

216 
v2=0,1,2} | (v2،2}) 

240 
v2=0,1} | (v2،2}) 

264 
(0  ،2) 

4 

168 
v2=0,1} | (v2،2}) 

192 
(0  ،2) 

224 
(2  ،3) 

260 
(1  ،3) 

296 
(0  ،3) 

5 

 (، یىی اظ ٔمبزیط ثُٛض زِرٛاٜ زض ظیط ٔحبؾجٝ ٌطزیسٜ اؾت :3خٟت آقٙبیی ثب ٘حٜٛ ٔحبؾجٝ ٔمبزیط ٔٛخٛز زض خسَٚ)
           

      
{    
      

                          } 

           
      

{
 
 
 
 

 
 
 
 

   
      

(                    )                              

   
      

(                    )                          

   
      

(                    )                          

   
      

(                    )                          

   
      

(                    )                          

   
      

(                    )                         

 

f2وٝ ثب تٛخٝ ثٝ ٔحبؾجبت فٛق 
*
   ٔی قٛز وٝ اؾتطاتػی ٞبی ثٟیٙٝ   192=(5,3)

    
 ضا ٘تیدٝ ٔی زٞس.          

 ٌطزز:ٔحبؾجٝ ٔی X3  ٚY3ثب تٛخٝ ثٝ تبثغ تىطاضی ظیط ثبظای تطویجبت ٔرتّف  3. ٔمبزیط ثٟیٙٝ تبثغ ٞسف زض ٔطحّٝ  3ٔطحّٝ 
             

       

{    
       

                            } 

 ٔحبؾجٝ قٛز.  f4(5,4)ٔی ثبقس ِصا تٟٙب وبفیؿت  X4=5   ٚY4=4. اظ آ٘دبییىٝ زض ٔطحّٝ آذط 4ٔطحّٝ 
           

      
{    
      

                          } 

           
      

{
 
 
 
 

 
 
 
 

   
      

(                    )                              

   
      

(                    )                              

   
      

(                    )                              

   
      

(                    )                              

   
      

(                    )                                  

   
      

(                    )                            

 

f4ٔحبؾجبت فٛق 
*
  )ٚ اؾتطاتػی ٞبی ثٟیٙٝ  267=(5,4)

 ,   
 زٞٙس.ضا ٘تیدٝ ٔی (1,0)=( 
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 . تؼییٗ ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ ٚ ٔؿیط ثٟیٙٝ 3ٌبْ
زٚضٜ ثسؾت آٔس، اظ ا٘تٟب ثٝ اثتسا حطوت وطزٜ  4یب ثؼجبضت زیٍط ؾٛز حبنّٝ زض ٔدٕٛع  4ّٝ حبَ وٝ تبثغ ثطٌكت ثٟیٗ زض ٔطح

 ٕ٘بییٓ.ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ ٚ ٔؿیط ثٟیٙٝ ضا تؼییٗ ٔی
 (: ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ ٚ ٔؿیط ثٟیٙٝ 4خسَٚ قٕبضٜ )

 ٔطحّٝ ٔؿیط ثٟیٙٝ ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ

   
    

                       4 

   
    

                       
       

         3 

   
    

                       
       

         2 

   
    

                       
       

         1 

ٌیطی ٔی ٕ٘بیس ِصا وُ ظطفیت خٟت ٔیعاٖ ػطيٝ وبلا زض ثبظاض تهٕیٓ Bزض اثتسای ٞط زٚضٜ لجُ اظ قطوت  Aاظ آ٘دب وٝ قطوت 
ٚ ٕ٘بیس. خٟت ٘كبٖ زازٖ وبضایی تىٙیه ٔؼطفی قسٜ، ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ تحٕیُ ٔی Bثٝ قطوت  3ای ضا زض زٚضٜ زٚضٜ 4تِٛیس 

زٞس، ٔحبؾجٝ ٚ ثب ٘تبیح فٛق ای ضا وٝ تؼبزَ اؾتىّجطي ثٝ تٟٙبیی ٚ ثسٖٚ وبضثطز تىٙیه ثط٘بٔٝ ضیعی پٛیب ثسؾت ٔیٔؿیط ثٟیٙٝ
 ٌطزز.ٔمبیؿٝ ٔی

 (: ٔؿیط ثٟیٙٝ ٚ ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ حبنُ اظ تؼبزَ ٘ف ثب حطوت ضٚ ثٝ خ5ّٛخسَٚ قٕبضٜ )
 ٔطحّٝ ط ثٟیٙٝٔؿی ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ تبثغ ثطٌكت ثٟیٗ

  
             

    
                       1 

  
                     

    
                       2 

  
                    

    
                       3 

  
                    

    
                       4 

 (: ٔؿیط ثٟیٙٝ ٚ ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ حبنُ اظ تؼبزَ ٘ف ثب حطوت ضٚ ثٝ ػمت6خسَٚ قٕبضٜ )

 ٔطحّٝ ٔؿیط ثٟیٙٝ ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ تبثغ ثطٌكت ثٟیٗ

  
             

    
                       4 

  
                     

    
                       3 

  
                    

    
                       2 

  
                    

    
                       1 

ٚ ؾٛز حبنّٝ اظ  267ٌطزز ؾٛز ثسؾت آٔسٜ اظ ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ ٚ ٔؿیط ثٟیٙٝ تىٙیه تطویجی، ثطاثط ٕٞبُ٘ٛض وٝ ٔكبٞسٜ ٔی
 اؾت. 200ضٚیىطز ٘ظطیٝ ثبظی نِطف، حساوثط ثطاثط 

 تؼبزَ ٘ف
ٌیطز یؼٙی زض ٞط ٔطحّٝ ثبظیىٙبٖ ثُٛض ثیٗ ثبظیىٙبٖ نٛضت ٔیقٛز وٝ زض ٞط ٔطحّٝ یه ثبظی ایؿتب زض ایٗ لؿٕت فطو ٔی

ثبقس. ٕٞبُ٘ٛض وٝ ٔكبٞسٜ وٙٙس ٚ ٞیچ ثبظیىٙی اظ اؾتطاتػی ا٘تربثی حطیف ُّٔغ ٕ٘یٕٞعٔبٖ اؾتطاتػی ذٛیف ضا ا٘تربة ٔی
وٝ ٕٞٛاضٜ ثٝ اؾتطاتػی ٔحى قس ٌطزیس زض ضٚیىطز پٛیب اؾتطاتػی ٔبوؿیٕیٗ زض ٞط ٔطحّٝ ثٝ ػٙٛاٖ اؾتطاتػی ثٟیٙٝ ا٘تربة ٔی

ٞبی ثٟیٙٝ ٞط ٔطحّٝ اظ َطیك ٔحبؾجٝ تؼبزَ ٘ف ٔبتطیؽ پطزاذت ثبظی حبنُ اظ ٌطزیس. زض ضٚیىطز ایؿتب اؾتطاتػیٔٙدط ٔی
ٌطزز ِصا ایٗ أىبٖ ٚخٛز زاضز وٝ زض ثؼًی ٔطاحُ ٔبتطیؽ پطزاذت ثبظی حبنُ اظ ٔؼبزلات تىطاضی ٕٞبٖ ٔطحّٝ ٔحبؾجٝ ٔی

اضی ٔطحّٝ ٔعثٛض فبلس ٘مُٝ تؼبزَ ٔحى ثبقس وٝ زض ایٙهٛضت ثبیؿتی تؼبزَ ٘ف ٔرتٍّ ثبظی ضا ٔحبؾجٝ ٕ٘ٛز. ٔؼبزلات تىط
  یب ثؼجبضت زیٍط ٔحبؾجٝ تبثغ ثطٌكت ثٟیٗ  tثُٛض ٔثبَ خٟت ٔحبؾجٝ ٔمساض ثٟیٙٝ تبثغ ٞسف زض ٔطحّٝ 

، ثبیؿتی          
 ضا ٔحبؾجٝ ٕ٘ٛز : ٘مُٝ تؼبزَ ٘ف ٔبتطیؽ پطزاذت ظیط

[
                                           

   
                                       

] 

ت ٚ ٘حٜٛ پیكطٚی ٔطاحُ زلیمبً ثب ضٚیىطز پٛیب ُٔبثمت اٌط ٔبتطیؽ پطزاذت فٛق زاضای ٘مُٝ تؼبزَ ٘ف ٔحى ثبقس وٝ ٔحبؾجب
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ذٛاٞس زاقت أب اٌط ٔبتطیؽ پطزاذت فٛق فبلس ٘مُٝ تؼبزَ ٘ف ٔحى ثبقس ثبیس ٘مُٝ تؼبزَ ٘ف ٔرتٍّ ضا ٔحبؾجٝ ٕ٘ٛز. ثطای 
 ,Hamdy Taha) ذُی اؾتفبزٜ ٕ٘ٛزضیعیتٛاٖ اظ ضٚـ ثط٘بٔٝحُ ٔبتطیؽ پطزاذت فٛق ٚ یبفتٗ ٘مُٝ تؼبزَ ٘ف، ٔی

 ثٝ نٛضت ظیط ثبقس : LPحبَ فطو وٙیس وٝ حُ ثٟیٙٝ ٔبتطیؽ پطزاذت فٛق ثٝ ضٚـ . (1976
             ((  

    
       

 ) (  
    

       
 )          ) 

 ِصا ٘تیدٝ ٔی قٛز وٝ 

   
    

   (∑   
 

  

   

 ∑    
 

  

   

) 

 ٚ( ٔسَ وٙتطَ ثٟیٙٝ ثبظیٟبی زٚٔبتطیؿی
زٚ٘فطٜ ثب  یٟبیأب زض ٔٛضز ثبظ سیٌطز یؾبظ بزٜیزٚ٘فطٜ ثب ٔدٕٛع ثبثت پ یٟبیثبظ یثط ضٚتب ثٝ ایٙدب اضائٝ قسٜ  یتٕیاٍِٛض ىطزیضٚ

ِصا ثٝ  ٓیٞؿت بٔسیظٚج پ هیپطزاذت قبٞس  ؽیٔبتط یٞب ٝیاظ زضا هیاظ آ٘دب وٝ زض ٞط ی ؿیطزٚٔبت یٟبیثبظ بی 1ثبثت طیٔدٕٛع غ
ثٝ  فیذٛ ٓیتهٕ طیػلاٜٚ ثط ٔتغ ىٗیتبثغ ٞسف ٞط ثبظ ىٝیی. اظ آ٘دباؾت بظیزض حُ ٔؿأِٝ ٘ یتىطاض بزِٝٚ زٚ ٔؼ یزٚ قطٌ وٕى

زٚ تبثغ ٞسف ٚخٛز  یثبقس، أىبٖ حُ ٔدعایٚاثؿتٝ ٔ عی٘ فیحط یاتربش یثٝ اؾتطاتػ ٍطیثؼجبضت ز بی ٍطیز ىٗیثبظ ٓیتهٕ طیٔتغ
زض ایٗ ثرف ضٚیىطز اٍِٛضیتٕی  .طزیلطاضٌ یٔطاحُ ٔٛضز ثطضؾ یكطٚیپ حٜٛتؤاْ تٛاثغ ٞسف ٚ ٘ یؾبظ ٙٝیثٟ یؿتی٘ساضز وٝ ثب

ثطذلاف ثبظیٟبی ٔبتطیؿی ٌطزز. اضائٝ قسٜ ثطای حُ ٔؿبئُ وٙتطَ ثٟیٙٝ ٌؿؿتٝ، ثط ضٚی ثبظی ٞبی زٚ ٔبتطیؿی پیبزٜ ؾبظی ٔی
وٝ یه ثبظیىٗ زض پی ٔبوعیٕٓ ٕ٘ٛزٖ ؾٛز ٚ ثبظیىٗ زیٍط زض پی ٔیٙیٕٓ ٕ٘ٛزٖ ظیبٖ ذٛیف اؾت، زض ثبظیٟبی زٚٔبتطیؿی ػّی 
ضغٓ تأثیط ٔتمبثُ تهٕیٕبت َطفیٗ زض پیبٔس زضیبفتی، ٞط زٚ ثبظیىٗ زض پی ٔبوعیٕٓ ٕ٘ٛزٖ ؾٛز زضیبفتی اظ ا٘دبْ ثبظی ٞؿتٙس ِصا 

 آیس:ٞسف ثبظی ثهٛضت ظیط زض ٔیتبثغ 

    
  

∑          

 

   

   
  

∑         

 

   

  

∑  

 

   

             ∑  

 

   

   

 ػسز نحیح             

 زض ٘ظط ثٍیطیس: ضا tثبظی زٚٔبتطیؿی ظیط زض ٔطحّٝ 

[
                                 

   
                                     

] 

 ٌطزز.حطوت ضٚ ثٝ خّٛ ٔیحبَ ثب تٛخٝ ثٝ ٔبتطیؽ ثبظی فٛق  الساْ ثٝ ٔسِؿبظی ثط٘بٔٝ ضیعی پٛیبی ٔؿأِٝ ثب 
 . تؼطیف تٛاثغ ٚ ٔتغیطٞب1ٔطحّٝ 

 تؼییٗ حسٚز ثبلایی ٚ پبییٙی ٔتغیطٞبی حبِت ٚ تهٕیٓ ٚ ٌؿؿتٝ وطزٖ ٔتغیطٞب ثیٗ حسٚز. 2ٔطحّٝ 
                                                     
                                                      

 ىی. تؼییٗ ٔؼبزِٝ تىطاضی ٚ قطٌٚ و3ٕٔطحّٝ 
             

       

          

             
       

          

                                                 
1
 Two-Person  Nonconstant-Sum  Games 

 tزٚضٜ  ٔتغیطٞبی تهٕیٓ ٔتغیطٞبی حبِت تٛاثغ ثطٌكت ثٟیٗ

             ∑   

 

   
 1ثبظیىٗ     

             ∑   

 

   
 2 ثبظیىٗ    
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{                            } 

             
       

{                           } 

تٟٙب ٔكىُ ٔٛخٛز زض حُ ٔسَ اضائٝ قسٜ، ثٟیٙٝ ؾبظی ٕٞعٔبٖ زٚ تبثغ ٞسف فٛق اؾت. اظ آ٘دبییىٝ تبثغ ٞسف ٞط ثبظیىٗ ػلاٜٚ 
یط تهٕیٓ ذٛیف ثٝ ٔتغیط تهٕیٓ ثبظیىٗ زیٍط یب ثؼجبضت زیٍط ثٝ اؾتطاتػی اتربشی حطیف ٘یع ٚاثؿتٝ ٔی ثبقس، أىبٖ حُ ثط ٔتغ

ٌطزز ثٝ ایٙهٛضت ٔدعای زٚ تبثغ ٞسف فٛق ٚخٛز ٘ساضز ِصا خٟت ثٟیٙٝ ؾبظی تٛأْ تٛاثغ ٞسف اظ ٔفْٟٛ تؼبزَ ٘ف اؾتفبزٜ ٔی
زلات تىطاضی ثب ٔتس ثط٘بٔٝ ضیعی پٛیب پیف ٔی ضٚیٓ ٚ ثٟیٙٝ تٛأْ تٛاثغ ٞسف زض ٞط یه وٝ اظ قطٌٚ وٕىی قطٚع ٕ٘ٛزٜ ٚ ثب ٔؼب

یبثیٓ. ثُٛض ٔثبَ ٘مُٝ تؼبزَ ٘ف ثبظی زٚٔبتطیؿی ظیط، اظ ٔطاحُ ضا ثب یبفتٗ تؼبزَ ٘ف ٔبتطیؽ ثبظی حبنُ اظ تٛاثغ تىطاضی ٔی
ftیب ثؼجبضت زیٍط  tٔمساض ثٟیٙٝ تٛاثغ ٞسف زض ٔطحّٝ 

*
(Xt , Yt)  ٚgt

*
(Xt , Yt) زٞس.ضا ثسؾت ٔی 

[
                                           

   
                                       

] 

[
                                           

   
                                       

] 

 یبثیٓ. ، اظ ا٘تٟب ثٝ اثتسا حطوت ٕ٘ٛزٜ ٚ ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ ٚ ٔؿیط ثٟیٙٝ ضا ٔی nزضٟ٘بیت ٚ ثب ضؾیسٖ ثٝ ٔطحّٝ 
 ظ( ٔثبَ ػسزی

وٙٙس ثبظاض ٔطثٌٛ ثٝ یه ٔحهَٛ ذبل ضا وٙتطَ ٔی A  ٚBضا زض٘ظط ثٍیطیس وٝ زض آٖ زٚ قطوت  1سَ ا٘حهبض زٚ لُجی وٛض٘ٛٔ
(Straffin, 1993) . ٞطزٚ قطوت ایٗ ٞسف ضا ز٘جبَ ٔی وٙٙس وٝ چٝ ٔیعاٖ وبلا ضا زض ٞط زٚضٜ ثب تٛخٝ ثٝ ظطفیت تِٛیسn 

قٛز وٝ ؾیىُ ظ٘سٌی زٚضٜ حساوثط ٕ٘بیٙس. ٔدسزاً فطو ٔی nف ضا زض ٔدٕٛع ایٗ ای ثٝ ثبظاض ػطيٝ ٕ٘ٛزٜ تب ؾٛز ذٛیزٚضٜ
-ٔحهَٛ ٔٛضز ٘ظط یىؿبِٝ ثٛزٜ ٚ قطوتٟب ثبیؿتی ٘ؿجت ثٝ ٔیعاٖ تِٛیس ٔحهَٛ زض ٞط یه اظ فهَٛ چٟبضٌب٘ٝ ؾبَ تهٕیٓ

ٞعاض  5ٞعاض ٚاحس ٚ قطوت زْٚ ثطاثط ثب  7ٌطززوٝ ظطفیت تِٛیس ؾبِیب٘ٝ قطوت اَٚ ثطاثط ثب ٌیطی ٕ٘بیٙس. ػلاٜٚ ثط ایٗ فطو ٔی
 ٚاحس اظ ٔحهَٛ ٔٛضز ٘ظط اؾت. ٔتغیطٞبی ٔؿأِٝ ضا ثهٛضت ظیط تؼطیف ٔی وٙیٓ:

  t : لیٕت ٞط لّٓ ٔحهَٛ زض زٚضٜ      t )ثطحؿت ٞعاض(زض زٚضٜ Aٔیعاٖ ػطيٝ قطوت :   
 زض زٚضٜ A :ؾٛز )ثطحؿت ٞعاض زلاض( قطوت           t )ثطحؿت ٞعاض(زض زٚضٜ Bٔیعاٖ ػطيٝ قطوت :   

t  
 زض زٚضٜ B :ؾٛز )ثطحؿت ٞعاض زلاض( قطوت            t زض زٚضٜ A ٞعیٙٝ ٔتٛؾٍ تِٛیس ٞط لّٓ وبلا ثطای قطوت :   

t  
   t زض زٚضٜ B ٞعیٙٝ ٔتٛؾٍ تِٛیس ٞط لّٓ وبلا ثطای قطوت :   

( ثطآٚضز ٌطزیسٜ وٝ ثب تٛخٝ ثٝ تٛاثغ ؾٛز تؼطیف قسٜ، ٔبتطیؽ پطزاذت 7ٛاثغ ؾٛز قطوتٟب زض ٞط یه اظ فهَٛ ؾبَ زضخسَٚ)ت
 ( آٔسٜ اؾت.8ثبظی ٔطاحُ چٟبضٌب٘ٝ ضا ٔحبؾجٝ ٚ ٘تیدٝ زض خسَٚ)

  A  ٚB(: تٛاثغ ٞعیٙٝ، لیٕت ٚ ؾٛز قطوتٟبی 7قٕبضٜ ) خسَٚ

 ٔطحّٝ تٛاثغ ٞعیٙٝ تبثغ لیٕت تٛاثغ ؾٛز
                             

    
        

                             
    

        
                

             
  

             
  

1 

                              
    

        
                             

    
        

                
             

  
             

  
2 

                             
    

        
                             

    
        

                
             

  
             

  
3 

                             
    

        
                             

    
        

                
             

  
             

  
4 

 (: ٔبتطیؽ پطزاذت ثبظی ٔطاحُ چٟبضٌب8ٝ٘) قٕبضٜ خسَٚ
 1ٔبتطیؽ ثبظی ٔطحّٝ  2ٔبتطیؽ ثبظی ٔطحّٝ 

                                                 
1
 Cournot’s Duopoly model 
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4 3 2 1 0  4 3 2 1 0  

00204 00186 00142 0078 000 0 00192 00177 00136 0075 000 0 

630172 710162 790126 87070 9500 1 590160 670153 750120 83067 9100 1 

1120140 1280138 1440110 160062 17600 2 1040128 1200129 1360104 152059 16800 2 

1410108 1650114 189094 213054 23700 3 129096 1530105 177088 201051 22500 3 

144076 176090 208078 240046 27200 4 128064 160081 192072 224043 25600 4 

115044 155066 195062 235038 27500 5 95032 135057 175056 215035 25500 5 

 3ٔبتطیؽ ثبظی ٔطحّٝ  4ٔبتطیؽ ثبظی ٔطحّٝ 

4 3 2 1 0  4 3 2 1 0  

00160 00153 00120 0067 000 0 00176 00165 00128 0071 000 0 

530128 610129 690104 77059 8500 1 550144 630141 710112 79063 8700 1 

92096 1080105 124088 140051 15600 2 960112 1120117 128096 144055 16000 2 

111064 135081 159072 183043 20700 3 117080 141093 165080 189047 21300 3 

104032 136057 168056 200035 23200 4 112048 144069 176064 208039 24000 4 

6500 105033 145040 185027 22500 5 75016 115045 155048 195031 23500 5 

 حُ ثبظی ثب تؼبزَ ٘ف ٔحى
 قٛز یؼٙی :فیىؽ ٔی X  ٚYزٚضٜ ای   nثب ظطفیت ٞبی تِٛیس  nزض ٔطحّٝ    ٚ    . اثتسا ٔتغیطٞبی حبِت  1ٌبْ

              
 طحّٝ. تؼییٗ تٛاثغ ثطٌكت ثٟیٗ زض ٞط ٔ 2ٌبْ

 ٌطزز:ثب اؾتفبزٜ اظ قطٌٚ وٕىی ٚ ٔؼبزلات تىطاضی ظیط ٔمبزیط ثٟیٙٝ تبثغ ٞسف ثبظیىٙبٖ زض ٞط ٔطحّٝ ٔحبؾجٝ ٔی
             

       

          

             
       

          

             
       

{                            } 

             
       

{                           } 

  ( اظ ٔبتطیؽ تٛاثغ ثطٌكت ثٟیٗ 5،4، زضایٝ )ثٟیٙٝ تٛاثغ ٞسف زض ٞط ٔطحّٝحٜٛ ٔحبؾجٝ ٔمبزیط خٟت آقٙبیی ثب ٘
         

 ثُٛض زِرٛاٜ زض ظیط ٔحبؾجٝ قسٜ اؾت.
4 3 2 1 0  

2560204 2240229 1920214 1600159 160081 0 

3190172 2950205 2710198 2470151 255081 1 

3370140 3290189 3210198 3130167 3290105 2 

3090108 3170173 325*,198*
 3330183 3570129 3 

235076 2590157 2830198 3070199 3310160 4 

115044 1550141 1950198 2350215 2750192 5 

 زٞس:ثسؾت ٔیٞبی ثٟیٙٝ ظیط ضا ٘مُٝ تؼبزَ ٘ف ٔحبؾجٝ قسٜ زض ٔبتطیؽ پطزاذت فٛق ، ٔمبزیط ثٟیٙٝ تٛاثغ ٞسف ٚ اؾتطاتػی
(  

         
      )                   

    
         

وٙس. وفبیت ٔی        ٚ         ٔی ثبقس ِصا زض ٔطحّٝ آذط تٟٙب ٔحبؾجٝ  X4=7  ٚY4=5اظ آ٘دبییىٝ زض ٔطحّٝ چٟبضْ 
 زٞس:، ٘مبٌ تؼبزَ ٘ف ٚ اؾتطاتػی ٞبی ثٟیٙٝ ظیط ضاثسؾت ٔی        ٚ         ٔبتطیؽ پطزاذت حبنُ اظ تٛاثغ تىطاضی 

(  
         

      )                   
    

         

(  
         

      )                   
    

         

 . تؼییٗ ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ ٚ ٔؿیط ثٟیٙٝ 3ٌبْ
یط ثٟیٙٝ تٛاثغ ٞسف زض ٞط یه اظ ٔطاحُ ٔحبؾجٝ ٌطزیس، اظ ا٘تٟب ثٝ اثتسا حطوت ٕ٘ٛزٜ ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ ٚ حبَ وٝ ٔمبز
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 ٕ٘بییٓ.ٔؿیط ثٟیٙٝ ضا ٔكرم ٔی
 (: ز٘جبِٝ تهٕیٕبت ٚ ٔؿیطٞبی ثٟی9ٝٙخسَٚ قٕبضٜ )

 1ٔؿیط ثٟیٙٝ 

 ٔطحّٝ ٔؿیط ثٟیٙٝ ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ تٛاثغ ثط ٌكت ثٟیٗ

            
   

    
                       4 

   
    

                       3 

            
   

    
                       2 

   
    

                       1 

2ٔؿیط ثٟیٙٝ   

 ٔطحّٝ ٔؿیط ثٟیٙٝ ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ ثط ٌكت ثٟیٗ تٛاثغ

            
   

    
                       4 

   
    

                       3 

            
   

    
                       2 

   
    

                       1 

ای ضا وٝ تؼبزَ ٘ف ثٝ تٟٙبیی ٚ ثسٖٚ وبضثطز خٟت ٘كبٖ زازٖ وبضایی تىٙیه ٔؼطفی قسٜ، ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ ٚ ٔؿیط ثٟیٙٝ
 ٌطزز.زٞس، ٔحبؾجٝ ٚ ثب ٘تبیح فٛق ٔمبیؿٝ ٔیضیعی پٛیب ثسؾت ٔیتىٙیه ثط٘بٔٝ

 ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ حبنُ اظ تؼبزَ ٘ف ثب حطوت ضٚ ثٝ خّٛ(: ٔؿیط ثٟیٙٝ ٚ 10خسَٚ قٕبضٜ )

 ٔطحّٝ ٔؿیط ثٟیٙٝ ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ تبثغ ثطٌكت ثٟیٗ

(               )              
    

                       1 

(               )               
    

                       2 

(               )               
    

                       3 

(               )               
    

                       4 

 : ٔؿیط ثٟیٙٝ ٚ ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ حبنُ اظ تؼبزَ ٘ف ثب حطوت ضٚ ثٝ ػمت(11خسَٚ قٕبضٜ )

 ٔطحّٝ ٔؿیط ثٟیٙٝ ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ تبثغ ثطٌكت ثٟیٗ

(               )              
    

                       4 

(               )               
    

                       3 

(               )               
    

                       2 

(               )               
    

                       1 

ٔكبٞسٜ ٔی ٌطزز وٝ ٘تبیح ثسؾت آٔسٜ اظ تىٙیه تطویجی، ٘ؿجت ثٝ اؾتفبزٜ نِطف اظ تؼبزَ ٘ف، ٘تبیح ثؿیبض ُّٔٛثتطی ضا ثسؾت 
 زٞس.ٔی

 حُ ثبظی ثب تؼبزَ ٘ف ٔرتٍّ
َ ٕٞبُ٘ٛض وٝ ٔلاحظٝ ٌطزیس زض ٔثبَ فٛق ٔبتطیؽ پطزاذت ثبظی حبنُ اظ ٔؼبزلات تىطاضی زض تٕبٔی ٔطاحُ زاضای ٘مُٝ تؼبز

٘ف ٔحى ثٛز أب اٌط ٔبتطیؽ پطزاذت ثبظی حبنُ اظ ٔؼبزلات تىطاضی زض ثطذی ٔطاحُ فبلس ٘مُٝ تؼبزَ ٘ف ٔحى ثبقس 
وٙس ٚ تٟٙب ثبیؿتی ٘مُٝ تؼبزَ ٘ف ٔرتٍّ ضا ٔحبؾجٝ ٕ٘ٛز. فطو وٙیس وٝ ٔحبؾجبت ٚ ضٚ٘س پیكطٚی ٔطاحُ تغییط چٙسا٘ی ٕ٘ی

فبلس ٘مُٝ تؼبزَ ٘ف ٔحى ثبقس. خٟت ؾِٟٛت ٕ٘بیف ٔؼبزلات  tی ٔطحّٝ ٔبتطیؽ پطزاذت ثبظی حبنُ اظ ٔؼبزلات تىطاض
   )ٌطزز ظٚج پیبٔسٞبی ٔٛخٛز زض ٔبتطیؽ پطزاذت ثب ٔطثَٛٝ وٝ ثٝ ٔحبؾجٝ تؼبزَ ٘ف ٔرتٍّ ٔٙدط ٔی

     
ٕ٘بیف زازٜ  ( 

  قٛز وٝ زض آٖ :ٔی
   
                          

   
                          

 ضٚـ ٔحبؾجٝ پیبٔسٞب ٚ اؾتطاتػی ٞبی ٔرتٍّ ثبظیىٙبٖ ثسیٗ نٛضت اؾت وٝ ثب ترهیم احتٕبلات
   (  

    
       

  )   ثٝ ؾُطٞب ٚ   ( 
    

       
 ثهٛضت  Aثٝ ؾتٟٛ٘ب، زضیبفتی ٔٛضز ا٘تظبض ثبظیىٗ  ( 
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      ∑∑  

    
   

 

  

   

  

   

 

 ثٝ نٛضت ظیط زض ٔی آیس  Bٚ زضیبفتی ٔٛضزا٘تظبض ثبظیىٗ 

    
      ∑∑  

    
   

 

  

   

  

   

 

 .(Kelly, 2003)تؼبزَ ٘ف ٔرتٍّ ثبظی ٔی تٛا٘س اظ حُ ٔؼبزلات ٔكتك خعئی ظیط حبنُ ٌطزز 

{
 
 

 
 
   

   
                          

   

   
                          

 

 یٓ زاقت :وٝ زض ٔؼبزلات فٛق ذٛاٞ

∑  
          

                    

  

   

 

∑  
          

                    

  

   

 

 ثهٛضت ظیط ٔحبؾجٝ ٔی ٌطزز: tپؽ اظ حُ ٔؼبزلات فٛق ٚ تؼییٗ اؾتطاتػی ٞبی ٔرتٍّ، اؾتطاتػی ٞبی ثٟیٙٝ ٔطحّٝ 

   
    

   (∑   
 

  

   

 ∑   
 

  

   

) 

٘یع ثهٛضت ظیط لبثُ حهَٛ  tتٛاثغ ثطٌكت ثٟیٗ ٔطحّٝ    ٚ    ٞبی ٔرتٍّ ٔحبؾجٝ قسٜ زض تٛاثغ ثب خبیٍعیٙی اؾتطاتػی
 اؾت:

  
             

      
  

             
      

 ٞبی پیٛؾتٝح( ٔسَ وٙتطَ ثٟیٙٝ ثبظی
زٞیٓ. ثسیٗ ٞبی پیٛؾتٝ تٛؾؼٝ ٔیٞبی ثب ٔدٕٛػٝ اؾتطاتػیزض ایٗ ثرف ٔتس تّفیمی ُٔطح قسٜ زض ثرف ٞبی لجّی ضا ثٝ ثبظی

ضی ثبظاض ٔطثٌٛ ثٝ یه ٔحهَٛ ذبل ضا زض اذتیبض زاض٘س. ٌطزز وٝ زض آٖ زٚ قطوت ثٝ َٛض ا٘حهبٔٙظٛض اظ ٔسَ وٛض٘ٛ اؾتفبزٜ ٔی
زٚضٜ ای تهٕیٓ ٌیطی ٕ٘بیٙس  nٞط یه اظ قطوتٟب ثبیؿتی ٘ؿجت ثٝ ٔیعاٖ تِٛیس ٔحهَٛ ٔٛضز ٘ظط زض ٞط زٚضٜ اظ یه ثبظٜ 

 ٙس.( حساوثط ٕ٘بی X  ٚYزٚضٜ ای  nزٚضٜ )ثب تٛخٝ ثٝ ظطفیت تِٛیس  nای وٝ ؾٛز ذٛیف ضا زض ٔدٕٛع ایٗ ثٍٛ٘ٝ
 زٚضٜ ای ثب زض٘ظطٌطفتٗ ٘طخ تٙعیُ nٔسَ وٛض٘ٛ 

 ثهٛضت ظیط ثبقس: tٞب زض زٚضٜ فطو وٙیس تٛاثغ ؾٛز قطوت

              (          
      ) 

              (          
      ) 

یطٞب ، قطٌٚ وٕىی ٚ ٔؼبزلات تىطاضی زض ایٗ ثرف زلیمبً ُٔبثك ثب تؼبضیف ٔٛخٛز زض ثرف لجّی ٔی ثبقٙس ثب ایٗ تفبٚت وٝ ٔتغ
 فًبی تهٕیٓ اظ حبِت ٌؿؿتٝ ثٝ حبِت پیٛؾتٝ تغییط یبفتٝ اؾت. 

 ٕ٘بییٓ :. زض ٔطحّٝ اَٚ اظ قطٌٚ وٕىی ظیط ثطای ثسؾت آٚضزٖ ٔمبزیط ثٟیٙٝ تبثغ ٞسف اؾتفبزٜ ٔی1ٔطحّٝ 
             

     

             
     

{           
       } 

             
     

             
     

{           
       } 

تٛاٖ اظ حُ ٕٞعٔبٖ ٔؼبزلات تىطاضی ظیط ثسؾت ٞبی ثٟیٙٝ زض ٔطحّٝ زْٚ ضا ٔی. ٔمبزیط ثٟیٙٝ تٛاثغ ٞسف ٚ اؾتطاتػی2ٔطحّٝ 
 آٚضز:
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{                          }

     
       

{        
  (                 )                 

           
      } 

              
       

{                          }

     
       

{        
  (                 )                         

   
      } 

 حبَ خٟت تؼییٗ اؾتطاتػی ٞبی ثٟیٙٝ اظ تٛاثغ فٛق ٔكتك ٔی ٌیطیٓ . ٔكتمبت خعئی ٔطثَٛٝ زض ظیط ٔحبؾجٝ ٌطزیسٜ اؾت:
   
   

           (                 )            

   

   

           (                 )            

 زٞس :ٞبی ثٟیٙٝ ظیط ضا ثسؾت ٔیحُ ٕٞعٔبٖ زؾتٍبٜ ٔؼبزلات فٛق، اؾتطاتػی

  
  

          

      
 

  

   
 

  
  

          

      
 

  
   

 

 ٌطز٘س :ثب خبیٍصاضی ٔمبزیط فٛق زض ٔؼبزلات تىطاضی، ٔمبزیط ثٟیٙٝ تٛاثغ ٞسف زض ٔطحّٝ زْٚ ثهٛضت ظیط ٔحبؾجٝ ٔی

          
            

      
 

       

     
   

 

     
  

  
 

     
     

          
            

      
 

       

     
   

 

     
  

  
 

     
     

بٜ  تٛاثغ ثطٌكت ثٟیٗ تؼطیف قسٜ، ٞب ٘بٔٙفی قٛ٘س، آٍ٘   ٞب ٚ    وٙیٓ وٝ اٌط پبضأتطٞبی ثبظی ثٍٛ٘ٝ ای ثبقٙس وٝ ازػب ٔی
 زٞٙس:اْ ثسؾت ٔی nٞبی ثٟیٙٝ ٚ تٛاثغ ٞسف ثٟیٙٝ ظیط ضا زض ٔطحّٝ اؾتطاتػی

  
  

 

∑      
   

(
( ∑      

          )      

 
   ) 

  
  

 

∑      
   

(
( ∑      

          )      

 
   ) 

          
    

∑      
   

            
              

          
    

∑      
   

            
              

 ٌطزز :فٛق ثهٛضت ظیط تؼطیف ٔی زض تٛاثغ rnوٝ 

      
[    (∏ (∑    

   )   
   ) ( ∑      

          )
 

  ∑      
           ]       

 (∏ (∑    
   )   

   )
 

 آٔسٜ اؾت. 1اثجبت ازػبی فٛق زض پیٛؾت 
 ٚضزٖ ز٘جبِٝ تهٕیٓ ثٟیٙٝ ٚ ٔؿیط ثٟیٙٝ ، اظ ا٘تٟب ثٝ اثتسا حطوت ٕ٘ٛزٜ ٚ ثب اؾتفبزٜ اظ زیٙبٔیه ٔؿأِٝ، حبَ خٟت ثسؾت آ

ثبقس ِصا ثب خبیٍصاضی ٔی     ٚ      اْ  nزا٘یٓ وٝ زض ٔطحّٝ آٚضیٓ. ٔیٞبی ثٟیٙٝ زض ٞط ٔطحّٝ ضا ثسؾت ٔیاؾتطاتػی
  اْ یؼٙی  nّٝ آٟ٘ب، ٔتغیطٞبی تهٕیٓ ثٟیٙٝ زض ٔطح

     ٚ  
 آیٙس. ؾپؽ ثب اؾتفبزٜ اظ زیٙبٔیه ٔؿأِٝ یؼٙیثسؾت ٔی  

ٌطز٘س. ثب تؼییٗ ٔتغیطٞبی ٔحبؾجٝ ٔی    ، ٔتغیطٞبی حبِت ٔطحّٝ لجُ یؼٙی             ٚ             
ٕٞیٗ تطتیت پیف ضفتٝ ٚ آیٙس. ثٝی تهٕیٓ ثٟیٙٝ زض ٔطحّٝ ٔٛضز ٘ظط ثسؾت ٔیٚ خبیٍصاضی آٟ٘ب ، ٔتغیطٞب    حبِت ٔطحّٝ 

 ٌطز٘س.ٔتغیطٞبی تهٕیٓ ثٟیٙٝ زض ٞط ٔطحّٝ حبنُ ٔی
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ٌطزز ایٗ اؾت وٝ زض نٛضت ػسْ زض٘ظط ٌطفتٗ ٘طخ تٙعیُ )یؼٙی زض قطایُی وٝ ٘ىتٝ خبِت تٛخٟی وٝ اظ ٘تبیح فٛق حبنُ ٔی
ٌطزز. یؼٙی ضٚـ ثىبضٌطفتٝ قسٜ، تٛاثغ ٞسف زٚضٜ خٟت ػطيٝ پیكٟٙبز ٔی nنٛضت ٔؿبٚی زض  ثبقس( وُ ظطفیت تِٛیس ثٝ    

 زٞس:اْ ثسؾت ٔی nٞبی ثٟیٙٝ ظیط ضا زض ٔطحّٝ ثٟیٙٝ ٚ اؾتطاتػی

  
    

      
  

 

 
 

  
    

      
  

 

 
 

               
 

 
   

 

 
   

               
 

 
   

 

 
   

 نتایج و بحث -3
تطیٗ ٔؿبئّی اؾت وٝ زض ز٘یبی أطٚظی پػٚٞكٍطاٖ ٞبی التهبزی یىی اظ ٌٟٔٓیطی ثٍٙبٜتحّیُ ثبظاض ضلبثتی ٚ وٕه ثٝ تهٕیٓ

ٞبی ٞب زض ثبظاض ضلبثت، ٔسیطاٖ ثٍٙبٜٚضی ٚ ثمبی ؾبظٔبٖٞب ثط ؾٛزآضٚ ٞؿتٙس. ثٝ زِیُ تأثیط ایٗ تهٕیٓالتهبزی ثب آٖ ضٚثٝ
ٞب ثبیس ثب وٙتطَ ٚ تؼییٗ ٔمساض ثٟیٙٝ ایٗ ٔتغیطٞب ثتٛا٘ٙس زض ٞط زٚضٜ ثٟتطیٗ ٞب آٌبٜ ٞؿتٙس. آٖالتهبزی اظ إٞیت ایٗ تهٕیٓ

اضائٝ قسٜ زض ایٗ پػٚٞف، ضاٞجطزٞبی  تهٕیٓ ضا ثٝ ٔٙظٛض ثمبء زض ػطنٝ ضلبثت ثٍیط٘س. تىٙیه تّفیمی ٘ظطیٝ ثبظی ٚ وٙتطَ ثٟیٙٝ
ٌیطی یىپبضچٝ اضائٝ قسٜ اؾت وٝ زٚ چبضچٛة تحّیّی انّی  زض ایٗ پػٚٞف، یه ٔسَ تهٕیٕٓ٘بیس. ثٟیٙٝ ضا ثٝ ثبظیىٙبٖ اضائٝ ٔی

ؼبَ زض ٞبی ف وٙس. ایٗ ٔسَ ثٝ قطوت ٞبی غیطٕٞىبضا٘ٝ ضا ثب یىسیٍط تطویت ٔی ظٔبٖ ٚ ٘ظطیٝ ثبظی یؼٙی وٙتطَ ثٟیٙٝ ٌؿؿتٝ
ای وٝ ٞٓ اٞساف ذٛز ضا  ٌٛ٘ٝ ای اتربش وٙٙس؛ ثٝ ای ثٟیٙٝ ٞبی تِٛیس چٙسزٚضٜ وٙس تب تهٕیٓ وٕه ٔی لُجیزٚ ا٘حهبضی ثبظاضٞبی

٘ٛآٚضی انّی ایٗ پػٚٞف زض ازغبْ چبضچٛة وٙتطَ  .ٞبی اؾتطاتػیه ضلیت ضا َی ظٔبٖ زض ٘ظط ثٍیط٘س ز٘جبَ وطزٜ ٚ ٞٓ ٚاوٙف
نٛضت ٔدعا ثطضؾی  ٞب ٟ٘فتٝ اؾت. زض حبِی وٝ ثیكتط ُٔبِؼبت پیكیٗ ایٗ زٚ ضٚیىطز ضا ثٝ ی ٘ظطیٝ ثبظیؾبظ ثٟیٙٝ ٌؿؿتٝ ثب ٔسَ

ٞب  ٞبی ؾٙتی ٘ظطیٝ ثبظی ا٘س، ٔسَ حبيط تلاـ زاضز ایٗ زٚ زیسٌبٜ ضا زض لبِت یه ٔسَ پٛیب ٚ وبضثطزی تّفیك وٙس. ٔسَ وطزٜ
ٞبی وٙتطَ ثٟیٙٝ ولاؾیه، ضفتبض ضاٞجطزی ضلجب ضا نطیحبً ٚاضز  ی زیٍط، ٔسٌَیط٘س ٚ اظ ؾٛ اغّت خٙجٝ پٛیبیی ظٔبٖ ضا ٘بزیسٜ ٔی

ای ٌؿؿتٝ زض ََٛ  وٙٙس. ایٗ پػٚٞف ایٗ ذلأ ضا ثب ٔسِی وٝ ضلبثت زٚ قطوت ضا زض لبِت یه ثبظی چٙسٔطحّٝ ٔحبؾجبت ذٛز ٕ٘ی
ٌیطز ٚ زض ػیٗ  تهٕیٓ ثٟیٙٝ ذٛز ضا ٔی وٙس، ثطَطف وطزٜ اؾت. زض ایٗ ثبظی، ٞط قطوت زض ٞط زٚضٜ ظٔب٘ی ظٔبٖ ٔسِؿبظی ٔی

ٔب٘ٙس ٔٙبثغ  زض چبضچٛة وٙتطَ ثٟیٙٝ ٌؿؿتٝ، تىبُٔ ٔتغیطٞبی حبِت .زٞس حبَ، ثٝ ضفتبض احتٕبِی ضلیت ٘یع ٚاوٙف ٘كبٖ ٔی
 ٞب زض فٛانُ ظٔب٘ی ٔكرم )ٔثلاً ٌیطی قٛز. تهٕیٓ ؾبظی ٔی ٔب٘سٜ، ٔٛخٛزی وبلا یب تِٛیس تدٕؼی، زض ََٛ ظٔبٖ ٔسَ ثبلی

قٛز. ٘ىتٝ ٟٔٓ آٖ اؾت وٝ ظٔبٖ  ٞبی آتی نطیحبً زض ٘ظط ٌطفتٝ ٔی ٞب ثط زٚضٜ ٌیط٘س ٚ اثط آٖ فهّی یب ؾبلا٘ٝ( نٛضت ٔی
ٞبی پیكیٗ وٝ ٘مف ظٔبٖ ضا  قٛز، ثطذلاف ثطذی ٔسَ ػٙٛاٖ یه پبضأتط ٔؿتمُ ٚ غیطلبثُ وٙتطَ زض ٘ظط ٌطفتٝ ٔی ثٝ

ٚیػٜ زض نٙبیؼی  وٙس، ثٝ ٞبی تِٛیسی ضا فطاٞٓ ٔی تطی اظ تهٕیٓ ٌطایب٘ٝ ٔسِؿبظی ٚالغ وطز٘س. ایٗ أط أىبٖ ؾبظی یب حصف ٔی ؾبزٜ
 .ثٙسی إٞیت ثبلایی زاضز وٝ ؾطػت ٚاوٙف ٚ ظٔبٖ

ضٚز. زض ٞط ٔطحّٝ، ٞط قطوت  ؾبظی ٚاثؿتٍی اؾتطاتػیه ٔیبٖ زٚ قطوت ثٝ وبض ٔی ٞب ثطای ٔسَ زض ؾٛی زیٍط، ٘ظطیٝ ثبظی
وٙس. ایٗ تؼبُٔ زض لبِت یه ثبظی  ثیٙی ٔی ثیكیٙٝ وٙس، زض حبِی وٝ ٚاوٙف احتٕبِی ضلیت ضا ٘یع پیف وٙس ؾٛز ذٛز ضا تلاـ ٔی

قٛز. ثطای تحّیُ پبیساضی ٘تبیح، اظ ٔفْٟٛ تؼبزَ  ٞبی ؾٛززٞی تؼطیف ٔی ٞب ٚ تبثغ غیطٕٞىبضا٘ٝ ثب ٔدٕٛػٝ ٔكرهی اظ اؾتطاتػی
ثطای حُ ٔسَ تّفیمی، اظ اٍِٛضیتٕی  .٘یع ثطضؾی قسٜ اؾت پیطٚ(-طي )ضٞجطٞب، پٛیبیی اؾتىّج اؾتفبزٜ قسٜ ٚ زض ثطذی حبِت ٘ف

. زض ایٗ ضٚیىطز، تهٕیٓ ثٟیٙٝ ٞط اؾت ضیعی پٛیب اِٟبْ ٌطفتٝ قسٜ، ثٟطٜ ٌطفتٝ قسٜ وٝ اظ انَٛ ثط٘بٔٝ ثط پبیٝ اؾتمطا ٔؼىٛؼ
اٍِٛضیتٓ اظ زٚضٜ پبیب٘ی ثٝ ؾٕت زٚضٜ آغبظیٗ قٛز.  ٞبی آتی ٔحبؾجٝ ٔی ٔطحّٝ ثط ٔجٙبی ؾٛز فؼّی ٚ ؾٛز ٔٛضز ا٘تظبض زض زٚضٜ

قٛز ٞط  وٙس. ایٗ ٚیػٌی ثبػث ٔی ضٚظضؾب٘ی ٔی نٛضت ثبظٌكتی، تبثغ اضظـ ٚ اؾتطاتػی ثٟیٙٝ ضا زض ٞط ٌبْ ثٝ وٙس ٚ ثٝ حطوت ٔی
ٞبی ػسزی ثب  یؾبظ زازٖ وبضثطز ػّٕی آٖ، قجیٝ ثطای اػتجبضؾٙدی ٔسَ ٚ ٘كبٖ .تهٕیٓ ثب ِحبِ اثط آٖ زض آیٙسٜ اتربش قٛز

ٞبی ثبثت ٚ ٔتغیط، ظطفیت تِٛیس، تمبيبی ثبظاض،  ٞب، ػٛأّی ٔب٘ٙس ٞعیٙٝ ؾبظی پبضأتطٞبی ٚالؼی ا٘دبْ قسٜ اؾت. زض ایٗ قجیٝ
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تٛا٘س ٔمساض ثٟیٙٝ تِٛیس ٞط قطوت ضا زض  زٞس ٔسَ پیكٟٙبزی ٔی ا٘س. ٘تبیح ٘كبٖ ٔی يطیت تٙعیُ، ٚ وكف لیٕتی ٚاضز ٔسَ قسٜ
 .ذٛثی ٔحبؾجٝ وٙس، زض حبِی وٝ پٛیبیی ضلبثت ٚ ؾٛزآٚضی ثّٙسٔست ضا ٘یع زض ٘ظط زاضز ٘ی ثٝٞط زٚضٜ ظٔب

ٞب ٘كبٖ  ا٘س. ایٗ ٔمبیؿٝ وٙٙس، ٔمبیؿٝ قسٜ ٞبیی وٝ تٟٙب اظ یه چبضچٛة )٘ظطیٝ ثبظی( اؾتفبزٜ ٔی ٕٞچٙیٗ، ٘تبیح ٔسَ ثب ٔسَ
ٞبی ایؿتب وٝ ثط  ثطذلاف ٔسَ .وٙس تط تِٛیس ٔی تط ٚ ضاٞجطزی ٞبیی ٔتؼبزَ زٞس ٔسَ تطویجی ػّٕىطز ثٟتطی زاضز ٚ تهٕیٓ ٔی

ٌیط٘س، ایٗ ٔسَ ٞط زٚ خٙجٝ ؾبذتبض ظٔب٘ی ٚ  ٞبی وٙتطِی وٝ ضفتبض ضلیت ضا ٘بزیسٜ ٔی ٔست تٕطوع زاض٘س، یب ٔسَ ٞبی وٛتبٜ تهٕیٓ
ٞبی ٚاثؿتٝ ثٝ ظٔبٖ تفبٚت  وٝ اؾتطاتػیٞبی وّیسی ٔسَ آٖ اؾت  یىی اظ یبفتٝ .ٌیطز َٛض ٕٞعٔبٖ زض ٘ظط ٔی ٔحیٍ ضلبثتی ضا ثٝ

ٔست،  ٞبی اثتسایی، ثب وبٞف ؾٛز وٛتبٜ ػٙٛاٖ ٔثبَ، یه قطوت ٕٔىٗ اؾت زض زٚضٜ ثٝ .ٞبی ایؿتب زاض٘س ٌیطی ثب اؾتطاتػی چكٓ
ـ تِٛیس ذٛز ٞبی آتی ثط ثبظاض تؿٍّ یبثس. یب ثبِؼىؽ، ٕٔىٗ اؾت ٌؿتط َٛض تٟبخٕی ثٝ ز٘جبَ وؿت ؾٟٓ ثبظاض ثبقس تب زض زٚضٜ ثٝ

ٞبیی ثب ؾبذتبض ثبظٌكتی ٚ  ثطزاضی وٙس. ایٗ ضفتبضٞبی ظطیف، تٟٙب زض ٔسَ ضا ثٝ تأذیط ثیٙساظز تب اظ ٔحسٚزیت ظطفیت ضلیت ثٟطٜ
ٞب ضا لبزض  زٞس وٝ قطوت َٛض ذلانٝ، ایٗ پػٚٞف چبضچٛثی زلیك، یىپبضچٝ ٚ ٔٙؼُف اضائٝ ٔی ثٝ .تؼبّٔی لبثُ قٙبؾبیی ٞؿتٙس

ٞبیی آٌبٞب٘ٝ، ثٟیٙٝ ٚ ضاٞجطزی اتربش وٙٙس. ثب تّفیك انَٛ ٘ظطیٝ  ، تهٕیٓلُجیپٛیب ٚ ضلبثتی زٚ ا٘حهبضی ظاضٞبیؾبظز زض ثب ٔی
ؾبظی  تٛا٘س ٔجٙبی تهٕیٓ ٘ظطی غٙی اؾت ٚ ٞٓ زض ػُٕ وبضثطزی ثٛزٜ ٚ ٔی ِحبِٞب ٚ وٙتطَ ثٟیٙٝ، ٔسَ پیكٟٙبزی ٞٓ اظ  ثبظی

 .نٙؼتی ثبقسٌصاضاٖ  ثطای پػٚٞكٍطاٖ، ٔسیطاٖ ٚ ؾیبؾت

ٞبی ٔرتّفی ثطای وبُٔ قسٖ ٔؿأِٝ ٞطچٙس ایٗ ٔمبِٝ ٌبٔی ثٝ خّٛ ثطای ػّٕیبتی قسٖ ٔؿأِٝ ٔٛضز ثحث اؾت، أب ٞٙٛظ خٙجٝ
 تٛاٖ ثطای وبضٞبی آیٙسٜ ٚ خٟت ضٚ٘س آتی پػٚٞف ٔٛاضز ظیط ضا پیكٟٙبز ٕ٘ٛز:ٔٛضز ٘یبظ اؾت. ِصا ٔی

-یتٛاٖ ثبظیچٍٛ٘ٝ ٔ ٙىٝیثبقس؛ أب ایٔ یا٘حهبض زٚلُج یٔسِٟب ُیزٚ٘فطٜ اظ لج یٞب یحُ ثبظ ی. ٔسَ اضائٝ قسٜ تٟٙب خٛاث1ٍٛ
 ٗیحُ ا یحُ ٕ٘ٛز ٞٙٛظ ثسٖٚ پبؾد اؾت. اضائٝ ضاٞىبض ثطا هیتىٙ ٗیضا ثب ا ا٘حهبض چٙس خب٘جٝ یٞبٔسَ ُی٘فطٜ اظ لج n یٞب

 اپه ٌطزز. ٘فت یثبظاض خٟب٘ ُیاظ لج یٟٕٔ یثبظاضٞب لاتٔكى یضاٍٞكب ٛا٘ستیٞب ٔٔسَ
زض ٞط ٔطحّٝ زض ٘ظط  یحُ ٔؿبئُ ا٘حهبض زٚلُج یكطٚیٚ پ یؾبظٙٝیُٔطٚحٝ خٟت ثٟ یبیپٛ یعیضثط٘بٔٝ هیوٝ تىٙ یاسٜی. ا2
 یاظ تؼبزَ ٘ف ثطا طیغ یٍطیتؼبزَ ز سٜیا بیٌطزز وٝ آیؾؤاَ ُٔطح ٔ ٗیثٛز. حبَ ا ٚ اؾتىّجطي تؼبزَ ٘ف سٜیٌطفت، ایٔ

 یكتطیٔبقٝ  ٔٙبؾت ثٝ ؾٛز ث یٞبیاؾتطاتػ فیتٛاٖ ثب تؼط یٔ بیَٛض ٔثبَ آ ٝث ط؟یذ بیٚخٛز زاضز  بٖىٙیٕ٘ٛزٖ ؾٛز ثبظ ٕٓیٔبوع
یب ایٙىٝ ثٝ خبی ضٚیىطز تمبثّی ٚ ضلبثتی، ضٚیىطز تؼبّٔی ٚ ٕٞىبضا٘ٝ ضا زضپیف ٌطفتٝ ٚ ثب  ؟بفتیزؾت  ی٘ؿجت ثٝ حبِت وٙٛ٘

 ی، ٔعایبی حبنُ اظ ٕٞىبضی ضا زض لبِت ٘تبیح تحّیّی، اضائٝ ٕ٘ٛز.ٞبی ٔكبضوتٞبی ٔٛخٛز زض ٘ظطیٝ ثبظیاؾتفبزٜ اظ ٔسَ
ٞبی ا٘حهبض ٞبی ٔٙبؾت زض ٔسَتهٕیٓ یب اؾتطاتػی ػٙٛاٖ ٔتغیطٞبیٞبی اضائٝ قسٜ زض ایٗ ٔمبِٝ، ٔیعاٖ ػطيٝ وبلا ضا ثٝ. ٔس3َ

ٌصاضی ثیٗ زٚ ثٍٙبٜ تِٛیسی زض لبِت تٛؾؼٝ ؾبظی ٚ حُ ٔؿأِٝ ضلبثت زض لیٕتزاز ِصا ٔسَزٚخب٘جٝ پٛیب، ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٔی
تٛا٘س ٔٛضز زیٍطی خٟت ازأٝ ُٔبِؼٝ ثبقس. ٕٞچٙیٗ ٔسَ ثطتطا٘س ثب تٛخٝ ثٝ ٔسَ ٚ اٍِٛضیتٓ اضائٝ قسٜ زض ُٔبِؼٝ حبيط، ٔی
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Barquin, J., Garcia-Gonzalez, J., & Roman, J. (2000, September 25–28). Water value in 

competitive markets: Dynamic programming and game theory [Conference presentation]. 

6th Probabilistic Methods Applied to Power Systems Conference, Madeira, Portugal. 

Basiri, R., Abedian, M., Aghasi, S., & Dashtaali, Z. (2024). Presenting a model to determine the 

equilibrium in an electricity oligopoly with strategic investment decisions: A case 

study. Journal of Applied Theories of Economics, 11(2), 63–94. 

Bellman, R., & Kalaba, R. (1965). Dynamic programming and modern control theory. Academic 

Press. 

Boltyanskii, V. G. (1973). Optimal control of discrete systems. Nauka. 

Cournot, A. A. (1971). Researches into the mathematical principles of the theory of wealth (N. T. 

Bacon, Trans.). Augustus M. Kelley. (Original work published 1838) 

Dori, M., Jafari, M., & Chaharsoghi, K. (2021). Competition between two supply chains with 

demand dependent on price and lead time: A games theory approach. Modern Research in 

Decision Making, 6(3), 23–49. 

Faraji Dizaji, S. (2010). Microeconomic theory. Iran University of Economic Science. 

Farzaneh Tatari, F., & Naghibi-Sistani, M. B. (2015). Distributed optimal control of nonlinear 

differential graphical games based on reinforcement learning. Journal of Control, 8(4), 15–

30. 

Garay, J., Csiszar, V., & Mori, T. F. (2017). Evolutionary stability for matrix games under time 

constraints. Journal of Theoretical Biology, 415, 1–

12. https://doi.org/10.1016/j.jtbi.2016.11.023 

Hamdy, A. T. (1976). Operations research: An introduction. Macmillan. 

Itza-Ortiz, B. A., Villafuerte-Segura, R., & Alvarado-Santos, E. (2020). Delay-dependent and 

delay-independent stability of Cournot duopoly model with tax evasion and time-

delay. Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation, 87, Article 

105274. https://doi.org/10.1016/j.cnsns.2020.105274 

Jozsef, G., & Varga, T. (2024). Dynamically unstable ESS in matrix games under time 

constraints. Journal of Mathematical Biology, 88(1), 1–32. https://doi.org/10.1007/s00285-

023-02020-5 

Kelly, A. (2003). Decision making using game theory: An introduction for managers. Cambridge 

University Press. 

Krabs, W., & Pickl, S. (2003). Analysis, controllability and optimization of time-discrete systems 

and dynamical games (Lecture Notes in Economics and Mathematical Systems, Vol. 529). 

Springer-Verlag. https://doi.org/10.1007/978-3-642-18927-5 

Krivan, V., & Cressman, R. (2017). Interaction times change evolutionary outcomes: Two-player 

matrix games. Journal of Theoretical Biology, 416, 199–

207. https://doi.org/10.1016/j.jtbi.2017.01.010 

Larson, R. E., & Casti, J. L. (1978). Principles of dynamic programming: Part I, basic analytic 

and computational methods. Marcel Dekker. 

Lozovanu, D., & Pickl, S. (2006). An approach for an algorithmic solution of discrete optimal 

control problems and their game-theoretical extension. Central European Journal of 

Operations Research, 14(4), 357–375. https://doi.org/10.1007/s10100-006-0011-x 

Ma, J., Wang, Z., & Dai, Y. (2020). A supply chain network economic model with time-based 

competition. European Journal of Operational Research, 280(3), 889–

908. https://doi.org/10.1016/j.ejor.2019.07.066 

Mahmoudinia, D., Dallali Esfahani, R., Engwerda, J., & Dastjerdi, R. (2017). Game theory and its 

role in determining optimal policies and strategic interaction between fiscal and monetary 

policymakers (Application of differential game theory and Stackelberg games). Quarterly 

Journal of Applied Economics Studies Iran, 5(18), 1–34. 

Mark, B., & Krivan, V. (2020). Two-strategy games with time constraints on regular 

https://doi.org/10.1016/j.jtbi.2016.11.023
https://doi.org/10.1016/j.cnsns.2020.105274
https://doi.org/10.1007/s00285-023-02020-5
https://doi.org/10.1007/s00285-023-02020-5
https://doi.org/10.1007/978-3-642-18927-5
https://doi.org/10.1016/j.jtbi.2017.01.010
https://doi.org/10.1007/s10100-006-0011-x
https://doi.org/10.1016/j.ejor.2019.07.066


  

 هاي انحصار دوقطبی با استفاده از تعادل نش و استكلبرگگيري بنگاهتوسعه یک مدل كنترل بهينه در تصميم 

 
64 

 1404، پبییع  73، قٕبضٜ 20زٚضٜ  ٞبی نٙؼتی )زا٘كٍبٜ اظاز اؾلأی ٚاحس ؾٙٙسج(فهّٙبٔٝ ٔسیطیت ضاٞجطزی زض ؾیؿتٓ
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Introduction 
In today’s highly competitive and complex business environment, strategic decision-making by 

firms depends not only on internal factors but also on the actions of competitors, the 

characteristics of the market structure, and dynamic environmental changes over time. This 

dependency becomes especially critical in markets characterized by duopoly structures, where 

two dominant firms compete, and each firm's decisions directly influence the profits and losses 

of the other. Under such conditions, the strategic interactions are highly interdependent, making 

optimal decision-making a complex challenge. This paper aims to develop a comprehensive and 

innovative analytical framework for firms to make optimal decisions in dynamic and 

adversarial environments by integrating two powerful theoretical approaches: discrete optimal 

control and game theory. 

The study begins by introducing the theoretical framework of discrete optimal control, which 

facilitates the modeling of systems where decision-making occurs over multiple discrete time 

periods. In such systems, each decision not only affects immediate outcomes but also has 

consequences for future states, linking past, present, and future periods in a dynamic process. A 

key contribution of this research is the explicit treatment of time as an independent and 

influential parameter in the decision-making process, contrasting with traditional models that 

often ignore or treat time indirectly. By incorporating time explicitly, the model gains a greater 

capacity to capture the evolving nature of strategic interactions and the temporal dependencies 

inherent in competitive markets. 

Methodology 

To examine the problem in a realistic context, the study focuses on the duopolistic market 

structure, a common and significant form of market competition where two firms produce 

similar or substitutable products. Each firm seeks to determine its production and supply 

strategy over a finite number of time periods, considering production capacity limitations and 

the dynamic behavior of the rival. The objective is to maximize cumulative profits over these 

periods while taking into account the competitor's potential responses. Recognizing the 

strategic interdependence, the proposed model integrates concepts from both Nash equilibrium, 

which assumes simultaneous decision-making, and Stackelberg equilibrium, which models 

sequential moves and leadership dynamics in competitive settings. 

To solve the resulting complex dynamic optimization problem, the paper develops an algorithm 

that combines dynamic programming techniques with game-theoretical analysis. This approach 

allows for sequential optimization where, at each discrete time step, firms assess the current 

market conditions and forecast competitors’ strategies to determine their own optimal supply 

decisions. The novelty of this approach lies in treating time as an external parameter that 

influences the system dynamics but is not directly controlled by the players. This treatment 

enhances the realism and applicability of the model to practical business situations, where time 
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constraints and external temporal factors often affect firm behavior. 

The practical relevance of the model is demonstrated through two numerical examples in which 

firms must decide on the quantity of product to supply in each period. These examples validate 

the proposed framework by showing that the combined use of game theory and optimal control 

leads to more accurate and strategically sound decisions compared to approaches relying solely 

on either theory. This integration reflects the complexity of competitive decision-making in real 

markets and provides firms with a more sophisticated tool for planning and adapting their 

strategies over time. 

In addition to the model development and numerical validation, the paper provides a 

comprehensive review of the theoretical literature related to game theory and optimal control. It 

highlights a notable gap in prior research: while the role of time in strategic games has been 

acknowledged, few studies have treated time as an independent and influential external 

parameter affecting game outcomes directly. Many existing models treat time as a controlled 

variable within players’ strategies or as part of the decision process itself. By contrast, this 

research models time as an exogenous factor, external to the players' control but critical in 

shaping decision outcomes, offering a fresh perspective on temporal dynamics in competitive 

interactions. 

Results Discussion 

Beyond the conceptual innovation, this paper outlines several promising avenues for future 

research. These include extending the model to multiplayer games involving more than two 

firms, incorporating both price and quantity decision variables for a richer strategic space, and 

investigating games with incomplete information and asymmetric knowledge among 

competitors. Furthermore, the possibility of applying alternative equilibrium concepts, such as 

trigger strategies or cooperation-oriented equilibria, is discussed as a way to capture a wider 

range of strategic behaviors and market conditions. There is also the potential for the model to 

be developed and applied to real industries such as the OPEC oil market, the automotive 

industry, and other industries with high market concentration and strategic dependencies 

between a limited number of companies. 

In summary, this study proposes a robust and flexible modeling framework that allows firms to 

navigate the complexities of dynamic, competitive decision-making in duopolistic markets. By 

unifying game-theoretic reasoning with optimal control principles, the model provides both 

theoretical richness and practical value. It offers a comprehensive tool for academics, managers, 

and policymakers interested in modeling, analyzing, and optimizing strategic interactions in 

dynamic industrial environments. 

Through analytical modeling and numerical simulations, the study yielded several key findings. 

The proposed integrated framework demonstrates a dynamic strategic balance, capturing how 

firms continuously adapt their production in response to competitors' actions and market feedback, 

resulting in evolving rather than static strategies. This approach leads to improved long-term 

profitability compared to static models, as it leverages strategic anticipation and foresight. 

Furthermore, it enables efficient resource allocation, guiding firms to avoid overproduction and 

ensure sustainable operations throughout the planning horizon. The model also provides a 

mechanism for strategic market share management, allowing firms to make calculated trade-offs 

between short-term gains and long-term market positioning. A central comparative advantage of 

this framework is its integration of control and game theory, unlike studies that treat them in 

isolation. Optimal control ensures temporal consistency in decision-making across the planning 

horizon, while game theory rigorously accounts for strategic interactions. This synthesis allows for 

more robust and realistic modeling of competitive dynamics over time. 

 


