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  هاي كليدي واژه  چكيده
 ري تي برنولرلي اوي نانو لوله ها با استفاده از تئوريرخطي ارتعاشات  غي به بررسمقاله نيدر ا

 يهمراه اثرات كشش سطحه كارمن ب- وني هندسيخطريو با در نظر گرفتن مدل غ
 يعي طبيها فركانس ،ي ارتعاشات آزاد مسئله خطي مدهايريكارگ هبا ب. پرداخته شده است

 آورده دست به ي ژاكوبيضوي ساده بر حسب توابع بي مرزطيشرا نانو لوله با ي خطريغ
د، دامنه ارتعاشات و طول و كه كشش سطح، شماره مدهد ي نشان ميد عدجينتا. شده است

 كشش تأثير نيهمچن. ها دارند  نانو لولهي بر خواص ارتعاشينانو لوله اثرات مورد توجه
 مشاهده شده است كه ت،ي نهادر.  قرار گرفته استي نمودار فاز مورد بررسيسطح بر رو

توان در بهبود  يمطالعه حاضر را م. رود ي منياز ب ابعاد نانو لوله شي كشش سطح با افزاتأثير
  . نانو سنسورها مورد استفاده قرار داد-كروي انواع مختلف ميطراح

  

  .ارتعاشات غيرخطي، كشش سطح، نانو لوله

  

                                                 
  .يار، مركز كامپوزيت، تهران دانش-1
  . واحد دماوندمي،دانشگاه آزاد اسلاگروه مكانيك، استاديار،  -2
  . واحد دماوندمي،دانشگاه آزاد اسلاگروه مكانيك، ،  كارشناس ارشد-3
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    مقدمه-1
  ها كاربردهاي وسيعي در نسل آينده در صنعت لولهنانو
ها  ولهل نانو خواص مكانيكي منحصر به فرد.تكنولوژي دارندنانو

د بالقوه آنها در سيستم هاي توجه شايان ذكري را به دليل كاربر
، ]1[ عملگرعنوان به،  يا ميكرو الكترومكانيكالكترومكانيكنانو
 دليل به. استبه خود جلب كرده] 3،4[كننده، و نوسان]2[فنر

وجه مشترك و حجم، خواص فيزيكي  يا نسبت بالاي بين سطح
. ]2،5 [ها به اثرات سطح وابسته استو مكانيكي نانوسازه

  ها انجام اثرات سطح در نانوسازهتحقيقات فراواني برروي 
 اثرات تنش ]5[براي مثال، لاگوسكي و همكارانش . استشده

هاي سطح باقيمانده را بر روي مودهاي قائم ارتعاشات كريستال
 اثرات سطح را برروي تغيير  ]6[سادر. ددننازك بررسي كر

 نظر مشى تير يك سر گيردار ميكروسكوپ اتمي درشكل خ
ات جرم و تنش را تأثير ]7[ همچنين لي و همكارانش.گرفت

. هاي تشديد يك ميكرو تير نشان دادندبرروي تغييرات فركانس
سيم  اثرات سطح را برروي رفتار الاستيك نانو]8[لي هي و لي

 و ]9[ونگ و فنگ . ندها در خمش استاتيك درنظر گرفت
 به ترتيب اثرات سطح را بر روي ]10[باسيون و همكارانش ع

برنولي و تيموشنكو  -فركانسهاي طبيعي ميكروتيرهاي اويلر
مدلهاي ارتعاشي تيرها، جهت نمايش ارتعاشات . بررسي كردند

ژنگ و . روند ها بكار ميديگر نانوساختارها همچون نانولوله
جداره را با تكهاي   ارتعاشات موجي نانولوله]11 [همكارانش

بكارگيري مدل ارتعاشي تير تيموشنكو و با استفاده از ديناميك 
 كه استاين مطلب حايز اهميت . مولكولي مطالعه كردند

ها، بر مبناي هاي پيوسته موجود براي نانولولهبسياري از مدل
اخيراً تعداد اندكي تحليل بر روي . باشند ميتحليلهاي خطي 

فو و . ها انجام شده استشات نانولولههاي غيرخطي ارتعاجنبه
هاي  ارتعاشات آزاد غير خطي نانولوله به مطالعه ]12[همكارانش 

چندجداره، با در نظر گرفتن هندسه غير خطي مدل تير، 
ها، براي مثال كه برخي خواص نانو لوله آنجايي از. پرداختند

  آورددست بهتوان از تحليل فركانسي آنها  مدول يانگ، را مي
ها يكي از مهمترين لذا تحليل فركانس ارتعاشات نانو لوله

در كار حاضر اثر سطح برروي ارتعاشات . باشد ميها بررسي
برنولي و  -لريها در چارچوب مدل اوآزاد غير خطي نانو لوله
  .بررسي شده استكارمن هندسه غير خطي فون

  

  بنديفرمول -2
 و ،Roخارجي شعاع و  Ri  ، شعاع داخلي Lلوله با طوليك نانو
iRRt ضخامت   نشان داده )1(، بطوريكه در شكل 

  .شده است، را در نظر بگيريد

  

  
 .لوله سطح مقطع نانو)ب،  هندسه مساله)الف )1(شكل 

  
. انرژي سطح يا با تنش سطحي بيان كردتوان با  مياثر سطح را 

نسور تنش سطحي، ا رابطه بين ت]14[ و كاماراتا ]13[گيبس 
3
 زير بيان كرد صورت به، و چگالي انرژي سطحي را :  

)1                                      ( 3
3


 




  

3بطوريكه
نسور كرنش سطحي،امايش دهنده ت ن  

شكل .  باشند2 يا 1توانند اعداد   مي  و دلتاي كرونيكر و
  :توان به فرم زير نوشت  مييك بعدي و خطي معادله بالا را 

)2                                                          ( sE 3  
لوله،  نشان دهنده تنش سطحي در طول نانو رابطهدر اين 

sEمدول الاستيك سطح و   كرنش ناشي از نيروي وارده در 
منظور توضيح تنش خارج از صفحه  هب.  هستندلولهطول نانو

اي بين سطوح انحنا دار، معادله ناشي از تنشهاي درون صفحه
و ] 9[ كند  ميارائهپلاس چنين عبارتي را بفرم رياضي لا -يانگ

  :]16 و 15[ 
)3                                                    (  iiij nn  

 الف

 ب
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 اي، پرش تنش در طول سطوح ميان صفحه ij كه طوري هب
in ح، وبردار واحد عمود بر سط  در تغيير. است تنسور انحنا 

، پرش تنش  zشكلهاي كوچك در حالت خمشي در راستاي 
، منجر به نيروي گسترده در طول )3( رابطهتعريف شده در 

  . شود نانولوله مي

)4                                                         (2
2

x

w
Hxp


)(  

 يك پارامتر ثابت H  عرضي نانولوله، وجايي جابه w كه طوري هب
  .دشو  كه طبق رابطه زير تعريف مي]17[ است

)5     (                                            )( iRRH  
4  

 زير در صورت به  بترتيب z  و x در راستاي جايي جابههاي مولفه
  .شوند مينظر گرفته 

            )                  الف-6(
x

w
ztxutzxu

 ),(),,(  

),,(),()                                            ب-6( txwtzxw   
 و همچنين با در نظر گرفتن ]18[با استفاده از اصل هميلتون 

الاستيسيته سطحي و تنش باقيمانده سطحي، ارتعاشات غير 
 نسبت به ي افقيرسني ايروي بودن نزيفرض ناچ،با خطي نانولوله

  .آيد ميدست به به شكل زير ي، عرضينرسي ايروين
  )   الف-7(
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)()()                           ج-7( 33
is RREEIEI 

  
 له،نانولو) بالك(مدول يانگ قسمت عمده  E كه طوري هب

444 /)( iRRI   ،اينرسي سطح مقطع  نشان دهنده 
)( چگالي، و 22

iRRA   مساحت سطح مقطع نانولوله 
 كه الاستيسيته سطحي و تنش دهد كه نشان مي) 7(روابط . است

طور مستقيم بر رفتار غير خطي نانولوله  هباقيمانده سطحي ب
 زير صورت به جايي جابهع در حالت غيرخطي تاب. گذارندتأثير

  :شود ميفرض 
)8 (                                             )()(),( tTxaXtxw   
 شكل مود X (x) نشان دهنده دامنه تغيير شكل، a كه طوري هب

. است تابعي از زمان tT)(  و(… ,i = 1, 2)ام -iخطي شماره 
خطي  و مشتقات آن در معادله غير)8( رابطهبا جايگذاري 

، و سپس با ضرب كردن طرفين در شكل مود ) الف -7(حاكم 
 دست بهگيري در طول نانولوله، معادله ديفرانسيل زير و انتگرال

  :آيد مي
  )    الف-9(

321
2

2244 2
T

r

a

A

Cl
Ta

A

b
a

A

EI
T 




























*)(  

)        ب-9(









L

L

L

L iv

dxX

dxXX
a

dxX

dxXX
a









2

4

224 ,

)(

  

AIrdxXa
L

/,  
24  

  سپس طرفين معادله . استشعاع ژيراسيون   r رابطهدر اين 
 و نسبت به متغيير زمان شده ضرب T  را در) الف -9(

 .در اينجا شرايط اوليه صفر است. شود  گرفته ميانتگرال
),(   TTt . يدآ مي دست به زير رابطهدر نتيجه.  
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 با استفاده از تابع بيضوي )الف -10( رابطهمنظور حل  هب
  .شود ميژاكوبي، پارامترهاي زير تعريف 

212)                                                 الف-11(  p  
2                                 )                         ب-11(

22
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k
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معادلات )  الف-10(، در معادلات  بالابا جايگذاري پارامترهاي
  :شود زير نتيجه مي

))(()  الف-12( 2222222
211 TkTkkp
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 با ) ب-11 (  تعريف شده در معادله]19[توابع بيضوي ژاكوبي 
 زير صورت به cosTتوان با فرض مي ، را kمدول 

  : آورددست به
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





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 تابعي از صورت به، T، )13(با استفاده از فرم معكوس معادله 
  :آيد مي دست به به فرم زير وي ژاكوبي،توابع بيض

)14                                                          (],[ kptcnT   
، مقادير توابع بيضوي 1 و   بين2kو  pبه ازاي مقادير حقيقي 

ت اثراباشد 2 اگر. ژاكوبي نيز حقيقي خواهند بود
 توابع همچنين 2kاهيم داشت خطي از بين رفته و خوغير

 با دوره تناوب ptcosبيضوي ژاكوبي به توابع اصلى مثلثاتى 
2  شوند و حركت ارتعاشي نانولوله هارمونيك  ميتبديل

12  اما به ازاي.است k توابع بيضوي ژاكوبي به توابع اصلى 
 شوند و حركت ارتعاشي نانولوله، مي تبديل pthsec مثلثاتى

 مجانبي به صورت به كه با گذشت زمان استنوسانى غير
 دوره تناوب تابع. شود ميحالت مستقيم خود همگرا 

],[ kptcn ،K4 و توسط انتگرال كامل بيضوي است 
  .شود مي زير تعريف صورت به

)5                (                     


 2
221

44





 )sin( k

d
K  

  .كند ميه ئعبارت زير فركانس غيرخطي را ارا

)16                                                (
Kni 2

21 



  

 
  ي عددجينتا -3

منظور نشان دادن اثرات سطحي برروي  هدر اين قسمت ب
هي ساده، چند مثال عددي گارفتار نانولوله با شرايط تكيه

كارگيري  هبا ب] 21[و شنوي ] 20[ ميلر و شنوي . استشده ارائه
. شده ثوابت الاستيك سطح را تعيين كردند روش اتمي جاسازى

 كرد كه ثوابت الاستيك سطح به نوع ماده و تأييدنتايج آنها 
لومينيوم با آبراي مثال براي . جهت كريستالي سطح بستگي دارد

 و چگالي،  = 3/0 ، ضريب پواسونE = 70 GPaگ مدول يان
2700 =  چنين خواص سطحي را [100] و جهت كريستالي ،

  :  خواهيم داشت
mNEs //92537 و mN //56890  

  برابر[111]كه اين مقادير براي جهت كريستالي  در حالي
mNEs //18825 وmN //91080 خواهند بود .

حال با در نظر .  شده است استفاده[111]در مثالها، از جهت 
  : زيرصورت بهگرفتن شرايط مرزي ساده 

)17                              ( Lxat
dx

wd
xw ,)(   2

2
  

  :است زير صورت بهشكل مودها را 
)(sin)()                                    الف-18( xaxX iii   

,),,(...)                                       ب-18( 21 i
L

i
i

 

  .ام است iدهنده مود   نشانia كه در آنها

 
  

 

 
    

 

  .لولهخطي نانوبعد طبيعي غيرركانس بي اثرات سطحي بر ف)2(شكل 
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خطي  نمايش دهنده تغييرات فركانس طبيعي غير)2(شكل 

10020105 ازاي مقادير مختلف لوله بهنانو ,,,
R

L بر حسب

nmLnm طول 100010  ها بر اساس حل. است نانولوله
 و نتايج با اثرات سطحي را NCTلوله كلاسيك غير خطي را با 

همچنين نتايج فركانسها را با حالات . دهيم مي نمايش NNTبا 
 شده كه در تمامي نتايج فرض . مبعد كرده اي كلاسيك خود بي

5
R

t شود كه با افزايش طول اثرات  مي مشاهده . است

همچنين در دامنه هاي كمتر اثرات سطح . يابد ميسطح كاهش 
 كه بيشترين تغييرات در فركانس طبيعي در طوري هبيشتر شده ب

1ra  اند اشي از اين حقيقتاين اثرات ن. شود مي مشاهده /
كه اثرات مقياس كوچك در ابعاد بزرگتر كمتر غالب شده و 
لذا تمامي منحنيها در ابعاد بزرگتر به حالت كلاسيك خود 

نتايج حاصل براي چهار مقدار متفاوت . شوند ميهمگرا 

 درنظرگرفته شده براي
R

L كنند مي تأييد نيز اين حقيقت را .

شود كه با افزايش ضخامت نانولوله اثرات سطحي  ميه مشاهد
كه بيشترين مقدار فركانس طبيعي براي  طوري هكاهش يافته و ب
لازم به ذكر . شوند زيرا كمترين ابعاد را دارد ميشكل اول ديده 

است كه تمامي فركانسهاي طبيعي نسبت به حالت كلاسيك 
  .بعد شده اندخود بي

 فركانسهاي بي بعد غيرخطي نانو اثرات سطح بر) 3(در شكل 

 و به ازاي مقادير مختلف  = nm100Lلوله با طول 
R

L 

نتيجه جالب ديگر، همانطور كه در مقالات  .بررسي شده است
پيشين ديده شده است، كاهش اثر سطح در فركانسهاي بالاتر 

شي شود كه با افزايش شماره مود ارتعا ملاحظه مي. باشد مي
. شود فركانس نرمال شده به حالت كلاسيك خود همگرا مي

شود با افزايش ضخامت نانولوله  در اين نيز حالت مشاهده مي
طوري كه بيشترين مقدار  اثرات سطحي كاهش يافته و به

شوند و نتيجه قبلي را  فركانس طبيعي براي شكل اول ديده مي
  .كند  ميتأييد

 
  
  

 
  

 
  

 

  خطي بعد طبيعي غيربر روي فركانس بيعدد مود ات  اثر)3(شكل 
  .اثرات سطحي با نانو لوله
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خطي بعد طبيعي غير بر روي فركانس بي a/r  نسبت اثر) 4(شكل ادامه 

  .اثرات سطحي با نانو لوله

شود كه اثرات سطح در مقادير  ، مشاهده مي)4(در شكل 
raكمتر ن است كه حساسيت  مشهودترند و نشان از آ/

دوباره . بيشتري به اثرات سطح در دامنه هاي كمتر وجود دارد
شود، مانند شكل قبل، كه كه با افزايش مود ارتعاشي  مشاهده مي

شود كه  همچنين ملاحظه مي. يابد اثرات سطحي كاهش مي
 كاهش اثرات سطحي در فركانسهاي كمتر بسيار چشمگير تر از

   .فركانسهاي بالاتر است
دهنده  نمايشرات غير خطي برروي منحني فاز، كه بررسي اث

بنابراين در نمودار . است، آسانتر استحسب سرعت  برجايي جابه
، به بررسي اثرات سطح برروي منحني فاز در مركز نانو )5(شكل 
Lx لوله 50/با طول  nmL 50 قدار برايو دو م a/r 

 a/rشود كه براي مقادير كوچكتر  ميمشاهده  .پرداخته شده است
 اما . است)بيضي شكل( يك مركزداراي متقارن و ،منحني بسته

دوكي  ( منحني بسته و با دو مركزa/r براي مقادير بزرگ براي
خوبي  هاثرات سطحي نيز در اين نمودار ب. شود مي ايجاد )شكل

 .م اين پارامتر در نانولوله ها دارد مهتأثيرنشان دهنده 

 

  
  . بر روي نمودار فاز اثرات سطحي)5(شكل 

  
  گيري   نتيجه-4

در اين بررسي ما به مطالعه اثرات سطح برروي ارتعاشات 
برنولي و هندسه فون  -لريغيرخطي نانولوله برمبناي تيوري تير او

ت سطح ، و اثراa/r چند پارامتر از جمله طول،. كارمن پراختيم
در ابتدا تغييرات فركانس . اندبرروي منحني فاز بررسي شده

طبيعي غير خطي نانو لوله به ازاي مقادير مختلف نسبت طول به 
شود كه با  ميمشاهده . شعاع بر حسب طول  نانولوله بررسي شد

هاي  همچنين در دامنه. يابد افزايش طول اثرات سطح كاهش مي
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وريكه بيشترين تغييرات در كمتر اثرات سطح بيشتر شده بط
1raفركانس طبيعي در  اين اثرات ناشي . شود مي مشاهده /

باشند كه اثرات مقياس كوچك در ابعاد  مياز اين حقيقت 
 منحنيها در ابعاد بزرگتر به  ميبزرگتر كمتر غالب شده و لذا تما

ود ش ميهمچنين مشاهده . شوند ميحالت كلاسيك خود همگرا 
.  يافته استكه با افزايش ضخامت نانولوله اثرات سطحي كاهش

 اثرات سطح برروي فركانسهاي بي بعد غير خطي نانو در ادامه
لوله به ازاي مقادير مختلف

R

L كاهش اثر سطح  .بررسي شد

با افزايش شماره مود . شود ميدر فركانسهاي بالاتر ملاحظه 
رمال شده به حالت كلاسيك خود همگرا ارتعاشي فركانس ن

با افزايش ضخامت نانولوله اثرات سطحي كاهش يافته . شود مي
و بطوريكه بيشترين مقدار فركانس طبيعي براي شكل اول ديده 

شود كه اثرات سطح در مقادير  ميدر ادامه، مشاهده . شوند مي
يت بيشتري به  مشهودترند و نشان از ان است كه حساسa/r كمتر

شود كه  ميملاحظه . هاي كمتر وجود دارد اثرات سطح در دامنه
كاهش اثرات سطحي در فركانسهاي كمتر بسيار چشمگير تر از 

شود كه براي مقادير  ميمشاهده  .استفركانسهاي بالاتر 
منحني فاز منحني بسته و متقارن و با يك مركز، اما  a/r كوچكتر

 منحني بسته و با دو مركز ايجاد a/r براي مقادير بزرگ براي
  .شوند مي
 
  فهرست علائم  -5

  L  طول نانولوله
  Ri    نانولوله شعاع داخلي

  Ro   نانولوله خارجي شعاع 
  t    نانولوله ضخامت

3  نسور تنش سطحي ات
  

3  نسور كرنش سطحيات
 

  دلتاي كرونيكر

  نشان دهنده تنش سطحي

 3E مدول الاستيك سطح

  كرنش

 ij ايپرش تنش در طول سطوح ميان صفحه

  in طحبردار واحد عمود بر س
   تنسور انحنا

  w  عرضي نانولولهجايي جابه
 E  مدول يانگ قسمت بالك

 I  اينرسي سطح مقطع

   چگالي 
  A مساحت سطح مقطع نانولوله

  xX)( شكل مود خطي 
 r شعاع ژيراسيون

   

  مراجع
[1] Fennimore A.M., Yuzvinsky T.D., Han W.Q., 

Fuhrer M.S., Cumings J., Zettl A., Rotational 

actuators based on carbon nanotubes, Nature, 

424, 2003, pp. 408-410. 

[2] Williams P.A., Papadakis S.J., Patel A.M., 

Falvo M.R., Washburn S., Superfine R., 

Fabrication of nanometer-scale mechanical 

devices incorporating individual multiwalled 

carbon nanotubes as torsional springs, Applied 

Physics Letters, 82, 2003, pp. 805-807. 

[3]  Papadakis S.J., Hall A.R., Williams P.A., Vicci 

L., Falvo M.R., Superfine R., Washburn S., 

Resonant oscillators with carbon-nanotube 

torsion springs, Physics Review Letters, 93, 

2004, pp. 1461011, 1461014. 

[4] Williams P.A., Papadakis S.J., Patel A.M., 

Falvo M.R., Washburn S., Superfine R,  

Torsional response and stiffening of individual 

multiwalled carbon nanotubes, Physics Review 

Letters, 89, 2002, pp. 2555021-2555025. 

[5] Lagowski J., Gatos H.C., Sproles Jr E.S., 

Surface stress and the normal mode of vibration 

of thin crystals: GaAs, Applied Physics Letters, 

26, 1975, pp. 493-495. 

[6]  Sader J. E., Surface stress induced deflections of 

cantilever plates with applications to the atomic 

force microscope: rectangular plates, Journal of 

Applied Physics, 89, 2001, pp. 2911-2921. 



  تأثير كشش سطحي بر تحليل ارتعاشات غيرخطي نانو لوله
 
 

46

[7]  Lee J.H., Kim T. S., Yoon K. H., Effect of 

mass and stress on resonant frequency shift of 

functionalized Pb(Zr0.52Ti0.48)O3 thin film 

microcantilever for the detection of C-

reactiveprotein, Applied Physic Letters, 84, 

2004, pp. 3187-3189. 

[8] He J., Lilley C.M., Surface Effect on the Elastic 

Behavior of Static Bending Nanowires, Nano 

Letters, 2008, pp. 1798–1802. 

[9] Wang G.F, Feng X.Q., Effects of surface 

elasticity and residual surface tension on the 

natural frequency of microbeams, Applied 

Physic Letters, 90, 2007, pp. 2319041-2319044. 

[10] Abbasion S., Rafsanjani A., Avazmohammadi 

R., Farshidianfar A., Free vibration of 

microscaled Timoshenko beams, Applied Physic 

Letters, 95, 2009, pp. 1431221-1431224. 

[11] Zhang Y.Y., Wang C.M., Tan V.B.C., 

Assessment of Timoshenko beam models for 

vibrational behaviour of single-walled carbon 

nanotubes using molecular dynamics, Advances 

in Applied Mathematics and Mechanics, 1, 

2009, pp. 89-106. 

[12] Fu Y. M., Hong J. W., Wang X. Q., Analysis 

of nonlinear vibration for embedded carbon 

nanotubes, Journal of Sound and Vibration, 96, 

2006, pp. 746-756. 

[13] Gibbs J. W., The Scientific Papers of J. 

Willard Gibbs, Vol. 1: Thermodynamics: 

Longmans and Green, New York, 1906. 

[14] Cammarata R.C., Surface and interface 

stresses effects in thin films, Prog. Surf. Sci, 46, 

1994, pp. 1–38 . 

[15] Gurtin ME, Murdoch AI, A continuum theory 

of elastic material surfaces, Arch Rat Mech 

Anal, 57, 1975, pp. 291-323. 

[16] Gurtin ME, Struthers A., Multiphase 

thermomechanics with interfacial structure, 

Arch Rat Mech Anal,112, 1990, PP. 97-160. 

 

[17] Wang G.F., Feng X.Q., Effects of surface 

elasticity and residual surface tension on the 

natural frequency of microbeams, Applied 

Physics Letters, 90, 2007, pp. 231904. 

[18] Ke L.L., Yang J., Kitipornchai S., An 

analytical study on the nonlinear vibration of 

functionally graded beams, Meccanica, 45, 

2009, pp. 743-752. 

[19] Byrd P.F., Friedman M.D., Handbook of 

Elliptic Integrals for Engineers and Scientists, 

Springer, Berlin, 1991. 

[20] Miller R.E., Shenoy V.B., Size-dependent 

elastic properties of nanosized structural 

elements, Nanotechnology, 11, 2000, pp. 139-

147. 

[21]  Shenoy V.B., Atomistic calculations of elastic 

properties of metallic fcc crystal surfaces, Phys. 

Rev. B 71, 2005, pp. 0941041-09410411. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 




