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 رتعاشات اتفاقي ورق کامپوزیتي نسبتاً ضخيماتحليل عددی 
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 های کليدی واژه  چکيده

گیرد.به علت ضخامت در این مقاله ارتعاشات اتفاقی یک ورق کامپوزیتی مورد بررسی قرار می

شود. نخست، معادلات تنش و کرنش ورق مرتبه اول برشی در نظر گرفته می ورق، تئوری

آید. سپس با استفاده از کامپوزیت برای محاسبه تنش و کرنش در نقاط مختلف ورق به دست می

های طبیعی ورق به دست آمده و تئوری مرتبه اول برشی و به کمک روش المان محدود، فرکانس

سازی در نرم افزار حاصل از شبیه ای بین روش المان محدود و نتایجیسهنتایج، مقا گذاریصحهبرای 

شود. در نهایت جابجایی وتنش در نقاط مختلف ورق تحت تاثیر یک نیروی انجام می انسیس

-باشد، به دست آمده و اثر پارامترهایی نظیر جهتاتفاقی که از نوع طیف سفید باند محدود می

گیرد. نتایج به کار رفته در محاسبات، مورد بررسی قرار میارتعاشی به گیری الیاف و تعداد مودهای

ی در محاسبه جابجایی و تنش دهد نیازی به استفاده تمامی مودهای ارتعاشدست آمده نشان می

 نیست.

اتفاقی، ورق کامپوزیتی، تئوری  ارتعاشات

 مرتبه اول برشی

                                                           
 شهید بهشتی، تهراندانشجوی دکتری، دانشکده مهندسی مکانیک و انرژی، دانشگاه -1

 استادیار، دانشکده مهندسی مکانیک و انرژی، دانشگاه شهید بهشتی، تهران-2

 استادیار، دانشکده مهندسی مکانیک و انرژی، دانشگاه شهید بهشتی، تهران-3
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 مقدمه  -1

مر در طول ع های ساخته شده توسط انسانبسیاری از سازه

های ت اتفاقی قرار دارند. ساختمانخود در معرض ارتعاشا

های دریایی در معرض امواج در معرض نیروی زلزله، سازه

نمونه هایی از  ،های هوایی در مقابل نیروی باددریا و سازه

تواند باعث این ارتعاشات به نوبه خود می این دست هستند.

این و تحلیل  بنابراین مدلسازیآسیب و یا حتی تخریب شود.

 رسد.تحت تاثیر ارتعاشات اتفاقی ضروری به نظر می هاسازه

درباره حرکت  1091ای که در سال نشتین در طی مقالهای

ای از علم بود که بعدها براونی ارائه داد آغازگر شاخه

ارتعاشات اتفاقی نام گرفت. وی در این مقاله به بررسی 

ق هستند و از حرکت ذراتی پرداخت که در یک مایع معل

پس از اینشتین .[1]شود جانب مایع به آنها نیرو وارد می

دانشمندان توجه خود را مطعوف به حل این مساله کردند. 

اولین تحلیلی که در این زمینه انجام شد توسط 

اسمولاکوسفکی بود که به بررسی پاسخ در حوزه زمان 

پرداخت. پس از اسمولاکوسفکی، اولنبک به تحلیل پاسخ 

در حوزه فرکانس پرداخت که امروزه نیز این روش با 

 توسعه بیشتری مورد استفاده قرار گرفته است. همچنین

های مقالات متعددی برای بررسی ارتعاشات اتفاقی سازه

ها و... به چاپ رسیده است. مختلف نظیر تیرها، ورق

ارینگن، الیشاکوف و لیفشیتز از روش جمع نامحدود مودها 

گاه ساده رائه یک حل به فرم بسته برای تیر با تکیهبه منظور ا

. [2،3]که در معرض بارگذاری اتفاقی بود، استفاده کردند

تدیر روی یک سطح چونان ارتعاشات اتفاقی یک ورق مس

های الاستیک و کشش اولیه را مورد گاهالاستیک با تکیه

های گاهبررسی قرار داد و با ارائه حل سری، تاثیر تکیه

ستیک، کشش اولیه و سختی سطح الاستیک را بر الا

. کراندال و ژو [4]میانگین مربع جابجایی بررسی نمود 

ارتعاشات اتفاقی ورق مثلثی تحت اثر یک نیرو با چگالی 

. ویت از روش [1]طیفی باند پهن را مورد بررسی قرار دادند 

بسط به سری برای حل معادلات حرکت ورق لایه ای 

. سدرباوم [6]بارگذاری اتفاقی استفاده کرد ای تحت استوانه

ای متقارن را با و همکارانش ارتعاشات اتفاقی ورق لایه

استفاده از تئوری مرتبه بالاتر برشی در دو حالت میدان فشار 

مورد بررسی قرار دادند. این دو حالت میدان فشار اتفاقی 

و نوسانات فشار لایه مرزی  1عبارت بودند از طیف سفید

سدرباوم و همکاران از روش بسط به  . پس از آن[7]2تهآشف

ای سری به منظور حل مساله ارتعاشات اتفاقی ورق لایه

ای با استفاده از تئوری متقارن ضربدری و پادمتقارن زاویه

. گری و همکارانش [8]استفاده کردند  3مرتبه اول برشی

پاسخی تحلیلی برای ارتعاشات با دامنه زیاد و ارتعاشات 

. هاریچاندران و [0]ای متقارن ارائه دادند اتفاقی ورق لایه

برای بررسی ارتعاشات  4هاواری از روش خطی سازی معادل

پس از آن . [19]ای استفاده کردند اتفاقی مواد مرکب رشته

منظور تحلیل جا بههمان روش توسط هاریچاندران و نا

ه ارتعاشات اتفاقی یک ورق کامپوزیتی غیر خطی استفاد

. کانگ و هاریچاندران روشی برای بررسی رفتار [11]شد

خطی بودن رفتار یه ای ارائه دادند که در آن، غیرورق لا

ای از درجه پنج تقریب زده ماده به وسیله یک چند جمله

. دای و همکاران به بررسی ارتعاشات اتفاقی یک [12]شد 

ه ای با یک لایه میراگر ویسکوالاستیک وابسته بورق لایه

 .[13]پرداختند  فرکانس

موضوع ارتعاشات اتفاقی و اثر آن بر با توجه به اهمیت 

ای که تحت اثر این نیروها قرار قسمت های مختلف سازه

دارد، در مقاله حاضر ارتعاشات اتفاقی یک ورق کامپوزیتی 

به کمک روش المان محدود مورد بررسی قرار گرفته است. 

ک ورق کامپوزیتی با بر یکرنش حاکم -ابتدا معادلات تنش

. سپس با استفاده از شودارائه میای صفحهفرض حالت تنش

روش المان محدود و تئوری مرتبه اول برشی به محاسبه 

. شودو شکل مودهای ورق پرداخته میفرکانس طبیعی 

سازی در نرم افزار نتایج این تحلیل با نتایج حاصل از مدل

                                                           

1 -White Nosie 

2 -Turbulent Boundary Layer Pressure Fluctuation 

3 -First-order Shear Deformation plate Theory 

(FSDT) 

4 -Equivalent Linearization 
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مورد نیاز برای  ابطرو. همچنین شودمقایسه می انسیس

بررسی ارتعاشات اتفاقی ورق ارائه شده و در نهایت به 

های قبلی به دست آمده، به بررسی کمک آنچه در قسمت

ارتعاشات اتفاقی ورق کامپوزیتی پرداخته شده و تنش و 

جابجایی در نقاط مختلف ورق، بر حسب چگالی طیفی 

 .آیدک و تعداد مود ها به دست مینیروی تحری

 معادلات ساختاری -2

برای محاسبه تنش در ورق کامپوزیتی ابتدا معادلات 

های کامپوزیتی عموما ضخامت شود. ورقساختاری ارائه می

توان حالت تنش کمی دارند؛ بنابراین برای بررسی آنها می

( یک ورق کامپوزیتی 1ای را در نظر گرفت. شکل )صفحه

 دهد.و دستگاه مختصات آن را نشان می

 
 ( یک ورق کامپوزیتی و دستگاه مختصات آن1شکل )

، راستای عمود بر الیاف در صفحه 1اگر راستای الیاف را با  

را طبق دستگاه راستگرد  3و راستای  2ورق کامپوزیتی را با 

کرنش به صورت رابطه -متعامد تعریف کنیم، معادلات تنش

 .[14]آیند( به دست می1)

(1) 

 

 2σ، 1و کرنش عمودی در راستای  تنش1εو  1σکه در آن 

تنش و  6εو 2،6σتنش و کرنش و عمودی در راستای2εو 

تنش و کرنش برشی 4εو 4σ، 1-2کرنش برشی در صفحه 

-3تنش و کرنش برشی در صفحه  5εو 5σو  2-3در صفحه 

معادله  [Q]باشند. همچنین ضرایب ماتریس سختی می 1

بر است، {ε}[Q]={σ}(، که به فرم ماتریسی به صورت 1)

به حسب مدول الاستیسیته، مدول برشی و نسبت پواسون 

 .شوند( تعریف می2صورت رابطه )

(2) 

 

 

 

( در دستگاه محلی نوشته شده 1با توجه به اینکه رابطه )

است، برای بدست آوردن مقادیر مطلوب در دستگاه اصلی 

 .شود( استفاده می3مطابق رابطه )T از ماتریس تبدیل 

(3) 

 

 

است.معادلات  xمحور زاویه الیاف نسبت به θکه در آن 

به صورت زیر نوشته x-yکرنش در دستگاه -تنشجدید 

 .شوندمی

(4) 
 

 شود.سختی از رابطه زیر محاسبه می ماتریس( 4در رابطه )

(5)  

 فرمول بندی المان محدود  -3

برای محاسبه میدان جابجایی در ورق از تئوری  مقالهدر این 

های نسبتاً رتبه اول برشی استفاده شده است که برای ورقم

های تئوری کلاسیک رود.یکی از فرضضخیم به کار می

های عرضی پس از جابجایی این است که نرمال هاورق

مانند که این فرض در همچنان بر صفحه میانی عمود می

تر شدن ورق، های نازک مناسب است و با ضخیمورق

آیند. بنابراین در برشی نیز به حساب میکرنش های جانبی 

های ضخیم نیاز به استفاده از تئوری دیگری که کرنش ورق

 جانبی برشی را نیز در نظر بگیرد، است.
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هایی برای تئوری مرتبه اول برشیبا در نظر گرفتن فرض

های عرضی بعد از آید؛نرمالمیدان جابجایی به دست می

 مانند و نیز افزایش طولیچنان مستقیم باقی مجابجایی هم

بنابراین جابجایی عرضی تابعی از مختصات  کنند.پیدا نمی

در راستای ضخامت نخواهد بود. همچنین بر خلاف تئوری 

های عرضی پس از جابجایی، دیگر بر کلاسیک، نرمال

های مانند و بنابراین کرنشصفحه میانی عمود باقی نمی

ا در نظر گرفتن این آیند. ببرشی عرضی نیز به حساب می

فرضیات، میدان جابجایی در تئوری مرتبه اول برشی برای 

 .[14]آیند ( در می6یک ورق به فرم رابطه )

 

(6) 
 

 

ترتیب در به دهنده مؤلفه بردار تغییر مکاناننشwوv،که 

تغییرمکان داخل w0و u0 ،v0د.هستن zوyوxراستاهای 

ترتیب در میانی ورق بههای روی صفحنقطهدر صفحه 

دهنده دوران حول نشانyوxهستند وzو x ،yراستاهای

 .باشندمی yو xمحورهای 

ها ها و جابجاییبه کمک تئوری الاستیسیته رابطه بین کرنش

 به فرم زیر است:

(7) 
 

 شوند.یکه پارمترهای آن به صورت زیر تعریف م

(8) 

 

 

 
مقاله المان ایزوپارامتریک  المان مورد استفاده در این

ای با پنج درجه آزادی در هر گره است که میدان گرهچهار

 شود.( استخراج می0جابجایی در هر نقطه آن از رابطه )

(0)  

 

های مولفه diالمان در هر گره و  شکلتابع در رابطه فوق

در بررسی ارتعاشات .های آن المان استر گرهجابجایی د

-یستم بهاتفاقی ابتدا باید فرکانس طبیعی و شکل مودهای س

. رابطه بین نیرو و جابجایی برای یک ورق به ندیدست آ

 شود.( نوشته می19صورت رابطه )

(19) 
 

برای یک المان  از مونتاژ کردن ماتریس سختی Kماتریس

ی کل یک المان به صورت آید. ماتریس سختدست میبه

 آید.زیر به دست می

(11) 
 

-های سختی به صورت زیر تعریف میو در آن ماتریس

 شوند.

(12) 

 

 

 

 
( به صورت 12رابطه ) های به کار رفته درهمچنین ماتریس

 زیر هستند.

(13) 
 

 

 
-( به دست می14از رابطه ) هاهمچنین اعضای سایر ماتریس

 آیند.
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(14)  

 

و برای  6و  2، 1 عدادا برای iو  j هایاندیس

ضریب تصحیح برشی بوده و  K. هستند 5و  4 عدادا 

-در نظر گرفته می 83/9مقدار آن در این مقاله 

-به Ωوزه با ح.همچنین بردار نیرو برای المان [14]شود

 :شودصورت زیر تعریف می

(15) 
 

نیروی وارد بر المان است. برای به دست  qکه در آن 

و شکل مودهای ورق کامپوزیتی از  آوردن فرکانس طبیعی

 کنیم.فرمول زیر استفاده می

(16) 
 

های سختی و جرم ترتیب ماتریسبه M و   Kدر این رابطه

سختی و جرم برای  کل هستند که از مونتاژ کردن ماتریس

آیند. ماتریس سختی برای المان از یک المان به دست می

آید. ماتریس جرم برای دست می( به14(تا )11های)رابطه

 شود.یک المان به صورت زیر تعریف می

(11) 

 

 و به صورت زیر است: ماتریس چگالی[ρ]که در آن

(11) 

 

-گالی آن است. با بهچوورق  ضخامت h  (18در رابطه )

 برای کل سازه ودست آوردن ماتریس جرم و سختی 

( 16مساوی صفر قرار دادن دترمینان ماتریس رابطه )

آیند. های طبیعی ورق کامپوزیتی به دست میفرکانس

های طبیعی را که در همچنین مقادیر هر کدام از فرکانس

دهیم شکل مود مربوط به آن فرکانس  ( قرار16رابطه )

 .بیعی به دست خواهد آمدط

 فرمول بندی ارتعاشات اتفاقي -4

با در نظر گرفتن ارتعاشات اتفاقی خطی، هر عضو از 

-( به دست می10ای، از رابطه )های گرهماتریس جابجایی

 .[19]آید

(10) 
1 1 1 1

( )

( ) ( ) ( )

n n n n
rj sk

r s lj mk
j k i mj k

j k lm

E u u
M M

H H S d

   





 
   

   

 

  
 آیند.( به دست می29از رابطه ) Hنیز تابع  وMj  که در آن 

(29)    
1

2 2

[ ] ,

( ) 2

T

j j j

j j j

M M

H i


  

           
و برای  چگالی طیفی متقاطع بوده تابع  همچنین

و  ωشود.های مستقل برابر صفر در نظر گرفته میورودی

ξ.در این مقاله نیز به ترتیب فرکانس و ضریب میرایی هستند

لی که تابع چگا بودهمحدود تحریک از نوع طیف سفید باند 

 .[11]شود( استخراج می21طیفی آن از رابطه )

(21) 

 

 مطالعه موردی-5

( نشان داده شده 2ه در شکل )ورق مورد مطالعه در این مقال

گذاری مدل ارائه شده در مقاله، ابتدا است. برای صحه

های طبیعی به دست آمده به کمک کد نویسی را با فرکانس

-مقایسه می انسیسر افزانتایج حاصل از مدلسازی در نرم

ای ایزوپارامتریک که هر گرهچهار المان 21ورق با  کنیم.

. باشد، مدل شده استگره دارای پنج درجه آزادی می

لازم  آورده شده است.( 1خواص مکانیکی ورق در جدول )

به ذکر است مدول برشی ماده مورد استفاده، در جهات 

-نرم در ازی.همچنین برای مدلسمختلف مقدار یکسانی دارد
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1411پوسته  الماناز  انسیسافزار 
ای استفاده شده چهار گره 

است و با توجه به اینکه این المان با فرض های تئوری 

کلاسیک است، مدل ارائه شده در این مقاله نیز ابتدا به 

در این حالت الیاف کمک تئوری کلاسیک ارائه شده است.

 هستند.xدر جهت محور 

 
 پوزیتی مورد مطالعه در مقاله( ورق کام2شکل )

پنج فرکانس طبیعی اول بی بعد که از روش المان محدود و 

 انسیسافزار و نیز مدلسازی در نرم(CPT)کلاسیکتئوری 

-برای بیاند. ( نشان داده شده2در جدول )، انددست آمدهبه

 ( استفاده شده است.22بعد کردن از رابطه )

 

(22) 

 
 .طول ورق است   a( 21که در رابطه )

 ( خواص مکانیکی ورق کامپوزیتی1جدول )

12

 

3( / )Kg m

 
12 ( )G GPa

 
2 ( )E GPa

 
1( )E GPa

 
3/9 2999 1/7 0 138 

 شود نتایج حاصل از( مشاهده می2همانطور که از جدول )

مدل ارائه شده در این مقاله به کمک تئوری کلاسیک ورق 

مطابقت  انسیسبا نتایج حاصل از مدلسازی در نرم افزار 

 دهد.قابل قبولی را نشان می

 ( پنج فرکانس اول بی بعد ورق کامپوزیتی یک سر گیر دار2جدول )

 1 2 3 4 1 شماره فرکانس

CPT 04/4 23/4 13/3 11/1 634/9 

 627/9 90/1 40/3 94/4 74/4 انسیس

                                                           

1 - Shell 141 

( پنج 3گذاری مدل ارائه شده، در جدول )بعد از صحه

 69و  39فرکانس طبیعی اول ورق فوق وقتی زاویه الیاف 

درجه هستندبه کمک تئوری مرتبه اول برشی ارائه شده 

( مقادیر فرکانس طبیعی برای 3است. با توجه به جدول )

درجه  69از  درجه است بیشتر 39هنگامی که زاویه الیاف 

 باشد.می

با  ( پنج فرکانس اول بی بعد ورق کامپوزیتی یک سر گیر دار3جدول )

 کمک تئوری مرتبه اول برشیه بهدرج 69و  39زاویه الیاف 

 1 2 3 4 1 شماره فرکانس

 313/9 18/1 43/2 37/3 18/1 39˚زاویه الیاف

 16/9 04/9 21/1 09/2 88/3 69˚زاویه الیاف

ررسی پاسخ ورق کامپوزیتی تحت بارگذاری در ادامه به ب

از نوع  Pنیروی  تاثیر این ورق تحتشود. اتفاقی پرداخته می

تحریک طیف سفید باند محدود، با مقدار متوسط صفر قرار 

-( به دست می21گرفته است و چگالی طیفی آن از رابطه )

در نقطه وسط ورق بر حسب  4εنمودار کرنش برشی آید.

گیری نیروی تحریک، برای دو جهتجذر چگالی طیفی 

( نشان داده شده است. 3مختلف الیاف در ورق، در شکل )

در یک تحلیل خطی جذر میانگین مربع پاسخ متناسب با 

نمودار آن باید به شکل یک خط راست  واست  S0جذر 

( نیز این نمودار به شکل یک خط 3که در شکل )باشد 

در هر سطح  است. همان طور که از نمودار مشخص است

درجه  39درجه کمتر از  69تحریک، جابجایی برای زاویه 

 است.
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( نمودار کرنش برشی بر حسب جذر چگالی طیفی نیروی تحریک در 3شکل )

 نقطه وسط ورق
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  نيوت  در ج ر  انيه ج ر چ الي  يفي

θ=60

θ=30

 

طیفی  بر حسب جذر چگالی z( نمودار جابجایی نرمال شده در جهت 4شکل )

 در نقطه وسط ورق

بر  z( نمودار جابجایی نرمال شده در جهت 4در شکل )

-حسب جذر چگالی طیفی نیروی تحریک، برای دو جهت

گیری مختلف الیاف در وسط ورق نشان داده شده است.در 

 69این حالت نیز در هر سطح تحریک، جابجایی برای زاویه 

چگالی  جذر درجه است و با افزایش 39درجه کمتر از 

 .شودطیفی، مقدار جابجایی به صورت خطی زیاد می

نقطه اعمال نیرو بر حسب  zنمودار جابجایی در راستای 

( 1تعداد مود به کار رفته برای محاسبه جابجایی، در شکل )

نشان داده شده است. همان طور که در شکل مشخص است 

ش مود اول، با افزای 29جابجایی این نقطه تا در نظر گرفتن 

شود و از این مود به بعد، افزایش تعداد تعداد مودها بیشتر می

جابجایی تغییر تاثیر چندانی در  برای محاسبه جابجایی،مودها

این نقطه ندارد. این امر در کاهش زمان محاسبات تاثیر 

توان برای کاهش محاسبات و زمان، از در زیادی دارد و می

 نظر گرفتن مودهای بیشتر صرف نظر کرد.
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بر حسب تعداد مود در نیرو  zجهت نیرو ( نمودار جابجایی در نقطه اعمال 1شکل )

 جابجایی بر حسب تعداد مود در نقطه اعمال نیرو

 

 x( نمودار واریانس تنش عمودی در راستای محور 6شکل )

به مختصات  B( و نقطه 3/9، 4/9به مختصات ) Aرا در نقطه 

( هنگامی که زاویه الیاف با این محور برابر صفر 2/9/ ،3)

دهد. همان تعداد مود به کار رفته، نشان می است را بر حسب

طور که دیده می شود با در نظر گرفتن تعداد مود دلخواه، 

بیشتر است. همچنین حساسیت  Aاز Bهمواره تنش نقطه 

کار رفته، از نقطه نسبت به تعداد مودهای بهBتنش نقطه

Aرسد.اش میو نمودار آن زودتر به تنش نهایی کمتر است 

این موارد با توجه به اینکه نقطه اعمال نیرو در مختصات 

قرار دارد قابل توجیه است. با توجه به اینکه نقطه (4/9، 4/9)

Bگاه نزدیکتر است. بنابراین تنش بیشتری در آن به به تکیه

طه دورتر از وجود آمده است. همچنین از آنجا که این نق

محل اعمال نیروی تحریک قرار دارد نسبت به تعداد 

کار رفته برای محاسبه تنش حساسیت کمتری مودهای به

شود که برای ( مشخص می6( و )1با مقایسه شکل)دارد. 

محاسبه تنش یک نقطه، نیاز به بکار بردن تعداد مودهای 

 .جایی در آن نقطه استه بیشتری نسبت به جاب
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 Bو  Aهای در نقطه x( نمودار واریانس تنش عمودی در راستای محور 6شکل )

 گيرینتي ه -6

در این تحقیق ارتعاشات اتفاقی یک ورق کامپوزیتی مورد 

بررسی قرار گرفت. نخست معادلات ساختاری یک ورق 

شد. سپس به کمک ای ارائه با فرض تنش صفحهکامپوزیتی 

های شی مرتبه اول و روش المان محدود فرمولتئوری بر
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مورد نیاز برای به دست آوردن فرکانس طبیعی و شکل 

مودهای ورق استخراج و از آن برای بررسی ارتعاشات 

اتفاقی ورق استفاده شد. پنج فرکانس طبیعی اول ورق 

کامپوزیتی که از روش المان محدود به دست آمدند بسیار 

بودند.  انسیسدر نرم افزار  نزدیک به نتایج مدلسازی

ها در نقاط مختلف ورق به دست آمد و ها و تنشکرنش

نشان داده شد که نیاز به استفاده از تمامی مودها در 

محاسبات مربوط به تنش و کرنش نیست. همچنین برای 

 است.محاسبه تنش یک نقطه نیاز به تعداد مودهای بیشتری 

 فهرست علائم -7

) تابع پاسخ فرکانس )H  

) تابع چگالی طیفی )PS  

 چرخش ورق حول محور 
x 

 چرخش ورق حول محور 
y 

  چگالی 

 x(deg)زاویه الیاف با محور
 

 ضخامت ورق
h 

 طول ورق 
a 

  فرکانس طبیعی 

] ماتریس تبدیل ]T 

 (MPa)ماتریس تنش  

 (MPa)ماتریس سختی  Q 

 ماتریس کرنش  

 (MPa)مدول الاستیسیته 
E 

 (MPa)مدول برشی 
G 

ای همولفه بردار جابجایی در گره

 (m)المان
id 

 مولفه ماتریس تابع شکل المان
i 

 (kg)مولفه ماتریس جرم مودال
jM 

 (m) میدان جابجایی یک نقطه از المان u 

 (N)میدان نیروی کل سازه F 

 نسبت پواسون
 

 q (N)نیروی وارد بر المان 
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