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 های کليدی واژه  چکيده

اخته شده از مواد هدفمند، با خواص وابسته به دما دایروی س  در این مقاله، کمانش نامتقارن ورق

یکنواخت قرار دارد ، مورد بررسی قرار گرفته است. این و دمای که تحت تاثیر فشار شعاعی 

ورق بر روی محیط الاستیک تعبیه شده است که این محیط توسط دو مدل وینکلر و پاسترناک 

نمایند.  تغییر میی با دما رخطیغصورت ب ی خواص مکانیکی ماده، کلیه  شبیه سازی شده اند.

 اصلکارمن  و -ی غیرخطی فونی کلاسیک ، فرضیهیهنظراز  با استفاده معادله تعادل سیستم

های کمانش تخمین زده شده است و  وجود شاخه دست آمده است.  تغییرمکان مجازی

امه معادلات دست آمده است. در اد  معادلات پایداری توسط معیار تعادل در مجاورت  به

پایداری توسط پارامترهای بدون بعد بی بعدسازی شده و توسط یک روش تحلیلی حل گردیده 

،  هدفمندبر بار بحرانی کمانش ورق دایروی تأثیر پارامترهایی از جمله ضرایب بستر الاستیک اند. 

 نتایج مورد مطالعه قرار گرفته است.نسبت ضخامت ورق به شعاع خارجی و شاخص تابع توانی 

 آنها بین مطابقت و گرفته قرار آزمایی راستی مورد مراجع سایر نتایج با حاضر پژوهش از حاصل

افزایش دما باعث کاهش مدول دهند که  نتایج این پژوهش نشان  می .است بخش رضایت

شود. همچنین  یانگ و سفتی ماده هدفمند و در نتیجه کاهش بار بحرانی کمانش می

فزایش ضرایب بستر الاستیک وینکلر و پسترناک  باعث افزایش شود که امشاهده می

 .شودبار بحرانی کمانش می
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In this paper, Asymmetric buckling analysis of functionally 

graded (FG) Circular plates with temperature dependent property 

that subjected to the uniform radial compression and thermal 

loading is investigated. This plate is on elastic medium that 

simulated by Winkler and Pasternak foundation. Mechanical 

properties of the plate are assumed to vary nonlinearly by 

temperature change. The equilibrium equations are obtained using 

the classical plate theory (CPT), Von Karman geometric 

nonlinearity and virtual displacement method. Existence of 

bifurcation buckling is examined and stability equations are 

obtained by means of the adjacent equilibrium criterion. The 

effects of elastic foundation coefficient, thickness to radius, 

power law index, and temperature-dependency of the material 

properties on critical buckling load of FG plates are presented. 

The results of the present work have been compared with the 

results of other investigator and the results of the comparison are 

very good. It is found that by increasing temperature, critical 

buckling load decreases. It is also concluded that the critical 

buckling load of (FG) Circular plates increases with an increase in 

the Winkler and Pasternak constants of elastic foundation. 
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 مقدمه  -5

از مواد کامپوزیتی هستند که  یا دسته 1مواد هدفمند

. این کند یبه صورت پیوسته و تدریجی تغییر م خواص آنها

مواد در خیلی از کاربردهای صنعتی شامل راکتورهای 

دیواره داخلی راکتور(، صنایع  دهنده لی)مواد تشک یا هسته

 یپزشکها(، استفاده در صنایع  کاتالیست )غشا و ییایمیش

مصنوعی(، صنایع  یها )کاشت دندان مصنوعی، استخوان

)ساخت قطعات و مدارها برای تحمل  وتریالکترونیک و کامپ

موتورهای نوین مانند  یها یدمای بالا( و سایر فناور

. به دلیل کاربردهای رندیگ یسرامیکی مورد استفاده قرار م

تحقیق مند به بررسی و  فراوان مواد هدفمند، محققان علاقه

دینامیکی و استاتیکی این مواد  یها در مورد مشخصه

( اولین بار توسط گروهی از FGM) مواد هدفمند باشند. می

کننده به عنوان مواد تحمل 5394 دانشمندان در ژاپن در سال

ای است که از دو ماده هدفمند[. ماده 5] انددما معرفی شده

وسته با یا چند جزء تشکیل شده و خواص آن به طور پی

کند. این خاصیت با تغییر تدریجی ترکیب و میمکان تغییر 

در طی ساخت آن  درصد حجمی اجزای تشکیل دهنده ماده

هستند. 0ناهمگنآید. لذا این مواد در زمره مواد به وجود می

از مزایای استفاده از این مواد این است که به علت تغییرات 

لات موجود تدریجی در ساختار و خصوصیات ماده، مشک

های در فصل مشترک دو ماده متفاوت حذف شده و تنش

های پسماند و عامل تمرکز تنش، نسبت به حرارتی، تنش

یابد. به همین خاطر در بسیار کاهش می9ایمواد مرکب لایه

، هدفمندهای فراوان مواد های اخیر به دلیل قابلیتسال

ترش یافته استفاده از این مواد در صنایع پیشرفته بسیار گس

 است.

تحلیل پایداری و مطالعه رفتار کمانش صفحات،  

همواره به عنوان یکی از مهمترین موضوعات در تحلیل 

ی پایداری  مسئلهها مورد توجه بوده است. اولین حل سازه

انجام شده  5935 [ در سال2برای صفحات توسط برایان ]

                                                           
4- Functionally Graded Materials 

7- Non-Homogeneous
 

8- Composite
 

گاه ای با تکیهاست. در این تحقیق کمانش یک صفحه دایره

گیردار تحت بار یکنواخت شعاعی بررسی شده است. 

های مهندسی پایداری انواع سازه مسئله[ 9تیموشنکو و گیر ]

ها ها، تیرهای خمیده، صفحات و پوستهها، قابشامل ستون

. پس از آن المرث و براوش اند دادهرا مورد بررسی قرار 

، تصفحا ها،ی کمانش ستون[، تحلیل جامعی از مسأله4]

بندی معادلات های مختلف برای فرمولها و روشپوسته

 اند.ی و پایداری را مورد بررسی قرار دادهرخطیغتعادل 

[ کمانش صفحات حلقوی با بارگذاری روی 1یاماکی ] 

ی داخلی و خارجی را مورد بررسی قرار داده و در نتایج لبه

ل در مد او لزوماًکه کمانش در این حالت  خود نشان داده

[ تحلیل کمانش و ارتعاشات 1ردی و خدیر ] افتد.اتفاق نمی

صفحات مستطیلی مرکب چندلایه را با استفاده از  آزاد

در 55ی سوم برشیو مرتبه52و مرتبه اول3ی کلاسیکنظریه

 زاده و اسلامیشرایط مرزی مختلف بررسی کردند. نجفی

ورق مدور نازک در معرض بارهای  [، کمانش0،9]

نها در اند. آ رارتی را مورد بررسی قرار دادهو ح مکانیکی

پرداخته و با 52مطالعاتشان فقط به محاسبه کمانش متقارن

های نازک، معادله استفاده از قوانین کیرشهف برای ورق

[ کمانش 3اند وانگ ]دست آوردهتعادل و پایداری را به 

ورق مدور روی بستر الاستیک را به طور تحلیلی مورد 

داده است. در تحلیل ایشان امکان وقوع مدهای  بررسی قرار

[ به 52شریعت و اسلامی ] .کمانش نامتقارن وجود دارد

، تحت اثر هدفمندبررسی تحلیلی کمانش ورق مستطیلی 

که ورق به  طوریهای حرارتی و مکانیکی پرداختند. بهبار

طور جداگانه تحت تأثیر سه نوع بارگذاری مکانیکی و دو 

حرارتی قرار گرفته است و معادله تعادل با نوع بارگذاری 

دست آمده است.  ی سوم برشی به استفاده از تئوری مرتبه

[ به بررسی بارهای کمانش 55،52] زاده و حیدرینجفی

پایه  هدفمند بر مکانیکی ورق نازک مدور و حرارتی

                                                           
9- Classic Plate Theory 

10- First Order Shear Deformation Theory 

11- Third Order Shear Deformation Theory 

12- Symmetric Buckling 
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کارمن و جابجایی مرتبه سوم برشی -ی غیرخطی فون نظریه

های کمانش ورق[ 59]همکاران  شریعت واند.  پرداخته

مورد  تئوری کلاسیک با استفاده ازرا  ناقص مواد هدفمند

ورق  کمانش حرارتی[ 54] ماتسوناگا .اند قرار داده یبررس

را  بالاتری جابجایی مرتبه پایه نظریه هدفمند بر مستطیلی

[ 51کلاسنر و همکاران ] .استمورد مطالعه قرار داده

تحت بار حرارتی یکنواخت متقارن ای  ورق دایره کمانش

اند.  ریتز را مورد مطالعه قرار داده -با استفاده از روش ریلی

بررسی تحلیلی کمانش حرارتی  [ به51غیاثیان و اسلامی ]

دایروی مواد هدفمند ضخیم پرداختند. آنها  -ورق حلقوی

اند و  در مطالعه خود از تئوری مرتبه اول برشی استفاده کرده

اند؛  کردهقطه دوگانگی ورق حلقوی ضخیم بحث در مورد ن

تأثیر پارامترهایی نظیر نسبت ضخامت ورق به شعاع  و

و محیط حرارتی  داخلی، نسبت شعاع داخلی به خارجی

را مورد مطالعه  هدفمندمختلف بر کمانش حرارتی ورق 

به  2222[ در سال 50جواهری و اسلامی ]. اند دادهقرار 

یلی ساخته شده از مستطورق بررسی کمانش حرارتی یک 

مواد هدفمند پرداختند. در این تحقیق معادلات تعادل ورق 

دست آمده  یلی بهمستطهای بر اساس تئوری کلاسیک ورق

های است. معادلات پایداری ورق مستطیلی به کمک روش

اند. ورق در معرض انواع حساب تغییرات به دست آمده

توان به از جمله آن میگیرد که بارگذاری حرارتی قرار می

ی حرارت یکنواخت و توزیع درجه حرارت افزایش درجه

های در هر یک از حالت خطی در ضخامت ورق اشاره کرد.

بارگذاری، یک رابطه صریح به شکل بسته برای دمای 

 .اند کردهبحرانی ارائه 

دهد که تاکنون کمانش نامتقارن  یممطالعات نشان 

 روی بستر الاستیک، که در لبه های دایروی هدفمند بر ورق

تحت فشار شعاعی یکنواخت و حرارت قرار داشته و 

خواص آن وابسته به دما باشد مورد بررسی قرار نگرفته 

ی کلاسیک و یهنظراز  با استفادهاست. در این پژوهش 

دست آمده  کارمن معادله تعادل به-ی غیرخطی فونفرضیه

ی رابطه پایداری دست آوردن شکل عموماست. سپس با به

ویژه این رابطه، مقدار بار بحرانی کمانش  مقدارمحاسبه  و

محاسبه شده است. خواص وابسته به دما است و با تغییر دما، 

 کند.هدفمند نیز تغییر می خواص ترمومکانیکی ورق

 هندسه ورق و خواص وابسته به دما -2

 aشعاع  ،hبه ضخامت  هدفمندیک ورق نازک دایروی 

که روی بستر  در نظر بگیرید         ختصات قطبیو در م

(. ورق تحت فشار 5)شکل  الاستیک قرار گرفته است

 باشد.و حرارت یکنواخت می Nشعاعی یکنواخت 

ضخامت متغیر باشد، با  خواص مواد در جهت که یزمان

    استفاده از رابطه تابع توانی، توزیع کسر حجمی سرامیک

 [:55با ]برابر است 

(1)    (
 

 
 

 

 
)
 

   ,            

گیری مختصات ضخامت اندازه zضخامت ورق و  hکه 

به ترتیب بیانگر   و    باشد. ورق می شده از صفحه میانی

اگر  باشد.توزیع کسر حجمی فلز و شاخص تابع توانی می

گر سرامیک نبرابر صفر باشد بیا k( مقدار 5رابطه )در 

نهایت میل کند نشانبه سمت بی k( و اگر 1=  خالص )

 (.0=  است )دهنده ورق فلزی خالص 

 
هدفمند روی بستر الاستیک تحت  دایرویورق نازک  (5) شکل

 حرارت یکنواختفشار شعاعی یکنواخت و 

 

 خواص وابسته به دما -2-5

ی بالا به کار هایی با دمادر محیط هدفمندمواد  معمولاً

توجهی در خواص تغییرات قابل صورت نیارود که در می
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بینی آید. ضروری است برای دقت در پیشآن به وجود می

 خواص مواد، آنها را وابسته به دما در نظر بگیریم.

هر خاصیت مکانیکی در ورق 59طبق قانون ویت 

توان بر حسب خواص اصلی آن را می  مانند  هدفمند

 [:59طه زیر بیان کرد ]مطابق راب

                      (
 

 
 

 

 
)
 

 

(2)                    

میک گر خواص فلز و سراترتیب بیان به      و    که 

خواص مکانیکی مانند مدول یانگ  (،2باشد. در رابطه ) می

E حرارتی و ضریب انبساطα   وابسته به دما فرض شده و

 [.53داد ]ی از دما آن را نشان رخطیغتوان با یک تابع می

(9)             
        
    

     
   

، ضرایب piو ی شده در مقیاس کلوین ریگ اندازهدمای  Tکه 

واخت فرض طور یکن باشد. توزیع دما بهوابستگی دمایی می

در دمای اولیه هدفمند که ورق دایروی  طوری شده است به

 میزان طور یکنواخت و به قرار دارد و دمای آن به   

 یابد. میافزایش         

 معادلات حاکم -9

 های نازک،برای ورق ی کلاسیکبا توجه به فرضیه

 [ برابر است با:0،9میدان تغییرمکان ]

 
(4) 

                                

                         
 

 
             

                        

گر تغییرمکان به ترتیب بیان     و   ،    (4در رابطه )

بر  .است    ،   و در جهت         روی صفحه میانی

 -کارمن در مختصات قطبی، رابطه کرنش-پایه فرضیه فون

 [:9، 0تغییرمکان غیرخطی برابر است با ]

 

 

 
(1) 

         
 

 
      

  

    
 

 
    

 

 
   

 

   
       

  

    
 

 
        

 

 
  

 

 
       

                                                           
13-Viet 

با در نظر گرفتن ترموالاسیسیته خطی و شرایط تنش 

کرنش برابر است -های نازک، روابط تنشمسطح برای ورق

 [:9، 0با ]

{

   

   

   
 }  

 

    [

   
   

  
   

 

] ({

   
   

   

}    

                          {
 
 
 
})                                       (1)  

به ترتیب بیانگر دمای اعمالی به ورق و دمای   T0و  Tکه 

 [:55با ]برابر است  باشد. برآیندهای نیرو و گشتاورمحیط می

 
 الف(-0)

             ∫ {

   

   

   
}   

 
 

 
 
 

 

 

 

∫              ب(-0)  {

   

   

   
}   

 
 

 
 
 

 

 

های نیرو ( برآیند0ی )( در رابطه1با جایگزینی روابط )

 و گشتاور بر حسب تغییرمکان صفحه میانی برابر است با:

{
 
 

 
 

   

   

   

   

   

   }
 
 

 
 

  
 

   
 

                 

  

[
 
 
 
 
 
 
 
      
      

  
   

 
  

      
      

  
   

 
  

      
      

  
   

 
  

      
      

  
   

 
  ]

 
 
 
 
 
 
 

 

     

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
      

 

 
     

 

 

 
   

 

 
     

 

   
     

 

 

 

 
          

 

 
   

 

 
          

       

 

  
       

 

 
     

 

  
      

 

 
      }

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

{
 
 

 
 
  

  

 
  

  

 }
 
 

 
 

 

(9)  
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های نیرو و گشتاور حرارتی و گر برآیندبیان    و   

E1 , E2   و E3 زیر محاسبه  هایی هستند که طبق روابطثابت

 شوند:می

   ∫            

 
 

 
 
 

(      
      

   
) 

   ∫          

 
 

 
 
 

         (
 

   
    

  
 

    
) 

   ∫           

 
 

 
 
 

                                      

   (

 

  
              

(
 

   
 

 

   
  

 

    
)

) 

  الف(-3)

 

 

 
 ب(-3)

   
 

   
∫                

 
 

 
 
 

        

   
 

   
∫                 

 
 

 
 
 

        

 معادلات تعادل -9-5

روی یک محیط  هدفمند معادله تعادل ورق دایروی

عی و حرارت یکنواخت، با استفاده تحت فشار شعا الاستیک

-به دست می54تغییرمکان مجازی از حالت استاتیکی اصل

است با مجموع  برابر      ورق آید. انرژی پتانسیل کل 

انرژی پتانسیل ناشی از بستر ،       ورقانرژی کرنشی 

و انرژی پتانسیل ناشی از فشار شعاعی   (   ) الاستیک

 شود:که به لبه خارجی اعمال می        یکنواخت

               الف(-52)

    ∫ ∫ ∫         

 
 

 
 
 

  

 

 

 

                         

            ∫ ∫ (

       

   (          
 

  
         )

)      
  

 

 

 

 

             ∫            
  

 

 

  ب(-52)

                                                           
14-Virtual Displacement Method  

و 51گر ضریب وینکلرترتیب بیان به   و    همچنین 

گذاری با جای .باشندبستر الاستیک می51ضریب پسترناک

اضی، ( و انجام عملیات ری52( در رابطه )0( و )1روابط )

مطابق زیر به دست  هدفمندمعادلات تعادل ورق دایروی 

 آیند:می

           
 

 
      

 

 
            

           
 

 
    

 

 
        

            
 

 
      

 

  
       

 
 

 
      

 

  
       

 

 
    

         

    (
 

 
     

 

  
     )

      (
 

 
      

 

  
    )

     

   (           

 
 

 
(     ))    

(55)  

 ها قبل از کمانش تغيير مکان و برآیند تنش -4

در قسمت قبلی معادلات تعادل برای ورق دایروی 

 به دستتحت فشار شعاعی و حرارت یکنواخت  هدفمند

های غیرخطی و مرتبه بالا از آمده است. با حذف جمله

( و بازنویسی معادله تعادل شاهد وضیعت قبل از 9رابطه )

هیم بود. در هر شرایط مرزی، برای ایجاد بار کمانش خوا

 کمانشی باید خیز ورق قبل از کمانش صفر باشد

(  
(. از طرفی با توجه به بارگذاری متقارن،           

   است )برابر صفر  θتغییرمکان در راستای 
         

 .) 

نیرو برابر های ( برآیند9از رابطه )   و    با حذف 

 است با:

 

 
(52) 

    
  

    
(     

 

 
  )     

    
  

    
(      

 

 
  )     

      

 

                                                           
15- Winkler constant 

16- Pasternak constant 
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( در اولین معادله تعادل رابطه 52با قرار دادن رابطه )

. با حل حاصل خواهد شد u0(، معادله اولری برحسب 55)

 معادله اولر، تغییرمکان در جهت شعاع برابر است با:

(59)               
  

 
 

، باید از   و    آوردن ضرایب  به دستبنابراین برای 

شرایط مرزی طبیعی و هندسی در معادله تعادل در جهت 

 شود. شرایط مرزی برابر است با:شعاع استفاده 

(54)           

              

 داریم:(59)( در رابطه 54با اعمال شرط مرزی )

(51) 

            
  

 
          

   
  

   
            

 
   

  

        

مکان در ، تغییر  و    با به دست آوردن ضرایب 

 به صورت زیر خواهد شد: راستای شعاعی

(51)          
   

  

         

 

ورق در هر سه جهت  از کمانشدر نتیجه تغییرمکان قبل 

 برابر است با:

(50) 
   

                
           

  
        

   

  

         

کمانش است. از بیانگر وضعیت قبل  0که اندیس 

فشار و    تغییرمکان در راستای شعاعی ورق به بار حرارتی

وابسته است. اکنون با جایگذاری رابطه  Nی یکنواخت شعاع

 به دستکمانش از های تنش قبل ( برآیند52( در رابطه )50)

 :آیدمی
(59)    

     
            

      

دهد وقتی ورق دایروی در محیط ( نشان می18رابطه )

حرارتی و تحت حرارت یکنواخت باشد و لبه آن تحت 

فشار شعاعی یکنواخت باشد، به دلیل مقید نبودن در جهت 

، اثر بار حرارتی          شعاعی و داشتن تغییرمکان 

ها باعث ایجاد ر اعمالی به لبهشود و فشا ( حذف می   )

شود و در این حالت حرارت تنها بر کمانش مکانیکی می

 گذارد.روی خواص مواد تأثیر می

 

 معادلات پایداری -1

 به دستتوان از معیار تعادل در مجاورت برای می

[. برای این 53،52،55] آوردن معادله پایداری استفاده کرد

و    ،  ،  با  را از تعادلیک نقطه قبل  مکانرییتغمنظور 

  نزدیک تعادل را با ایی تغییرمکان لحظهمؤلفه
 ،  

 ،  
   

بنابراین مجموع تغییرمکان در لحظه تعادل ؛ دهندنشان می

 برابر است با:

 الف(-53)
     

    
  

     
    

  

     
    

  

های نیرو و گشتاور های تغییرمکان، برآیندمشابه مؤلفه

نیز به دو جمله قبل از کمانش و در مجاورت کمانش تقسیم 

 شوند.می

 

 

    
     

      
  

    
     

      
  

    
     

      
  

 

 
 ب(-53)

    
     

      
  

    
     

      
  

    
     

       
  

باید  wبرای به دست آوردن معادله پایداری در جهت 

طور که در بخش قبل اشاره داشت. همان مدنظرنکاتی را 

و ثابت در نظر  مسطح حظه قبل از کمانش، ورقشد در ل

شود و تغییرمکان در جهت ضخامت برابر صفر گرفته می

  )  است
  ،    

  ،    
از آنجایی که در نقاط  (   

  ی تغییرمکان ها مؤلفه همسایگی لحظه تعادل
  ،  

  ،  
و   

     های نیروبرآیند
  ،    

  ،    
بسیار کوچک هستند   

ضرب آنها به علت کوچکی قابل های شامل حاصلجمله

( در 59،53روابط )نظرکردن هستند. با قرار دادن صرف

های لازم معادلات معادلات تعادل و انجام ساده سازی

 آید:می به دستپایداری مطابق زیر 

   
  

 

 
     

  
 

 
(   

     
 )    
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 )       

 (
 

 
     

  

 

      
 )      

     (    
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(     

 ))                                                        22    

برای به دست آوردن معادلات پایداری بر حسب 

( 22) ( را در روابط پایداری9ی تغییرمکان باید رابطه ) مؤلفه

ی  مؤلفهی و مرتبه بالای رخطیغقرار داده و جملات 

آمده، شامل تغییرمکان را حذف نماییم. معادلات به دست

اری است که طبق نظریه کلاسیک برای ورق سه رابطه پاید

روی بستر الاستیک به صورت زیر قابل بیان  هدفمنددایروی 

 است:
  

    
(     

  
 

 
    
  

 

  
  
  

 

  
    
  

 

 
     
 ) 

 
  

      
(
 

  
     
  

 

 
     

  
 

  
    
 ) 

 
  

    
(      

  
 

  
    

  
 

 
     

  
 

  
     

 

 
 

  
     

 )    

  الف(-25)

  

    
(
 

 
     
  

 

  
(    

       
 )) 

 
  

    

(

 
    

 
(
 

 

 
     
  

 

      
       

  
 

 
    
 

 
 

  
  
 

)

)

 
 

 

 
  

    
(

 

 
      

  
 

 
     

  
 

  
     

 

 
 

  
(     

  
 

 
      

 )

)    

  ب(-25)

  

    

(

 
 
 
      
  

 

 
     
  

 

      
  

 

    
  

 

       
 

 
 

        
  

 

       
  

 

      
  

 

        
 

 
 

 
      
 

)

 
 
 

 

 
  

    
(

       
  

 

 
      

  
 

  
     

  
 

  
    

 

 
 

  
       

  
 

  
      

  
 

  
     

  
 

  
       

 

)

    
      

     
 (

 

 
    

  
 

  
     

 )

     
 (

 

 
     

  
 

  
    

 )      
 

   (    
  

 

 
     

  
 

  
     

 )    

  ج( -25)

ب(  بترتیب -25الف( و )-25با مشتق گیری از روابط )

و سپس ضرب مجموع دو عبارت حاصله در    و  نسبت به 

   ترم

         
حاصل  (پیوست)موجود در ( *، رابطه ) 

( معادله نهایی بر *ج( و )-25با جمع رابطه ) خواهد شد.

  حسب تغییرمکان عرضی 
 شود : اصل میبصورت زیر ح   

  (       
  

 

 
      

  
 

  
     

  
 

  
    

 

 
 

  
       

  
 

  
      

 

 
 

  
     

  
 

  
       

 )

    
      

 

    
 (

 

 
    

   
 

  
     

 )

     
 (

 

 
     

  
 

  
    

 )

     
 

   (    
        

 

 
 

 
     

 )    
(22)  

و  هدفمندبه ترتیب سفتی خمشی ورق    و     که

باشد و به صورت زیر می سفتی خمشی ورق سرامیکی

 شوند:تعریف می

    الف(- 29)
       

 

        
 

    ب(-29)
 

        
        

 حل معادله پایداری -1-5

( ارائه 22در این قسمت یک حل تحلیلی برای معادله )

( در 59مانش )گذاری نیروهای قبل از کشود. با جایمی

 (:22ی )رابطه

  (       
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   (
 

 
    

       
  

 

  
     

 )

   
(24)  

 و با ساده سازی انجام شده، معادله نهایی برابر است با:

 الف(-21)
   

   
  (    ) 
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  ب(-21)
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 شود:های زیر انجام میبعد سازیبرای حل مسأله، بی

 
(21) 

 ̅  
 

 
           

 

 
      

   
 

  

 

   
    

  

       
  

  

         
   

  

 

با توجه به اینکه بارگذاری متقارن است ولی ممکن 

[ شکل 3،59،53باشد ]50است مدهای کمانش نامتقارن

 [:3] شودکمانش ورق مطابق زیر تعریف می
(20)    ̅        ̅       

،     کمانش است. به ازای بیانگر شماره مد  n که

کمانش نامتقارن است. حال      کمانش متقارن و برای 

( و استفاده از 21ی )( در رابطه20ی )با قرار دادن رابطه

 (، معادله دیفرانسیل معمولی زیر21بعد رابطه )پارامترهای بی

 آید:می به دست

(
 

  ̅ 
 

 

 

 

  ̅
 

  

 ̅ 
   

 ) (
 

  ̅ 
 

 

 

 

  ̅
 

  

 ̅ 

   
 )    ̅    

(29)  

(، تغییرمکان 29با حل معادله دیفرانسیل معمولی رابطه ) 

لحظه کمانش در راستای ضخامت یا همان خیز ورق در 

 برابر است با:
(23)     ̅           ̅           ̅  

 برابر است با:    و    که مقادیر 

(92) 
     

√      √(     )
 
     

  
 

 

 های دایرویدر این مقاله به بررسی کمانش ورق

در شرایط مرزی گیردار قرار دارند پرداخته شده  هدفمند که

 است. 

 شرایط مرزی گیردار:

(95)     ̅         
     ̅ 

  ̅
     

( در معادله خیز، ضرایب 95با قرار دادن شرایط مرزی )

شود که جواب برابر صفر می  ̅    ( و در نتیجه 23رابطه )

آوردن جواب غیربدیهی،  به دستبدیهی مسأله است. برای 

س ضرایب را برابر صفر قرار دهیم که در باید دترمینان ماتری

                                                           
17- Asymmetric Buckling 

رسیم. با می    نتیجه آن به یک معادله غیرخطی بر حسب

های مختلف و n ازای حاصل به  محاسبه ریشه مثبت معادله

   بار بحرانی کمانش  مقدار آنانتخاب کمترین 
 به دست  

 آید.می

دادن آوردن بار بحرانی کمانش، با قرار به دستبرای 

(، رابطه نهایی بار 21بعد )ب( در رابطه بی -29رابطه )

 ورق دایروی برابر است با: بحرانی کمانش

(92)     
 

        
      

    
 

 

 

 بررسي نتایج -6

درستی روش مورد مطالعه در این مقاله،  نشان دادنبرای 

ورق  (   √) 59کمانشبعد بار بحرانی مقدار پارامتر بی

[ مقایسه شده 22] با مقدار آن در مرجع همگن ایزوتروپیک

بعد بار بحرانی کمانش مقدار پارامتر بی( 5)است. در جدول 

برای شرایط مرزی گیردار نشان داده شده است. با توجه به 

آمده از کار  دست شود بین نتایج بهمشاهده می( 5)جدول 

شده توسط وانگ و همکاران  رشحاضر و مطالعات گزا

 [ توافق خوبی وجود دارد.22]

ماده  از کار حاضر در برای به دست آوردن نتایج

استفاده شده 22و نیترید سیلیکون53ضدزنگترکیبی فولاد 

، هدفمنداست. به منظور مدل کردن تأثیر خواص مواد 

خواص باید وابسته به دما باشد. نسبت پواسون ثابت و برابر 

( 2) خصوصیات ماده مورد استفاده در جدول .است 9/2

 [. 51آمده است]

                                                           
16- Non-Dimensional critical buckling parameter 

17- Stainless Steel 

18- Silicon Nitride 

 همگن ورق کمانش بحرانی بعدبی پارامتر مقایسه( 5) جدول

 ]22[ مرجع با ایزوتروپیک

شرط 

 مرزی
 

kw 

211 5231 4231 

 

 

 گیردار

 

مرجع 

[22] 

 

نتایج 

 حاضر

 

909/1 

 

 

909/1 

 

319/9 

 

 

319/9 

 

 

019/55 

 

 

019/55 
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( بار بحرانی کمانش ورق دایروی 9در جدول )

روی بستر الاستیک و بدون بستر الاستیک        دهدفمن

گرفته شده است(  )ضرایب بستر الاستیک برابر صفر در نظر

 نشان    5توانیو در دماهای مختلف به ازای شاخص تابع 

شود افزایش طور که مشاهده می ده شده است. هماندا

باعث   (      )ضرایب بستر الاستیک وینکلر و پسترناک

شود. همچنین تغییر می      افزایش بار بحرانی کمانش 

تواند شماره مد کمانش را ، می    ضریب بستر وینکلر 

ی بر ریتأث، (  )تغییر دهد ولی تغییر ضریب بستر پسترناک 

 ضخامت شماره مد کمانش ندارد. برای مثال ورق با نسبت

مد  افزایشباعث     222وینکلر، بستر 22/2به شعاع 

شود. همچنین با افزایش دما، مقدار بار می 5به  2کمانش از 

پرانتز شماره عدد داخل *یابد. )بحرانی کمانش کاهش می

 مد کمانش است.(

اهمیت محاسبه تغییرمکان نامتقارن در کمانش و مقایسه  

( نشان داده شده 4آن با مقدار متقارن کمانش در جدول )

و ورق تحت فشار     5است. شاخص تابع توانی برابر با

)دما  شودشعاعی یکنواخت و حرارت یکنواخت فرض می

تحلیل نامتقارن  شودمیطور که مشاهده  همان .کلوین(422

تری را نسبت به حل متقارن کمانش مقدار کمتر و دقیق

ضریب بستر وینکلر  که یزمانکند.  بینی می کمانش پیش

یابد. شود، میزان اختلاف نیز افزایش می زیاد می     

میزان   (   )همچنین با افزایش ضریب بستر پسترناک

 یابداختلاف کاهش می

تأثیر دما بر بار بحرانی کمانش ورق  (5)شکل  در

 تحت فشار شعاعی و حرارت    21251با  هدفمنددایروی 

بستر الاستیک  بدون در شرایط مرزی گیردار یکنواخت

نشان داده شده است. با افزایش دما به علت کاهش مدول 

دلیل این امر تأثیر  یابد.یانگ، بار بحرانی کمانش کاهش می

 است. هدفمنددما بر خواص مواد 

ورق دایروی هدفمند تحت فشار شعاعی یکنواخت به ازای  (MN/m) بر بار بحرانی کمانش δبررسی اثر ضرایب بستر الاستیک و   (9) جدول

 دماهای مختلف

   ,w gk k 

δ                     
         

(2،2) (2،22) (222،22) (122،2) (122،22)  

 

25/2 

 
 

T=922 

T=122 

T=322 

(2)2324/2 

(2)2039/2 

(2)2902/2  

(2)0032/2 

(2)0923/2  

(2)1001/2 

(5)2920/5  

(5)2213/5 

(5)5523/5  

(2)2011/5  

(2)5311/5  

(2)2035/5 

(2)0144/5  

(2)1101/5  

(2)1531/5  

 

22/2 

 
 

T=922 

T=122 

T=322 

(2)9291/2  

(2)5101/2  

(2)9312/5  

(2)294/1  

(2)912/1  

(2)4533/1  

(5)212/52  

(5)140/3  

(5)9905/9  

(2)221/52  

(2)114/3  

(2)192/9  

(2)551/54  

(2)212/59  

(2)511/52  

 

29/2 

T=922 

T=122 

T=322 

(2)942/0  

(2)951/0  

(2)422/1  

(2)293/25  

(2)093/53  

(2)232/59 

(5)194/94  

(5)112/92  

(5)334/23  

(2)445/94  

(2)203/92  

(2)591/23  

(2)199/40  

(2)019/44  

(2)229/45  

 .و نیترید سیلیکون ضدزنگضرایب وابسته به دما برای دو ماده فولاد  (2) جدول

 ماده خاصیت مکانیکی                
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2 
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بر بار بحرانی     تابع توانی  شاخصتأثیر  (2)شکل  در

هدفمند تحت فشار شعاعی یکنواخت  دایرویکمانش ورق 

(  ،   )روی بستر الاستیکبر و حرارت یکنواخت،    

با نشان داده شده است.کلوین(  122)و در دمای  (22،222)

به دلیل تغییر خواص از     شاخص تابع توانی  افزایش

بار بحرانی ، یسیتهتکاهش مدول الاس سرامیک به فلز و

کاهش بار 2   2 برای حالتکند. کاهش پیدا می

کاهش بار بحرانی کمانش 2   22بحرانی شدید و برای

 با روند کندتری همراه است.

به ازای  (δ)أثیر نسبت ضخامت به شعاع ت (9)شکل  در

نشان داده شده  (     )مختلف یک ضرایب بستر الاست

 شود افزایشطور که مشاهده می . همانکلوین(  122) است

. افزایش شودبحرانی کمانش می بارباعث افزایش   

بحرانی کمانش  بار ضرایب بستر الاستیک باعث افزایش

 شود.می

، فاقد بستر FGMتأثیر دما بر بار بحرانی کمانش ورق ( 5) شکل

 تحت شرایط مرزی گیردار. ستیک والا

 
بر بار بحرانی کمانش ورق  (k) تأثیر شاخص تابع توانی( 2)شکل 

(     )( 22،222الاستیک)دایروی، بر روی بستر  و تحت شرایط    

 مرزی گیردار.

 

به ازای  بر بار بحرانی کمانش ورق دایروی هدفمند δ تأثیر(9)شکل 

 .تلفضرایب بستر الاستیک مخ

به ازای   ( تأثیر نسبت ضخامت به شعاع 4)در شکل 

و ضریب بستر     222ب بسترالاستیک وینکلریضر

 کلوین(122) نشان داده شده است و دما    22پسترناک
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 (=n 2)در حالت متقارن  یکبستر الاست یبر رو یردارگ یمرز یطتحت شرا(    5 )هدفمند  یرویورق دا (MN/m)کمانش  یبار بحران  (4) جدول

نامتقارن و
 
 w gk ,k 
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افزایش شاخص شود با طور که مشاهده می همان .باشد می

تغییر کسر حجمی ماده هدفمند از سرامیک به تابع توانی و 

بار  لز و با ازدیاد ضخامت )نسبت ضخامت به شعاع(ف

 یابد. همچنینبحرانی کمانش با شیب بیشتری کاهش  می

باعث افزایش بار  ( شعاع ) به ضخامت نسبتفزایش ا

 شود.بحرانی کمانش می

 
 

به  بر بار بحرانی کمانش ورق دایروی هدفمند δ تأثیر( 4)شکل 

 ( مختلفk) ازای شاخص تابع توانی

 یريگ جهينت -7

با تعیین تأثیر ضخامت، شعاع، ضریب تابع توانی،  

ضرایب بستر الاستیک و اثر دما بر خواص، یک راه حل 

است. در  تحلیلی برای محاسبه بار بحرانی کمانش ارائه شده

این تحقیق برای محاسبه معادلات تعادل و پایداری از تئوری 

د طبق کلاسیک استفاده شده است. همچنین خواص موا

کند و وابسته به ضخامت و دما رابطه تابع توانی تغییر می

ی آن تحت است. ورق در محیط حرارتی قرار دارد و لبه

 ی ژهیمقدار وباشد. با محاسبه فشار شعاعی یکنواخت می

 بهمعادلات پایداری و حل دقیق آن بار بحرانی کمانش 

ح آمده است. برخی نتایج حاصل از کار حاضر به شر دست

 باشد:زیر می

ی آن تحت فشار اگر ورق در محیط حرارتی و لبه -5

شعاعی یکنواخت باشد به علت آزاد بودن تغییرمکان در 

  راستای شعاع 
N، اثر بار حرارتی )       

T حذف )

دهد و حرارت تنها شود و فقط کمانش مکانیکی رخ می می

 گذارد.بر خواص مواد تأثیر می

ه به اینکه بارگذاری متقارن است ولی ممکن با توج -2 

است مدهای کمانش نامتقارن باشد. حل متقارن معادله 

ار واقعی پایداری بار بحرانی کمانش را بیشتر از مقد

ی در راستا ییرمکاندر حل نامتقارن اثر تغ کند.بینی می پیش

θ ورق وابسته به دو پارامتر  یزو خ شودیحذف نمr  وθ 

 .باشد یم

با افزایش ضریب بستر الاستیک، بار بحرانی کمانش  -9

تواند بر شماره وینکلر می بستریابد. تغییر ضریب افزایش می

که ضریب بستر  باشد در حالی رگذاریتأثهای کمانش مد

 ی مد کمانش ندارد. پسترناک تأثیری روی شماره

از دما در نظر  یخواص به صورت تابع کهیهنگام -4

با توجه به  .شودیم یهمواد توج تریقتار دقگرفته شوند، رف

باشد، افزایش دما باعث اینکه خواص مواد وابسته به دما می

کاهش مدول یانگ و سفتی ماده هدفمند و در نتیجه کاهش 

 شود.بار بحرانی کمانش می

 فهرست علائم -8
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