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 چکیده

ی معادلهگذاری این اوراق با زارهای مهم در بازارهای مالی بوده و قیمتاختیار معامله یکی از اباوراق 

اده استف های اروپائىگذاریِ انواع اختیاراین معادله جهت قیمتشولز بسیار متداول است. بلک گذاریقیمت

گذاری قیمت های جدیدترِی مدلمالی، امکان ارائهبا توسعه و بکارگیریِ علوم ریاضی در مباحث شود. می

 - وورودیفرانسیل نیکی معادلهحل جدید  روش اختیار معامله فراهم شده است. در این مقاله با بکارگیریِ

        بررسی گردید. افزایش دقتر معامله اختیاگذاری قیمت و جدید متفاوت مدلی اوواروف، امکان ارائه

 ،یخروجی با حل عدد یقابلیت مقایسه شولز، حل منطقی با مدلی جدید ومدل بلک نواقصگذاری، رفع قیمت

گذاری اوراق جدید برای قیمتی مدلی نتایج نشان داد؛ امکان ارائهباشند. اهمیت و نوآوری پژوهش حاضر می

درصد بین  59در سطح اطمینان پذیر بوده و اوواروف امکان –وورو اختیار معامله با بکارگیریِ روش نیکی

 غمبالگذاری برای دقت بیشتر قیمت شولز تفاوت معنادار وجود ندارد.گذاری روش جدید و مدل بلکقیمت

اروپایی و آمریکایی و در نهایت اعمال  یهااوراق اختیار معامله گذارییمتق در ، امکان بکارگیریِ معادلهبالا

ی مدل جدید و مدل اصلیِ منظور مقایسهبهمدل جدید هستند.  هایمزیت ،اثبات معادله های کمترِمحدودیت

استفاده و از  5951لغایت  5959 از سالاختیار معامله زعفران در فرابورس ایران  95شولز از اطلاعات بلک

 ویتنی استفاده گردید. ای دو گروه مستقل ناپارامتریکِ منآزمون مقایسه
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 مقدمه

ی شیکاگو آغاز شد. میلادی داد و ستد اوراق اختیار معامله در بورس اختیار معامله 5599در سال 

 جهت  4شولز میرون و 9مرتون رابرت ،2بلک فیشری بعدها روش نوآورانه

 گذاری قیمت الگوی عنوان با آنها گذاری اوراق اختیار معامله ارائه گردید. روشقیمت

شولز عواملی نظیر قیمت توافقی، قیمت پایه دارایی، گذاری بلکمشهور است. در مدل قیمت شولزبلک

 باشند.بهره بدون ریسک تأثیرگذار می، زمان تا سررسید و نرخ انتظاری پذیرینوسان

 مل،کا بازار سهام، فرض قیمت هایداده آماری توزیع با تطبیق عدم مدل، مشکلاتی همانند مفروضات

 شولزگذاری اوراق اختیار آمریکایی بر مدل بلکی معامله های و عدم کاربرد در قیمتعدم دخالت هزینه

ه گذاریِ اختیار معاملو فیزیک در مباحث مالی، مدل قیمت باشند. با بکارگیری علوم ریاضیمترتب می

 اساس بر حل هایروش های مختلف تعدیل شده است. بتازگیشولز توسط پژوهشگران و با روشبلک

، صص 2554است )کومار و سینگ،  شده پیشنهاد بازپرداخت، یوقفه بدون و زمان به وابسته پارامترهای

 زئیج دیفرانسیل معادله یک با زمان طول در توانمی را معامله اختیار قیمت تحلیل و (. تجزیه599-519

 و ودمحد اختلاف روش و لاپلاس تبدیل با عددی معکوس تطبیق اساس بر مدل یتوسعه .کرد توصیف

ت. پذیرفته اس صورت معادله حل برای تقریبی حل هایروش و ملین تغییر اساس بر متغیر تحولات یا

-گذاری اختیار معامله بلکی قیمت( در این مقاله معادله299- 249، صص9،2555کانگ )آهِن، کوون و

صلی و ی ای شرودینگرگونهشولز یعنی معادلهی بلکشولز را از طریق تمرکز بر روش حل مبنایی معادله

 دهیم. مبنای پژوهش در این مقاله تحلیلی وتوسعه می 6اوواروف  –وورو حل آن به کمک روش نیکی

گذاری اوراق اختیار معامله بررسی و در جدید قیمت ی معادلهی تحلیلی، ارائهکاربردی است. در حوزه

شود.  اهمیت و هدف ی کاربردی امکان بکارگیری و قیمت گذاری اوراق با مدل جدید، ارزیابی میحوزه

هر دو نوع اوراق  گذاریِشولز همانند امکان قیمتگذاری بلکاین پژوهش، کاهش نواقص مدل قیمت

های جدید حل معادلات اروپایی و آمریکایی با مدل پیشنهادی و افزایش قابلیت آن با بکارگیریِ روش

 اوواروف است.  –وورو دیفرانسیل همانند روش پارمتریِ نیکی

 مبانی نظری و مروری بر پیشینه پژوهش

 مبانی نظری

 ایه،پ دارایی و معامله اختیار آن توافقی قیمت فاوتت اثرگذار عامل سه به اختیار قرارداد گذاریقیمت

. وابسته است باقیمانده روزهای در دارایی آن انتظاری پذیرینوسان و انقضا مانده بهروزهای باقی تعداد
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برای  هاییفرمول ؛های معادل به ریاضیدانان مالی امکان دادطرح مفاهیم انتظارات تصادفی و سنجه

هنری لوبگ و دیگران  تعلق داشت. 9لوبگ هنری به . این طرح در ابتدامشتقه بیابنداوراق  گذاریقیمت

 وردم بسیار امروزه که های ریاضیفرمول از نمودند. یکیتعریف  احتمالاتدر آغاز قضایای درستی برای 

 ژاپنی ریاضیدان نام از شود. این عنوانمی نامیده ایتو اصطلاحاً  لمِ است؛ مالی مهندسان یاستفاده

را  یتصادف دیفرانسیل معادلات مارکوف، فرایندهای سازیمدل برای وی. است شده گرفته ایتوکیوشی

 ملاً ع رسد.می تصادفی دیفرانسیل معادلات از جدیدی شکل به ارائه شده معادلات از ایتو لِم. داد شکل

عدها آقایان ب .ریزدمی را تصادفی حسابان هایپایه و شودمی شناخته تصادفی دیفرانسیل معادلات ایتو پدر

ار گذاری اوراق اختیفیشر بلک و میرن شولز و رابرت مرتون  بر پایه مطالعات ایتوگام بزرگی در قیمت

 هلندی هایلاله پیاز فروش و خرید برای استفاده از اختیار معامله ،5695 دهه اوایل معامله برداشتند. در

 ،5599 سال ( در295-592، صص 5911، 1)جان هال .کرد پیدا رواج آمستردام معامله های بازار در

 ورسداد. ب تشکیل سهام روی بر معامله های اختیار برای انحصاری بورس یک شیکاگو مبادلات کمیته

 مبادله و گشود خرید اختیار هایمعامله رویبه را خود درهای ،5599 آوریل 26 شیکاگو در معامله اختیار

 .گردید اندازیراه فیلادلفیا سهام بورس و آمریکا سهام بورس در 5599 سال در سهام روی معامله اختیار

پذیرد. )رومان و ایوانف، می صورت یافتهسازمان هایبورس در هااین معامله اعظم حاضر، بخش حال در

طبیعی گذاری صحیح این اوراق اهمیت فراوانی دارند. ( در بازارهای مالی قیمت559-595، صص 2559

  زمینۀ در مدل تر از اختیارهای کم نوسان باشند. اولینهای پرنوسان، گراناست که اختیار معامله

 که گرفت نتیجه است. وی شده ارائه 5555 سال در 5باچلیر لوئیس توسط معامله اختیار گذاریقیمت

 باشد:می یک معادلۀ برابر سررسید زمان در معامله اختیار انتظار مورد ارزش

 (5                                          )𝑐 = 𝑠 −  ∅ (
𝑠−𝑥

𝛿√𝑡
) − 𝑥∅ (

𝑠−𝑥

𝛿√𝑡
) +  𝛿√𝑡 +  ∅ (

𝑠−𝑥

𝛿√𝑡
) 

 سررسید، تا زمان 𝑡معامله، اختیار قرارداد توافقی قیمت 𝑥 پایه، عادی سهام قیمت 𝑠 این فرمول در

𝛿 بازدهی و معیار انحراف𝑄(𝑖) توسط دل باچلیر سپسم .استاندارد است تجمعی نرمال توزیع 

اری گذآمده در قیمتهای بدستمیلادی مورد تعدیل قرار گرفت. اکثر پیشرفت 5596در سال 55کروایزینگا

، 2551، 52اند. )الغلیصبوده 55های اقتصادسنجی موردیاوراق اختیار معامله، برای بیش از نیم قرن مدل

 باشد.ها میای از این دست مدلنمونه 5565در سال  59( معادله دو، مدل ارائه شده توسط کاسوف449ص

(2                                                                )𝑐 = 𝑥{[(
𝑠

𝑥
)

𝑦

+ 1]}
1

𝑦 − 1]¸ 1 ≤

𝑦 ≤ ∞ 
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 با رابرب اختیار قیمت پایین حد و سهام قیمت با برابر خرید اختیار قیمت بالای حد فرمول این طبق

های میلادی یکی از مشهورترین مدل 65باشد. در ادامه و در دهه می Max(s-x,0)یعنی  آن ذاتی ارزش

شولز ارائه گردید. این مدل با فرمولی گذاری بلکگذاری اختیار معامله تحت عنوان مدل قیمتقیمت

 یمال بازار یک از ریاضی مدلی مرتون، شولزبلک نماید. مدلمشخص قیمت اختیار معامله را برآورد می

گذاری اوراق اختیار اروپایی است. است. کاربرد این مدل قیمت مشتقه گذاریسرمایه ابزارهای املش

 ( 915-295، صص 5911است. )جان هال،  معروف شولز بلک فرمول به 9 یمعادله

(9                                                                                          )𝑣0=𝑣𝑠𝑁(𝑑1) −
𝐸

𝑒𝑟𝑡 𝑁(𝑑2) 

                                                                         𝑑1 =
𝐿𝑛(

𝑣𝑠
𝐸

)+[𝑟+
1

2
(𝛿2)]𝑡

𝛿√𝑡
 

𝑑2 =
𝐿𝑛 (

𝑣𝑠

𝐸 ) + [𝑟 −
1
2

(𝛿2)] 𝑡

𝛿√𝑡
=  𝑑1 − 𝛿√𝑡 

نرخ بهره  rقیمت توافقی،  𝐸قیمت جاری سهام،  𝑣𝑠ارزش یک اختیار خرید،  𝑣0 در این فرمول

انحراف معیار بازده  𝛿تابع توزیع فراوانی نرمال و  N(idزمان تا سررسید اختیار معامله، ) 𝑡مرکب سالانه، 

 بین یقدق ارتباط ایجاد مستلزم مالی مسائل حل برای ریاضی و فیزیک مفاهیم سالانه سهم است. کاربرد

 استفاده با مالی تحلیلگران و پژوهشگران اخیراً،دارد.  و اقتصادی مالی مشکلات و مسائل با فیزیکی مفاهیم

 خود از ربازا تغییرات مقابل در که کنند طراحی نوینی هایمدل اند؛ریاضی توانسته پیشرفتۀ هایروش از

های های ریاضی همانند روشمدل .شولز را پوشش دهدمدل بلک مشکلات از برخی و داده نشان واکنش

گذاری اوراق های قیمتترین روشهای حل دیفرانسیلی از پیشرفتهروشسازی، درختی و بویژه شبیه

الش ی آنرا با چشولز کاربرد گستردهاختیار معامله هستند. وجود برخی از مشکلات مترتب بر مدل بلک

 گران مالی قرار گرفته است.ی این مدل همواره مورد توجه پژوهشمواجه کرده است. در نتیجه توسعه

 رو ب دارندتحقیقات فیشر بلک، مایرون شولز و مرتن  درریشه های مالی یادی در حوزهز هایپژوهش

است. استفاده از این واژه  54د. مفهوم اساسی در این تحقیقات مفهوم نیکویینگیری کار آنان شکل میپایه

های تحت فرضیات مختلف و پارامترهای مختلف است. چقدر سیستم مالیهای مدل 59مربوط به پایداری

 باشند. در ریاضیات مالیمیدر بازارهای مختلف و شرایط مختلف بازار مؤثر و پایداری  و مالی اقتصادی

که  شولزبلک ی پایهگذاری اختیار معامله نمایان شد. ما با حل معادلهقیمت شکل در نخست مفهوم این

از  لمِ ایتو مستخرج و به معادله شرودینگرگونه مشهور است؛ از طریق روش حل معادله دیفرانسیل به 
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تری از اوراق همانند اووارف سعی داریم مدلی جدید ارائه نموده که در دامنه وسیع –وورو روش نیکی

 تواند یکی از نواقص. این مدل میباشدهای اروپایی و آمریکایی کاربرد داشتهمعامله گذاری اختیارقیمت

توان از توابع خاص برای در حل بسیاری از مسائل میشولز را مرتفع سازد. مترتب بر مدل اصلی بلک

، 56فوق هندسیهمانند معروف  ییهاها استفاده کرد. توابع خاص از حل معادله دیفرانسیلجواب یارائه

اواروف مبتنی بر حل معادله دیفرانسیل بر  - نیکی وروو آیند. روشبدست می غیره و 51، لژاندر59ژاکوبی

های توابع خاص از آنجاییکه ویژگی شود.باشد که منجر به توابع خاص میمی 55اساس روش فروبینیوس

 تفادهاس مسائل دربدست آمده  یهاها برای بررسی رفتار جوابتوان از این ویژگیشناخته شده هستند، می

 ؤثرترم حتی و پرداخته دیفرانسیل معادلات حل به مستقیم بطور تواندمی اووارف -وورو روش نیکی. نمود

 معادلات حل مختلف، مختصات هایدستگاه در موجود و استاندارد هایروش سایر از کارآمدتر و

 معادلات این دقیق مقادیر دوم، درجه معادلات منطقیِ  حل با روش این .دهد نتیجه را دو درجه دیفرانسیل

 رب مصداقی این که باشندمی متعامد روش، این با معادلات حل از شده نتیجه توابع کند.می مشخص را

 رفتهگ نظر در پتانسیلِ و سامانه در شرایط برحسب توابع این است. رفته بکار روش بودن مؤثر و مفید

 سیلدیفران معادلات تحلیلیِ حل .شوندمی غیره ظاهر و رودریگز هندسی، فوق لاگر، توابع صورتبه شده

 این و بوده مختلف عددی هایروش از حاصل حل با مقایسه اواروف، قابل  - ووروروش نیکی با دو درجه

های دیگر این روش آن  باشد. از مزیتمی روش این از حاصل نتایج یالعادهفوق دقت میزان از حاکی

 با یق ودق توابعی که بوده لاگر توابع ایجمله چند حسب بر خرید اختیار برای آمده بدست است که تابع

 توان بیان داشت که برایهستند. همچنین علاوه بر مزیت دقت و سادگی، می معینی مشخص و رفتار

ی نوآوری ایجاد شده در این نشده است. جنبه گرفته نظر در تقریبی هیچ خرید اختیار فرم یمحاسبه

موضوع استفاده شده جهت حل مسأله از طریق روش  پژوهش ماهیتی موضوعی، روشی و مفهومی دارد.

های شولز از محدودیتی بلکی جدید نسبت به معادلهاواروف، کاملاً جدید بوده و معادله -وورو نیکی

باشد. چارچوب نظری این پژوهش در ابتدا شامل شناسایی متغیرهای تأثیرگذار بر کمتری برخوردار می

          بدون ریسک، قیمت توافقی، قیمت اعمال، زمان تا سررسید و  شولز همانند نرخ بهرهمدل بلک

هایی روی این متغیرها معادله شرودینگرگونه را به روش نیکی پذیری انتظاری است. سپس با تعدیلنوسان

کنیم. در صورت تحقق این مهم، اواروف حل نموده و امکان ارائه مدلی جدید را بررسی می –وورو 

 شولز مقایسه و آزمون های مستخرج از مدل بلکخروجی حاصل از مدل جدید با قیمتهای قیمت

 است: 5شوند. تشریح این رویه به شرح فرآیند می
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 . چارچوب نظری پژوهش9فرآیند

 پیشینه پژوهش

 یی تحقیقات انجام شده در ارتباط با معادلهی پژوهش حاضر معطوف به مطالعهبررسی پیشینه

 یهای حل متنوع جهت ارائهتغییرهای صورت گرفته پیرامون آن و در نهایت استفاده از روششولز، بلک

 شولز استوار است. ی بکای متفاوت از معادلهمعادله

 تحقیقات خارجی

        استفاده از رویکرد مدل "ای با عنوان مقاله در 25ماتیواستارم، توماس هانگتینتون و داگلاس

 سخهن دادند؛ نشان "های پر تلاطمت برای ارزیابی تصمیمات استراتژیک در محیطگذاری اختیاراقیمت

 فادهاست مباحث مالی در ایگسترده طور بلک شولز، به اختیار معاملۀ گذاریقیمت فرمول از شده اصلاح

 (445 - 499، صص 2559شوند. )ماتیواستارم، توماس هانگتینتون و داگلاس، می

دیفرانسیل بلک  معادله برای فرد به منحصر حل راه یک" عنوان با ایمقاله در 25ال خاستکویچوی

یک روش برای حل  "آمریکایی اختیارات ها دردارایی ارزیابی برای خطی نیمه جزئی مشتقات با شولز

گذاری اختیارات بر اساس معادله بلک شولز در نظریه اختیارات و براساس نمایندگی مشکل مرزی قیمت

 گذاری را اثباتبودن حل مشکل مرزی قیمت پذیرمرزی مشخص ارائه نمودند. نتایج امکاناز شرایط 

 ( 5564 - 5599، صص 2559ال خاستکویچ، کند. )ویمی
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 گذاریمسیر قیمت و واریانس گامای حداکثر توزیع فرآیند " عنوان با ایمقاله در 22رومان و ایوانف

 مقاله این .کردند بحث واریانس گامای فرآیند برای صریح ایجنت به دستیابی امکان مورد در "اختیارات

، 2559کند. )رومان و ایوانف، می بررسی براونری حرکت زمان تغییر عنوان به را واریانس گاما فرآیند یک

 ( 559 – 595صص 

اقدام به  "ساده بسیار فرمول: گذاری اختیاراتقیمت" عنوان با ایمقاله در 29نوآوری معاویا الغلیص

 .دهدمی نشان را بلوغ زمان و نوسان و اختیار قیمت بین مثبت رابطه ای نمودند کهساده هایفرمول ارائه

 ( 96 - 95، صص 2554)معاویا الغلیص، 

از این اختیار برای  29"کپسول با گذاری اختیار کراکقیمت" عنوان با ایمقاله در 24همنتا و امرشی

 را بینامناس قیمت استاندارد، هایمدل و همپوشانی که داد نشان آنها . نتایجگذاری استفاده کردندقیمت

 کاربرد دادن نشان با انرژی مشتقات ادبیات به است. مدل آنها ترمناسب 26کلیتون مدل و دهندمی ارائه

 ( 525 - 555، صص 2554کند. )همنتا و امرشی، می کمک گذاری،قیمت به مخروطی هایمدل

گذاری اختیارات قیمت هزینه تلویحی تعاملات توسط مدل"ای تحت عنوان در مقاله 29لیاستیون

 هایهزینه طریق از بورس در معامله هایهزینه برآورد برای جایگزین روش یک ارائه هدف با 21"للند

اختیار للند اقدام نمودند. نتایج پژوهش، بررسی دقت  گذاریقیمت مدل از استفاده تلویحی با معامله

 همعامل هایهزینه تغییر و بلوغ و مالیات بدون اختیارات میان در شده معامله معامله تلویحی هایزینهه

 (965 - 999، صص 2552لی، بوده است. )استیون جهانی اخیر مالی بحران دوره در معقول

 یک "قیمت گذاری اختیارات تحت مدل استرس بتا "با عنوان  یادر مقاله25تاشمنپییر و پیژان

اند. آنها دریافتند این مدل که نسبت داده سرمایه گذاریقیمت مدل یک به را 95سوئیچینگ رژیم مکانیزم

پییر باشد. )ژانهای برجسته در بازار اختیارات آتی است؛ قادر به ایجاد چولگی نوسانی مییکی از ویژگی

 (512 - 25، صص 2552تاشمن، و پی

در  92شولز فرکشنالشولز با فرمول بلکمقایسه فرمول بکل"با عنوان  یادر مقاله 95وانگمیمنگلی

گذاری اختیار معامله فرکشنال را با استفاده از فرمول فرمول قیمت "بازار مشتقات بورس با تغییر نوسان 

 خطای ،است کوچکتر هانوسان که داد؛ هنگامی نشان آنها شولز اختیار معامله استنتاج کردند. نتایجبلک

 (555 - 55، صص 2555وانگ، میمنگاست. )لی سنتی مدل از بزرگتر شولز بلک تقارن خطیِ یانگینم

تحت نوسان  ییکایمعامله های آمر اریاخت یگذارمتیق"با عنوان  یادر مقاله 99لتیدودو و اسکا

رائه ا ییکایآمر معامله های اریاخت یگذار متیق یرا برا یدیجد کردیرو "یتصادف بهره و نرخ یتصادف
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 نییتع ها درمتیق یِ نرخ بهره و نوسان تصادف یریکه اثرات حاصل از به کارگ نتایج آنها نشان دادنمودند. 

 (24- 9، صص 2555،لتیدودو و اسکا.)است تیحائز اهماریبس ،معامله اریتر اختیو واقع ترحیصح متیق

 "محدود و اتصال براونین با حرکتشولز های بلکترکیب فرمول" عنوان با ایمقاله در 94ماداندی

تایج ن کردند. از کشف را براونین نمایشی هایپیام آخرین شولز وبلک فرمول بین جالب روابط از برخی

 (559 -59، صص 2551مادان، است. )دی شده یوری مشتق این پژوهش فرمول

نوسان  یهامولفه معامله با اریاخت متیق نییتع"با عنوان  یادر مقاله 99و همکاران ستوفرسنیکر

 (2555) 99هستون و نندی و (5555) 96انجل و لی برگرفته از مدل یدیمدل جد "مدتبلند مدت وکوتاه

تر نآسا یگذارمتیآنها امکان ق یشنهادیارائه نمودند. مدل پ ییاروپا معامله های اریاختی گذارارزش یبرا

 (59 - 1، صص 2551، و همکاران ستوفرسنیکر) .ساخت را ممکن ییاروپا معامله های اریاخت

مسیر نمایی لوی  تغییر اختیارات برای گذاریقیمت "عنوان  با ایمقاله در 91وانپینگژوچنگ و ژیان

 تغییر اب اساسی قیمت هنگامیکه فرآیند اختیار اروپایی قیمت منطقیِ ارزیابی مطالعه و 95"مدل تحت مم

 حتت اروپایی اختیار گذاریقیمت نتایج آنها ارائه فرمول. کردندکند؛ را بررسی می تغییر لوی فرآیند

  (664 - 695، صص 2559وان، پینگبوده است. )ژوچنگ و ژیان 45آنتروپی مارتینگال حداقل گیریِاندازه

 تحقیقات داخلی

گذاری اوراق تبعی با استفاده از مدل هستون قیمت"خلیلی عراقی و همکاران در پژوهشی با عنوان 

گذاری گذاری با استفاده از مدل هستون، مدلی کاراتر برای قیمتبا ورود عامل تلاطم در مدل قیمت"

باشد که تفاوت معناداری بین مدل هستون و مدل اوارق ارائه نمودند. نتایج پژوهش مؤید این نکته می

، صص 5959همکاران،  گذاری اوراق در بورس اوراق بهادار وجود داشته است. )خلیلی عراقی ورایج قیمت

9 - 56 ) 

 به "لزیبا استفاده از روش گ اریمحاسبه ارزش اخت"ای تحت عنوان در مقاله کریو پ یجلوداری ممقان

 که داد اننش پرداختند. نتایج دییبرآورد تابع عا سازی وهیبرای شب ریروش وابسته به مس همزمان کاربرد

، 5955، کریو پ یجلوداری ممقان) .انجامدمی بهتری نتایج به امکان، صورت در 45آلارگاندو روش از استفاده

 (59 – 1صص 

 یبر تفاضلات متناه یمبتن عددی روش کی"ای با عنوان در مقاله یو ستاردباغ ییپور قراخضری

را بررسی  معامله اریارزش اختغیرنقدی در  بازارهای اثر "بلک شولز یرخطیبرای حل معادله غ حیصر

 تغییر وجود با معامله اختیار گذاریارزش یعنی غیرخطی، موارد کردند. نتایج آنها نشان داد که برای
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پور خضری) .آوردمی فراهم را قبولی قابل عددی جواب صریح، متناهی تفاضلات عددی روش قیمت،

 (59 - 6، صص 5955ی، و ستاردباغ ییقرا

 "ییکایآمر ارمعامله هاییاخت گذاریبرای ارزش دیروش عددی جد"ای تحت عنوان در مقاله شاکران

و دقت روش عددی  صحتۀ های عددی نشان دهند. آزموناستفاده نمود 42هستون یاز مدل تلاطم تصادف

و  یبا کاهش زمان محاسبات 49استف و شوارتزمدل لانگ بهبود باشد. می مقاله نیشده در ا یمعرف دیجد

 ( 51 - 9، صص 5955، شاکراناین پژوهش بوده است. ) نتیجۀ ،گذاریمتیتورش ق

 رایاخت متیمحاسبه ق یبرا یتفاضل متناه یشما کی"تحت عنوان  یپژوهش یط یو زرگر یزمان

 کیجواب  ،ییاروپا یارهایاخت متیق ،یتصادف تلاطماند که در مدل اشاره داشته"یتصادفتلاطم در مدل 

 ستیبازار کامل ن ،یتصادف تلاطم یهادر مدل نتایج نشان داد که. استسهموی  یاپاره لیفرانسیمعادله د

 (25 – 9، صص 5919ی، و زرگر یزمان. )پوشش داد کاملاً را سکیر توانیبازارها نم نیو در ا

شولز استفاده شده و این مدل ضمن دارا بودن چنانچه ملاحظه گردید؛ در تمام تحقیقات از روش بلک

باشد. ما قصد داریم بررسی کنیم که آیا بهبود و بررسی مجدد را دارا میهای مالی، زمینه محدودیت

 ای متفاوت دست یافت؟ای دیگر که محدودیت کمتری دارد، به نتیجهشود با استفاده از معادلهمی

 های پژوهشفرضیه

 هافرضیه

 به  توانمیاوواروف،  -شولز  به کمک روش نیکی وورو ی شرودینگرگونه اصلیِ بلکبا حل معادله

 گذاری اختیار معامله دست یافت.فرمول قیمت

 شولز تفاوتی وجود ندارد.بین خروجیِ مدل جدید ارائه شده و مدل اصلی بلک 

 شناسی پژوهشروش

گذاری اختیار معامله هستیم. از منظر هدف اجرا، این ی مدلی جدید برای قیمتما در صدد ارائه

ی . در بخش بنیادی، ارائه(295-555 صص ،5999 دلاور، علی)پژوهش ماهیتی بنیادی و کاربردی دارد 

گیری از این مدل و ی کاربردی، امکان بهرهشولز بررسی شده و در حوزهی بلکمدل متفاوتِ معادله

 گردد. جهت ارائه مدلیمنظور استفاده در بازارهای مالی بررسی میلز بهشومقایسه آن با مدل اصلی بلک

          اوواروف، امکان استفاده از این روش جدید را فراهم   -وورو گیری از روش نیکیکاراتر، ضمن بهره

، امکان 49اساسپیو اس 44نماییم. در ادامه با بکارگیری ابزارهایی همانند نرم افزارهای ماتیماتیکامی

ی نظری، متغیرهای قابل تعریف شامل ابزار مشتقه و اختیار گردد. در حوزهی نتایج فراهم میمقایسه
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 ارزش از آنها ارزش و پرداخت ساختار که هستند ابزاری مالی مباحث باشند. اوراق مشتقه درمعامله می

 کی توسط که است قانونی قراردادیاختیار معامله . گیرندمی نشأت مربوطه هایشاخص و پایه دارایی

 بـه ،49و فروش 46خرید اختیار قراردادهای. شودمی فروخته معینی مبلغ ازای در خریدار یک به فروشنده

 فروشخریداری و یا به مشخصی قیمت به و معین تاریخی در را دارایی تا دهندمی را حق این دارندگان

 عملیاتی مفاهیم قابل تعریف عبارتند از: یدر حوزه .برسانند

 :با  یکیزیسامانه ف کی یحالت کوانتوم رییتغ یاست که چگونگ یامعادله معادله شرودینگر

 (449، ص 2551؛ )الغیض، کندیم فیزمان را توص

 41است؛ )همنتا و امرشی ییسبک اروپا اراتیاخت متیاز ق ینظر یبرآورد شولز:معادله بلک ،

 (525 - 555، صص 2559

 بر اساس حل عمومی معادله دیفرانسیل خطیِ مرتبه دوم با  اوواروف: –وروو نیکی روش

 توابع خاص بنا شده است؛ 

 های معادله دیفرانسیل خطیِ مرتبه دوم در ریاضیات، جواب ای لاگر:چند جمله𝑥𝑦´´ +

(1 − 𝑥)𝑦´ + 𝑛𝑦 =  (965 - 999، صص 2552لی، باشند. )استیونمی 0

 و ایکتابخانه روش از پژوهش پیشینه و موضوع ادبیات به مربوط اطلاعات گردآوری خصوص در

لحاظ  گردید. با استفاده میدانی روش از پژوهش هایفرضیه رد یا تأیید برای اطلاعات آوریجمع جهت

 اطلاعات و آماری انتخاب جامعه عنوانبه فرابورس ایران، بازار در مشتقه اوراق محدودیت استفاده از

گردید.  لحاظ مقاله این در آماری نمونه عنوانبه5951لغایت5959محدود به بازه زمانی زعفران هایمعامله

 (255 - 55، صص 5955باشد.)غلامرضا خاکی، از منظر روش آماری، پژوهش حاضر از نوع استنباطی می

 هاها و آزمون فرضیهتجزیه و تحلیل داده

س شولز و سپی جدید بلکی معادلهقسمت، شامل چگونگیِ اثبات و ارائهی مطالب در این سیر ارائه

ی دیفرانسیل جزئی و اصلی بلک ها و پاسخگویی به سوالات پژوهش خواهد بود. معادلهآزمون فرضیه

 ( 59 - 1، صص 2551، 45باشد. )کریستوفرسن و جاکوبمی 4شولز به شرح معادله 

 (4                             )                                                
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑟𝑠

𝜕𝑝

𝜕𝑠
+  

𝜎2𝑠2𝜕2𝑝

2𝜕𝑠2 −

 𝛾𝑝 = 0   
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زمان تا سررسید 𝑡 قیمت پایه دارایی،  𝑠نرخ بدون ریسک، 𝑟 قیمت اختیار خرید،  𝑝در این معادله 

 4ی حل معادله ( در ادامه559 - 59، صص 2551، 95باشند. )مادانانحراف معیار قیمت دارایی می δو 

 توان بدین گونه رفتار کرد:می

(9                                              )𝑝 =  𝑒(𝑟−𝛾)(𝑇−𝑡)𝑓(𝑠)𝑁(𝑑1) −  𝑒−𝛾(𝑇−𝑡)𝐾𝑁(𝑑2)  

(6   )                                                                            𝑁(𝑥) =  
1

√2 𝜋𝛿2 
𝑒

−
(𝑥−𝜇)2

2𝛿2   

(9  )                                                                               𝑑1 =  
(ln(

𝑠

𝑘
)+(𝑟𝑓 + 

𝛿2

2
))𝑡

𝛿√(𝑇−𝑡)
   

(1     )                                            𝑑2 =  
(ln(

𝑠

𝑘
)+(𝑟𝑓 − 

𝛿2

2
))𝑡

𝛿√(𝑇−𝑡)
 =  𝑑1 −  𝛿√𝑇 − 𝑡   

 ما بدست آوردیم: 4در معادله  9ه با جایگذاری معادل

(5   )             𝑁(𝑑1)𝑒(𝑇−𝑡)(𝑟−𝛾)  (2 𝑟𝑓(𝑠) − 2 𝑟𝑠𝑓´(𝑠) −  𝑠2𝛿2𝑓´´(𝑠)) = 0 

 باشد:می 55بصورت معادله   𝑓(𝑠)بنابراین معادله مربوط به 

(55                                                          ) 𝑓´´ (𝑠) + 
2 𝑟

𝛿2𝑠
 𝑓´(𝑠) − 

2 𝑟

𝑠2𝛿2  𝑓 (𝑠) = 0 

 :55ی شرح معادلهبا معرفی تبدیلی به

(55                                                                                   )𝑓(𝑠) =  𝑠
− 

𝑟

𝛿2  𝑢(𝑠)  

 دست یافتیم: 52صورت معادله به 𝑢ای بر حسب ما به معادله

(52                            )                                                                𝑢´´ − 
𝑏

𝑠2  𝑢 = 0  

 برابر است با: 𝑏که در آن 

(59                                                                                                )𝑏 =
𝑟2+𝑟 𝛿2

𝛿4  

خواهد  54معادله  صورتبه 𝑢؛ حل کنیم اوواروف –وورو نیکیرا با روش پارامتریِ  52اگر معادله 

 نوشت الف و ب(شد. )پی

(54                                                                                       )𝑢 =  𝑠
1± √1+4 𝑏

2 

 56و  59صورت معادله به  𝑓2(𝑠)و   𝑓1(𝑠)های حالت، 55در معادله  54با جایگذاری معادله 

 خواهند بود:
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(59                             )𝑓1(𝑠) =  𝑠
− 

𝑟

𝛿2 𝑢1(𝑠) = 𝑠
− 

𝑟

𝛿2 𝑠
− 

1+ √1+4 (𝑟2+𝑟 𝛿2)

𝛿4 = 𝑠  

(56          )                    𝑓2(𝑠) =  𝑠
− 

𝑟

𝛿2 𝑢1(𝑠) = 𝑠
− 

2 𝑟

𝛿2  𝑠
− 

1−  √1+4 (𝑟2+𝑟 𝛿2)

𝛿4 =  𝑠 

 ارائه کردیم.  𝑓2(𝑠)و  𝑓1(𝑠)را بصورت ترکیبی خطی از 𝑓(𝑠)ما فرم نهایی 

(59                                                                                      )𝑓(𝑠) =  𝑐1𝑠
− 

2 𝑟

𝛿2  
+ 𝑐2𝑠.  

𝑐1دهیم که ما پیشنهاد می =  𝑐2 =  داریم: 4در معادله  59است. با جایگذاری معادله    1

(51                           )𝑝 =  𝑒(𝑟−𝛾)(𝑇−𝑡) (𝑠
− 

𝑟

𝛿2 + 𝑠 ) 𝑁(𝑑1) − 𝑒−𝛾(𝑇−𝑡)𝐾𝑁(𝑑2)  

در بورس کالای ایران منتهی  زعفران خرید یمعامله اختیار قرارداد 95در این مقاله اطلاعات آخرین

های پایه دارایی گرفت. در این راستا ابتدا، اطلاعات ورودی: شامل قیمت مورد استفاده قرار 5951به سال 

 25درصد، نرخ بازده بدون ریسک  59ریال، انحراف معیار نوسان قیمت زعفران 529،959تا  524،249از 

ریال در مدل جدید  565،555تا  545،555سال و قیمت اعمال از  1/5تا  2/5درصد، زمان تا سررسید  

های خروجیِ حاصله، مورد مقایسه قرار گرفتند. نمودار یک شولز اعمال و سپس قیمتی بلکو مدل اصل

شولز و مدل ارائه شده در این پژوهش را نشان های محاسبه شده بر اساس مدل اصلی بلکتفاوت قیمت

 دهد.می

 
)کولموگروف اسمیرنوف( ی بررسی آماری پیرامون نتایج حاصله، ابتدا آزمون نرمال بودن در ادامه

 گردند:آمده بر اساس دو مدل انجام و به شرح جدول شماره یک ارائه میهای بدستقیمت
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تفاوت قیمتهای حاصله بر اساس مدل اصلی بلک شولز و مدل پیشنهادی. 9نمودار

قیمتگذاری با مدل اصلی قیمتگذاری با مدل پیشنهادی
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Table1. One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test 

 VAR00001 

N 50 

Normal Parametersa,b Mean 1150.4971 

Std. Deviation 2461.30615 

Most Extreme Differences Absolute .378 

Positive .378 

Negative -.320 

Test Statistic .378 

Asymp. Sig. (2-tailed) . 000 

𝑠𝑖𝑔آمده در جدول شماره یک، ) نتایج بدست = 0 < های دهنده نرمال نبودن قیمت( نشان 0.05

های حاصل از بودن قیمتشولز دارد. در ادامه، آزمون نرمال حاصل از بکارگیری معادله استاندارد بلک

 گردند: بکارگیری مدل جدید اجرا و نتایج ارزیابی به شرح جدول شماره دو ارائه می

Table2. One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test 

 VAR00002 

N 50 

Normal Parametersa,b Mean 1150.5749 

Std. Deviation 2461.42909 

Most Extreme Differences Absolute .378 

Positive .378 

Negative -.320 

Test Statistic .378 

Asymp. Sig. (2-tailed) .000 

𝑠𝑖𝑔دو، )  شماره جدول در آمدهبدست نتایج = 0 < های دهنده نرمال نبودن قیمت( نشان0.05

بکارگیری مدل حاصل از بکارگیری معادله جدید دارد. بنابراین فرض نرمال بودن نتایج حاصل از 

درصد قابل پذیرش نیست. با توجه به عدم پذیرش فرض نرمال بودن  59پیشنهادی در سطح اطمینان 

ویتنی جهت ارزیابی دو گروه انتخاب گردید. در ادامه، آزمون دو گروه مورد بررسی، آزمون ناپارمتریک من

 گردد:می های دو گروه ارزیابی به شرح جدول شماره سه  ارائهبرابری واریانس
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Table3. Equivalence test for variances 

 
Sum of 

Squares df 

Mean 

Square F Sig. 

Between 

Groups 
.151 1 .151 .000 1.000 

Within Groups 593716394.515 98 6058330.556   

Total 593716394.666 99    

𝑠𝑖𝑔با توجه به ) = 1 > درصد مورد پذیرش  59سطح اطمینان ها در ( فرض برابری واریانس0.05

 باشد:ویتنی به شرح جدول شماره چهار میگیرد. نتایج حاصل از ارزیابی آزمون منقرار می

Table4. Test Statisticsa 

 VAR00003 

Mann-Whitney U 1223.000 

Wilcoxon W 2498.000 

Z -.186 

Asymp. Sig. (2-tailed) .852 

𝑠𝑖𝑔با توجه به ) = 0.852 > درصد فرضیه اصلی پژوهش که  59( در سطح اطمینان 0.05

افته یشولز و مدل پیشنهادی و تعمیممبتنی بر عدم وجود اختلاف معنادار بین نتایج مدل اصلی بلک

  گیرد.تأیید قرار میاست؛ مورد 

 هاآزمون فرضیه

 :وواروف، ا -کمک روش نیکی وورو شولز  به ی شرودینگرگونه اصلیِ بلکبا حل معادله فرضیه اول

، 51 ی معادلهگذاری اختیار معامله دست یافت. با اثبات و ارائهتوان به فرمولی متفاوت برای قیمتمی

فرضیه اول این پژوهش مورد تأیید قرار گرفت. در واقع روش حل و اثبات ارائه شده، مؤید امکان بروزرسانی 

 باشد. می ی جدیدشولز با معادلهی بلکمعادله

 :شولز تفاوتی وجود ندارد. با  بین خروجیِ مدل جدید ارائه شده و مدل اصلی بلک فرضیه دوم

ولز، شویتنی بین مدل جدید و مدل اصلی بلکاستناد به نتایج حاصل از آزمون آماریِ ناپارمتریک من

زم به ذکر است؛ عدم گیرد. لادرصد مورد تأیید قرار می 59فرضیه دوم این پژوهش در سطح اطمینان 

د ی جدیهای حاصله به معنیِ تشابه دو مدل نیست. بلکه ما نشان دادیم که معادلهمعناداربودن خروجی

ضمن اثبات با روشی نوآورانه، تفاوت از لحاظ متغیرهای موثر برآن و در نهایت شکل نهایی متفاوت با 
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تفاوت ای می معادلهشولز نزدیک است. ارائهبلکی اصلی شولز، از لحاظ خروجی با معادلهمعادله اصلی بلک

 یتر و با لحاظ محدویت تعداد نمونهگذاری( نزدیک اما دقیقشولز و حصول نتایج )قیمتبا معادله بلک

باشند. تشابه مدل جدید درصد، مزیت استفاده از روش جدید می 59استفاده شده و در سطح اطمینان 

استرپ نیز مورد تأیید قرار گرفته و تشریح آن در این مجال پرداخته بوتشولز توسط مدلسازی با مدل بلک

 نشده است. 

 گیری و پیشنهادهانتیجه

 گردد. تر اختیار معامله پیشنهاد میگذاری صحیحاستفاده از مدل جدید برای قیمت

مشاوران مالی که بدنبال گران مالی بویژه ارزشگذاران اختیار معامله، فعالان بازارهای سرمایه و تحلیل

 است نآ مؤید ی حاصلهنتیجهباشند. اختیار معامله هستند؛ کاربران اصلی این مقاله میی قیمتمحاسبه

 صریح و جدید از اواروف، به فرمی –ی شرودینگرگونه اصلی به روش نیکی وورو ما با حل معادله که

اص های خشولز یکی از حالتواقع مدل اصلی بلکدست یافتیم. در  معامله اختیار گذاریِقیمت یمعادله

باشد. لذا برتری استفاده از مدل پیشنهادی نسبت به مدل اصلی قابل مدلِ بهبود یافته پیشنهادی می

مت ی جدید به قیگذاری بر اساس معادلهی دیگر بیانگر آن است که نتایج قیمتباشد. یافتهدرک می

های اختیار معامله نزدیک بوده و این تفاوت در مقادیر بالای معاملهشولز حاصله بر مبنای روش بلک

دید ی جشولز از این طریق، امکان استفاده از معادلهگذاری بلکپررنگ خواهد بود. ما با بهبود مدل قیمت

 ینی اتر قراردادهای اختیار معامله، را فراهم کردیم. در واقع، مزیت اصلیِ ارائهگذاریِ صحیحجهت قیمت

ذاری گشولز، دقت بیشتر قیمتی بلکگیری از روشی جدید و متفاوت برای اثبات معادلهروش شامل بهره

ن گذاری انواع گوناگوی جدید برای قیمتهای اختیار، امکان بکارگیری از معادلهبرای مقادیر بالای معامله

های کمتر جهت اثبات معادله دودیتاوراق اختیار معامله همانند اوراق آمریکایی و در نهایت اعمال مح

 باشد.استوار می

 که نشان (2559) داگلاس و هانگتینتون توماس استارم، این پژوهش با نتایج پژوهش ماتیو نتایج

 الیحوزه م در ایگسترده طور شولز، بهبلک اختیار معاملۀ گذاریقیمت فرمول از شده اصلاح نسخه دادند

ن شولزِ صورت گرفته در ایی متفاوت بلکی معادلهباشد. همچنین ارائههمخوان میقابلیت استفاده دارند؛ 

نماید. نتایج صورت پذیرفته با انتخاب و ( را تأیید می2559) 95ال خاستکویچپژوهش، نتایج پژوهش وی

 هایمعامله اریاخت یگذارمتیق یبرا( 2551تر و با رویکرد الغلیص )تعدیل متغیرهای ورودی واقعی

ی عدم وجود تفاوت معنادار بین خروجیِ دهندهمطابقت دارد. اگر چه نتایج این پژوهش نشان ییکایآمر

باشد؛ ولیکن دو نکته پیرامون آن حائز اهمیت است. اولاً، این عدم تفاوت مدل اصلی و مدل جدید می
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دارای وجاهت علمی در  شولزی اعتبار مدل جدید باشد. همانطور که مدل اصلی بلکدهندهتواند نشانمی

گذاریِ مدل اصلی بین متخصصان مالی بوده، خروجی یک معادله جدید که تفاوت معناداری با قیمت

تواند به اعتبار مدل جدید کمک نماید. ثانیاً، با توجه به وجود تفاوت بسیار جزئی، این استاندارد ندارد، می

لی )برای مثال چند صد میلیون دلار و بالاتر( اهمیت الملهای اختیار بینتفاوت در مبالغ بالای معامله

توان ادعا نمود که برتری استفاده از مدل جدید در مقایسه با مدل اصلی دوچندان خواهد داشت. می

 بیشتر تفاوت این اهمیت پایه اختیار، یمعامله ارزش شدن افزوده با اهمیت دو چندانی پیدا نموده و

  .بود خواهد
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 نوشت: الفپی

 بگیرید: معادله زیر را در نظر
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  نژادآبادی و یعقوبعراقی، حسن.../ابوالی،خلیلی کمک با معامله اختیار اوراق گذاریِ قیمت

 
21 

 9 –)الف 

 

1 2 3 1 2 3

4 5 6 7 8

9 10 11

12 13

1
, 0 , 0 , ,

2 4

1 41
, 0 , ,

4 16

1
0 , 2 1 4 , 0,

2

1
1 1 4 , 0 .

4

b

b

b

b

     

    

  

 

     


    

     
 

    
 

 

𝛼3( و به دلیل اینکه 9 –با استفاده از روابط )الف  = ( به فرم زیر به 9 –تابع موج معادله )الف  0

 آید.دست می

 (1 –)الف      
11

1 41 1 4
2 24 0 .

bb

nu s s L
   
  

𝑙𝑛𝑛که 
𝑚(𝑥)  اند و تابع لاگر وابسته𝑙𝑛𝑛

1

2
√1+4 𝑏

(0) = صورت ( به1 –سپس رابطه )الف   است.  1

 شود.زیر تبدیل می

 (5 –)الف    
1

1 1 4
2 4 ,

b

u s s
  
 

 
 ( داریم:2 –( در رابطه )الف 5 –با جایگذاری روابط )الف 

 (55 –)الف  
2

1
1 1 4

2 .

r
b

f s s s
   
 

 

 92اواروف –وورو روش نیکی نوشت ب:پی

در این روش، معادله دیفرانسیل مرتبه دوم از نوع فوق هندسی یا یک معادله شرودینگر گونه معمول 

 به صورت زیر است:

 (5 –)ب 
22

1 2 31 2

2 2

3 3

[ ] ( ) 0.
(1 ) [ (1 )]

n

s ssd d
s

ds s s ds s s

   


 

  
  

 
 

 :کنیمبرای محاسبه توابع موج و ویژه مقادیر انرژی از این روش استفاده می



 9911 پائیز/  چهارمفصلنامه مهندسی مالی و مدیریت اوراق بهادار/ شماره چهل و 

 
22 

 (2 –)ب 

2

4 1 5 2 3 6 5 1 7 4 5 2

2 2

8 4 3 9 3 7 3 8 6 10 1 4 8

11 2 5 9 3 8

12 4 8 13 5 9 3 8

1 1
(1 ), ( 2 ), , 2 ,

2 2

, , 2 2 ,

2 2( ),

, ( ) .

           

            

     

       

       

       

   

    

 

 :کنیمبااستفاده از این مجموعه از پارامترها طیف انرژی را محاسبه می

 (9 –)ب 
2 5 9 3 8 3 7 3 8 8 9(2 1) (2 1)( ) ( 1) 2 2 0.N N N N N                     

 شود.سپس با استفاده از این روش تابع موج به صورت زیر محاسبه می

13 (4 –)ب  11
12 10 10

3 312

( 1, 1)

3 3( ) (1 ) (1 2 ).Ns s s P s

 
  

   
    

   

𝛼3اگر  =  کند.می ( به صورت زیر تغییر4 –ب )ی باشد؛ رابطه 0

12 (9 –)ب  13 10 1

11( ) ( ).
s

Ns s e L s
  

 


 

 

 ها : یادداشت

1JEL 

2 Fisher Black 

3 Robert Merton 

4 Myron Scholes 

5 Ahn J, Kang S, Kwon YH 

6 NikkiVoro - Ovarov 

7 Henry Lobugh 

8 John Hall 

9 Louise Bachelier 

10 Kruisenga 

11 Adhoc Econometric Models 

12 Alghalith M 

13 Kassouf 

14 Robustness 

15 Sustainability 

                                                           



  نژادآبادی و یعقوبعراقی، حسن.../ابوالی،خلیلی کمک با معامله اختیار اوراق گذاریِ قیمت

 
23 

                                                                                                                                                    
16 Geometric method 

17 Jacobi Method 

18 Legendre's Method 

19 Frobenius method 

20 Matthew Starm, Thomas Hunstantin and Douglas 

21 Soastkitch 

22 Roman and Ivanov 

23 Moawia Alghalith 

Hemantha S. B. HerathEmail authorPranesh KumarAmin H. Amershi24 

Crack spread option pricing with copulas25 

26 Clayton 

27 Steven Li 

28 Leland option pricing model 

29 -Jean-Pierre P. Tashman 

30 regime-switching mechanism 

31 Li MengMei Wang 

32 Fractional 

33 Doodo and Skylight 

34 D. Madan 

35 Christopherson et al 

36 Engle and Lee 

37 Heston and Nandi 

38 Zhucheng and Jian Ping Wan 

39 Lévy Model Under Memm 

40 Martigal Entropy 

41 Alargando 

42 Heston Stochastic Volatility Model 

43 Longstaff FA & Schwartz ES 

44 Mathematica 

45 SPSS 

46 Call Option 

47 Put Option 

48 Hemantha, Amershi 

49 Christoffersen and Jacob  

50 Madan 

51 V. L. Khatskevich 

52  A.F. Nikiforov, V.B. Uvarov, Special Functions of Mathematical Physics, 

Birkhäuser, Basel 1988. 

 


