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  چكيده

 در نظر ،يپرتفوكارآيي  الگوهاي مرز يريگارائه شده در اندازه يهامشكلات روش نيتراز جمله مهم
در همين راستا، توسعه  است.و بازده از جمله ريسك  يمال متغيرهايموجود در  تينگرفتن عدم قطع

 و درك يبرادر علوم مالي  يپرتفو بهينه يك ييمرز كارآسازي مختلف و استخراج بهينه يهاهينظر

 مو مبه در فضاي عدم قطعيت ريپذامكان يشامدهايو پ ميتصم طيدر مح نانيوجوه عدم اطم ييشناسا
توان يم ،هاتيعدم قطع طيدر شرا مطروحه يهاهينظر نياست. از ب افتهيابداع و توسعه   بازارهاي سرمايه

 سازي سبددر بهينه هاتيقطععدم تفسير و اثبات در  هينظر نيرتدقيقو  نيترمناسب  امكان را هينظر
 سازيبهينههاي مدل شتريتطابق ب يرو برا شيپ پژوهشدر  ليدل نيهمبنابر  به حساب آورد. سهام

 نتاج رياضيي با استپرتفو بازده و ريسك استخراجبه  ت،يبا واقع رتفوليو و شناخت فضاي كارآي منطبقوپ
 رياز مفهوم متغ پژوهش نيدر ا. شودي، پرداخته مريپذامكان يتئوربا تأكيد  تيقطع عدم فضايدر 

مرز شناخت و تعيين موجود در  تيقطع منظور پوشش عدم به ،يامكان و الزام فاز يةو نظر يفاز يتصادف
 استفاده شده است.  ر،يپذامكان يتحت تئور يپرتفو انسيوار -نيانگيم ييكارآ
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  قدمهم

هستند،  ي اكثر كشورهاي داراي اقتصاد نوظهور با آن مواجهاي كه بازار سرمايهمشكلات عمدهكي از ي
        مناسب  هايرفع چنين مشكلي، مستلزم شناخت فرصت. است دارايي مناسب نبودن تخصيص

گيري است. تصميم بيني متغيّرهاي ضروريگذاري با استفاده از ابزارهايي با دقت بيشتر براي پيشسرمايه
 هايبينيدر انجام پيش هاگذاران در بازار سرمايه، معلول ناتواني آناكثر اوقات عدم موفقيت سرمايه

هاي مناسب بتوانيم و يا مدل بنابراين چنانچه با استفاده از ابزارها ؛از متغيّرهاي مربوطه استمناسب 
تر ناسباي ممنابع مالي به گونه كنيم، بينيگيري را با دقت بيشتري پيشمتغيّرهاي ضروري تصميم

يكي از ابزارهاي ). ١٣٩٤(مشايخ و اسفندي، شوند و بازار در جهت كارآيي حركت خواهد كردمي هدايت
 سازيبهينه باشد.مي ١سازيگذاري، فنون بهينهگيري جهت سرمايهمهم و مورد استفاده براي تصميم

موضوعات جديد در مباحث مالي است كه با  و مطمئن، يكي از مهمترين آهاي مالي به صورتي كاردارايي
امتين (ر ها داردتشكيل سبد دارايي گيري از رويكردهاي نوين از ساير علوم، سعي در بهبود عملكردبهره

 موجود هايمحدوديت به توجه با آن طي كه است فرآيندي سازيبهينه ). به عبارتي١٣٩٧نيا و عطرچي،

شود (تقي زاده يزدي و همكاران، مي مشخص متضاد علايق ميان توازن ترينمطلوب گيري،تصميم هر در
گونه  كنند، بهنمود پيدا مي ريسك و بازدهميان متغيرهايي مانند  تقابل). گاهي اوقات اين تضاد و ١٣٩٥

 به طوري كه اغلبگذاري دارد سرمايه گيري و انتخاب سبد سهام در تصميممهمي  حياتي و نقش اي كه 
در مورد ريسك به عنوان يك متغير كيفي ديدگاه پايه اين دو مفهوم استوار است؛  هاي اين حوزه بر نظريه

  كريسو گاهي  هرگونه نوسان احتمالي بازده اقتصادي در آيندهرا ريسك هاي مختلفي وجود دارد. گاهي 
) ١٩٥٢(٢ماركُويتز كنند. هريدرآينده تعريف ميرا به عنوان هرگونه نوسان احتمالي منفي بازده اقتصادي 

 ،٣پرتفوي مديريت و هادارايي انتخاب امر در گذارانسرمايه گذاري، برايسرمايه كمّي ريسكبا تعريف 

ها نئوكلاسيك ٤هاي انتخاب در مكتب ماليكرد. رويكردي كه در توسعه تئوري رياضي ارايه رويكردي
وي بر  شود.گسترده به عنوان سنگ بناي مالي كمّي در نظر گرفته مي نقش اساسي ايفا كرده و به طور

ها تواند منجر به كاهش نوسانها ميگذاري،  اذعان كرد متنوع سازي سرمايه٥اساس نظريه مدرن پرتفوي
كارآيي سازي و تعيين مرز)، اما مسئله بهينه٢٠١٩، ٦در عين حفظ متوسط بازده گردد (داي و وانگ

، افزايش بناييگذار مانند لزوم برقراري فرضيات زيرگذاري ماركوُيتز با پيچيده شدن عوامل تأثيرسرمايه
گذاري در دنياي واقعي و افزايش مشكلات محاسباتي در تشكيل پرتفوي بهينه با هاي سرمايهمحدوديت

زمينه بهبود مدل در  هاي زيادي به صورت تئوري و عمليتلاش اينشد؛ بنابرهايي مواجه ميچالش
معيارهاي ريسك متعددي از قبيل مدل نيمه است. انجام گرفته ماركوُيتز اريانس و -استاندارد ميانگين
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). در اين ٢٠١٦، ٧(فالگا شد و مدل واريانس با چولگي پيشنهاد انحراف واريانس، مدل ميانگينِ قدر مطلق
عنـوان پـارادايمي در  تـوان آن را بـهه مـيك ماركوُيتزواريانس  -مدل ميانگينراستا آنچه مسلم است، 

 كه  يهـاي مدل  ؛واقع يك مدل انتخاب پرتفوي احتمالي است گذاري در نظر گرفت، درسرمايه حـوزه

 به ايطور گسترده متغيرهاي تصادفي در نظر گرفته و بدين ترتيب به صورت بازده اوراق بهادار را به
در اين مقاله سعي بر آن  .اند گرفته و بررسي قرارمورد مطالعه ريزي احتمالي رويكردهاي برنامه وسيله

ها كارآ،  بتوان نرخ بازده دارايياست تا با ارائه مروري بر مباني و الگوهاي ارائه شده در خصوص تعيين مرز

 ويتزماركُ  احتمـاليواريـانس  -بر اين اساس، مدل ميـانگينو نه توزيع احتمال بيان كرد.  را با توزيع امكان
بتني هاي مشاخص اب هاي احتماليموجب جايگزيني شاخصو  تبديل شدهمدلي مبتني بر معيار امكان  به

 .شودمي بر امكان

 انسيوار-نيانگيمي تحت رز كارآيم

شود كه محور هاي مالي به شكل  نموداري ظاهر ميواريانس در تئوري -ي ميانگينكارآيمرز       
گيري دهد. شكلانحراف استاندارد و محور عمودي آن بازده مورد انتظار پرتفوي را تشكيل ميافقي آن 

مرز از اتصال نقاطي تشكيل شده است كه در نهايت يك منحني پيوسته بوجود آمده و يك شماي كلي  
  ).  ١٣٩٤دهد (رهنماي رودپشتي و همكاران،واريانس ماركوُيتز را ارائه مي -از مرز مؤثر ميانگين

 
  اي مرز كارآيي مسئله ماركُويتزنمايش نقطه -١شكل

به حوزه مالي و  و آمار رياضيات را آغـاز ورود جـدي) ١٩٥٢ماركُويتز (معـروف مقاله بسـياري    
ارند شـمبر ميرا شروع تحليل مدرن پورتفوليو  دانسته و آن ي شدن مباحثي همچون ريسك و بازدهكمّ

 ي انتخابي نظريهنقش مهمي در توسعه واريانس ماركُويتز -). روش ميانگين٢٠٠٨ همكاران، و٨گوپتـا (
و آن را  كرد در سبد سهام را معرفي ٩كسي بود كه مفهوم تنوع بخشي نوع دارايي ايفا كرد. ماركوُيتز

بد سرمايه، ريسك آن را براي سرمايه كلي نشان داد كه چگونه تنوع بخشي در س توسعه داد. او به طور
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 رزم اًكه اصطلاح شودمي آفرآيند فوق منجر به تشكيل سبدهاي كار كه در نهايت دهدگذار كاهش مي
واريانس -اصول كليدي مدل ميانگين)؛ ١٣٩٦شود (بيات و اسدي،واريانس ناميده مي -كارآيي ميانگين

ورتفوليو پ گذاري و استفاده از واريانس بازدهسرمايه عنوان بازدهموردانتظار پورتفوليو به  استفاده از بازده
نكته حائز اهميتي كه در محاسبه ريسك وجود داشت اين بود كه . گذاري استبه عنوان ريسك سرمايه

ين و در ا دندشطور يكسان در نظر گرفته مي ميانگين، به انحرافات كوچكتر و بزرگتر ازدر اين مدل 
گذاران در دنياي سرمايه). اما ٢٠١٦و همكاران، ١٠(سان باشدس معيار ريسك متقارن ميشرايط، واريان

 دانندنامطلوب در حاليكه انحرافات بزرگتر از ميانگين را مطلوب مي واقعي، انحرافات كوچكتر از ميانگين را
پورتفوليو را به واريانس رفتار  – مدل ميانگين ،ستا ١١نكه توزيع بازده سهام نامتقار در مواردي يعني

ديگري  . بنابراين ماركوُيتز معياردر اندازه گيري ريسك ناكارآمد است كهكند بيني ميپيش طرز نامطلوبي
 ) بسط داده شده بود را به عنوان معيار جايگزين براي محاسبه١٩٥٢ي (رُ  توسط نيمه واريانس معيار بنام

در روش  ماركوُيتزايده ).   ١٢،٢٠١٥ركا و برمودزمورد توجه قرارداد. (و خود ريسك، در مدل استاندارد

استفاده قرار گرفت.  مورد ١٤ لينتنر و موسين ،١٣واريانس توسط بسياري از محققين نظير شارپ -ميانگين
اين با توجه به اين واقعيت كه مفهوم مرز از زمان ماركوُيتز وجود داشت، ). بنابر٢٠١٤و همكاران، ١٥(كولم

هايي كه بتوانند يك مجموعه قوي از ها شد؛ از جمله مدلبسياري از مدل مدل وي نقطه شروع براي
كه در حال حاضر با فراواني بيشتري در را ها را ارائه دهند و مسائلي نظير مسائل مقياس بزرگ رويكرد

هايي كه در حال حاضر در مورد اوراق بهادار در سازي كنند. با وجود دادهحال ظهور هستند را بهينه
هاي متعدد براي ايجاد ارزش افزوده گذاران اغلب آزاد هستند كه فرصتاسر جهان وجود دارد، سرمايهسرت

هاي وشردر پورتفوليوهاي خود را در نظر بگيرند. در ادامه ابتدا به بررسي مدل ماركُويتز و بعد به بررسي 
ه ي ماركوُيتز ك. مسئلهشودته ميپرداخ توان نشان دادمختلفي كه با استفاده از آنها مرزهاي كارآ را مي

موردانتظار را حداكثر كند، در فرمت دو  سعي دارد واريانس را به حداقل برساند و به طور همزمان بازده
  معياري به صورت زير بيان شده است :

𝑚𝑖𝑛  𝑋்  𝑋                    ∶   𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒   

𝑚𝑎𝑥   𝜇௧𝑋                ∶  𝑒𝑥𝑝𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛 

𝑠. 𝑡.        1௧ 𝑥 = 1 

𝛼 ≤ 𝑥 ≤ 𝜔 

𝑋ي فوق داريم  در رابطه    ∈ 𝑅 گيرند تعداد اوراق بهاداري است كه در يك پورتفوليو قرار مي nو   
اختصاص يابند. 𝑖 اوليه اوراق بهادار مرحلهاي هستند كه بايد در نسبت سرمايه xمربوط به  xiهاي و مؤلفه
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مورد انتظار اوراق بهادار، محدوديت    بردار بازده 𝜇مسئله است و  n*nماتريس كواريانس  Ʃهمچنين 

𝑠. 𝑡.  1௧  𝑥 = 𝛼 برابر با يك است و معادله  xiهاي كند كه مجموع تمامي نسبتتضمين مي 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝜔   
  ). xiهاي خطي اضافي است (در اينجا تنها مرزهاي بالا و پايين روي ي نگهدارنده براي محدوديتناحيه

𝑆ي ممكن دارد يعني با پردازش بيش از يك معيار، مسئله دو ناحيه ⊂  𝑅 و 𝑍 ⊂ 𝑅ଶ .S  مجموعه
𝑋تمام پورتفوليوهاي ممكن است كه در آن  ∈ 𝑅 .𝑠 ياست اگر معادله    𝑡.  1௧  𝑥 = برقرار باشد امكان  1

𝛼پذير و اگر معادله ≤ 𝑥 ≤ 𝜔    باشد؛برقرار Z  مجموعه تمامي بردارهاي تصوير (از نظر انحراف معيار و
𝑋است. حال  Sبازده مورد انتظار) پورتفوليو در  ∈ 𝑆   ،يك پورتفوليوي مؤثر است با توجه به بردار تصوير

مورد انتظار بزرگتر بدون انحراف معيار بالاتر وجود داشته  مورد انتظار كوچكتر يا بازده بدون اينكه بازده
باشد، مجموعه تمام بردارهاي تصوير (از نظر انحراف معيار و بازده مورد انتظار) تمامي پورتفوليوهاي مؤثر، 

 دهند.مرز كارآ را تشكيل مي

  𝝀-روش پارامتربا استفاده از  انسيوار-نيانگيكارآيي م

استفاده  𝜆اي مرز كارآ آن است كه از روش پارامتر يك روش ديگر براي بدست آوردن بازنمايي نقطه   
 شود. 

𝑚𝑖𝑛  𝑋்  𝑋 −    𝜆 𝜇௧𝑥       𝜆൛𝑜, 𝜆ଶ, … . . , 𝜆ିଵ, 𝜆௫ൟ 

  𝑥 ∈ 𝑠 

 بازده رو يد شده در مرز كارآ (از ايني تولبزرگتر باشد، واريانس نقطه 𝜆در اين مدل هر چقدر مقدار  

افزار اي است و تنها به نرممشابه روش محدوديت دامنه 𝜆مورد انتظار) بزرگتر است. اگرچه روش پارامتر 
QP اي استرتر از كار با روش محدوديت دامنهكردن با اين روش دشوااستاندارد نياز دارد، با اين حال كار 

𝜆). در معادله فوق با توجه به مقدار ٢٠١١(استوئر و همكاران، = 𝑜  حل نقطه واريانس حداقل مسئله
كاملاً مشخص، اما براي حل نقطه بازده مورد انتظار حداكثر در مرز كارآ سردرگمي بوجود مي آيد. اين 

 𝜆௫ وجود ندارد (كه در آن از قبل𝜆௫ اي براي دانستن  امر به دليل آن است  كه راه حل ساده

است كه به طور يكنواخت نقطه بازده مورد انتظار حداكثر روي مرز كارآ را محاسبه  𝜆كوچكترين مقدار 

نهايت باشد. در ساير موارد، بايد عددي كوچكتر تواند نزديك به بيمي𝜆௫ كند). در برخي موارد،  مي
اخت قبلي آن وجود ندارد و ممكن است هنگام انتخاب مقادير براي از يك باشد. بنابراين راهي براي شن

𝜆 قبل  اي ازمرز كارآ، بالا و يا خيلي پايين برآورد شود؛ در صورتي كه با استفاده از روش محدوديت دامنه

انيم د، نمي𝜆ي توليد شده را مشخص كرد، اما با روش پارامتر مورد انتظار هر نقطه هاي بازدهشود مؤلفهمي
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 شده وليدذاري تگسازي، مقدار بالايي دارد يا خير؛ بنابراين با توجه به فاصلهكه آيا هر مؤلفه پس از بهينه

  ).٢٠١٧يو و وانگ،(تواند نااميد كننده باشدمي 𝜆كارآمد، روش پارامتر در امتداد مرزهاي

  تحت رويكردهاي پارامتريك انسيوار-نيانگيكارآيي م

ي كامل مرز كارآ است. ي منحني پيوستهمحاسبه ١٦در انتخاب پورتفوليو، هدف رويكرد پارامتريك   

سازي شده است كه با تغيير آرام پارامتر، مرز اي مدلدر رويكرد پارامتريك، مسئله با يك پارامتر به گونه
 الگوريتم اول براي انجام اين كار). ١٧،٢٠١٠شود (استوئر و هرسبرگركارآيي كلي به طور دقيق رديابي مي

دوم پارامتريك  ريزي درجهكه نوعي از برنامه ١٨است. روش مسير بحراني ماركوُيتزروش مسير بحراني 
  است، انتخاب پورتفوليو را از ديدگاه فرمول زير بررسي مي كند :

𝑚𝑖𝑛  𝑋்  𝑋 

𝑠. 𝑡.   𝜇௧  x=𝜌    𝑝 ∈ {𝑝, 𝑝௫} 

𝑥 ∈ 𝑠 

مورد انتظار مرز كارآ  مقادير بازده  𝜌௫ቃ و ቂ𝜌يبه طور پيوسته در فاصله 𝜌ي فوق  در رابطه
هاي قابل توجهي رسيده بود، ولي روش مسير به موفقيت ماركوُيتزهاي كند. اگرچه ساير ايدهتغيير مي

است، به طور  ناميده شده) ١٩٨٩(  ١٩ي مالي مدرن توسط ميشائودعرصه» معماي«بحراني او كه 

) ٢٠٠٨و همكاران ( ٢١)، استين١٩٩٦( ٢٠به غير از  بست  در واقع. اي مورد استفاده قرار نگرفتگسترده
  ريزي درجه دوم پارامتريك مبتني بر فرمول زير) رويكردهاي برنامه٢٠١٠و همكاران( ٢٢هرسبرگر

𝑚𝑖𝑛  𝑋்  𝑋 − 𝜆𝜇்     𝜆 ∈ [𝑂, + ∞) 

𝑥 ∈ 𝑠 

اند كه به رويكردهاي ) ارائه شده است، مطالعات اندكي بوده٢٠١٦و همكاران،  ٢٣(اوبرديككه توسط 

توان را مي 𝜆اند. روش پارامتر ي گذشته اشاره كردهپارامتريك براي محاسبات مرزي كارآ در چهار دهه
  .)٢٠١٨سازي گسسته معادله فوق دانست(لي و همكاران،پياده

  پذير تئوري امكان  واريانس تحت-كارآيي ميانگين

 مدل ورودي پارامترهاي كه است اين بر فرض سازي ماركُويتز،مسائل بهينه تئوريك دنياي در   

 فرض واقعي دنياي در سازيبهينه هايروش بردن كار به كه براي است واضح هستند؛ اما قطعيت داراي

ثل تقاضا براي يك (مهاي ورودي  برخي از داده صحيحي نيست. به اين دليل كه: فرض پارامترها قطعيت
 له مورد تحليل قرارأ؛ در زماني كه مس)ها در مسائل مالي دارايي كالاي خاص در مسائل توليدي و يا بازده
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بيني پيش راتواند از مقدبيني شوند. مقدار حقيقي پارامتر مورد نظر ميپيش گيرد موجود نيستند و بايدمي
مثل (هاي ورودي برخي از داده .بيني هستندبرگيرنده خطاي پيشها، در اين داده .شده نوسان كند

د. در گيري قرار گيرنطور دقيق مورد اندازه توانند بهنمي )يندهاي تكنولوژيكيآپارامترهاي مربوط به فر
گيري ها، در برگيرنده خطاي اندازه كنند. اين دادهمي اين پارامترها حول يك مقدار اسمي نوسان ،واقع

شده  زده تخمين مقدار به نسبت هادارايي واقعي بازده اگر پرتفوي سازيبهينه مسأله در .هستند
 است ممكن است شده ارائه مسأله براي بهينه جواب عنوان به كه جوابي كنند، نوسان (پارامترهاي مدل)

بازار مالي نيز  اين رفتار)؛  بنابر١٣٩٣شود (فلاح پور و تند نويس، خارج موجه هاياز محدوده جواب حتي
گيرد. در اين موارد، نياز قرار مي ٢٤تحت تأثير عوامل غيراحتمالاتي متعددي چون ابهام و عدم قطعيت

است كه توزيع احتمال دقيقي بدست آورده شود. گاهي اوقات، مقادير برآورد شده براي احتمالات ممكن 
ر واضح در نظر بگيريم، از نظر عملي غير ها را به عنوان مقادياست دقيق نباشند؛ در اين شرايط اگر آن

بنابراين تعدادي از محققين  به اين نتيجه رسيدند كه  ). ٢٠١٨شوند (لي و همكاران،مفيد واقع مي

توانند از نظريه مجموعه فازي براي مديريت پورتفوليو در نوع ديگري از محيط نامشخص به نام محيط مي
) ٢٠٠٢و همكاران ( ٢٦) و لئون١٩٩٧( ٢٥)،  و بعد ها واتادا١٩٦٥(توسط زاده فازي استفاده كنند. ابتدا 

) ٢٠٠٦( ٢٧انتخاب پورتفوليو را با استفاده از نظريه تصميم فازي مورد بحث قرار دادند. لاكانينا و پكورلا
اي توسعه دادند تا عدم قطعيت و عدم دقت را هاي نرم تصادفي چند مرحلهيك مسئله فازي محدوديت

)  يك رويكرد سيستماتيك ٢٠٠٥و همكاران ( ٢٨ل مديريت پورتفوليو در نظر بگيرند. لينبراي حل مسائ
ه هاي پورتفوليو به كار گرفتند تا باتخاذ كردند و براي اين منظور تئوري نظريه فازي را همراه با ماتريس

ر سند.  ببر مديران كمك كنند كه به درك بهتري از ماهيت رقابتي كلي پورتفوليوهاي كسب و كار آن ها
مدلي مبتني بر معيار امكان بدل گشته، كه  بهماركُويتز  واريـانس احتمـالي -اين اساس، مدل ميـانگين
 كه نحوي به ؛گرددهاي مبتني بر امكان ميوسيله شاخص به هاي احتماليموجب جايگزيني شاخص

 و واريانس مبتني بر امكان نيز امكان، برابر سطح معيني خواهد شد ارزش مورد انتظار بـازده مبتنـي بـر
سازي پورتفوليو را بر مدل دو نـوع). در اين مقاله ما ٢٩،٢٠١١(جرجسكا و كينانن حداقل خواهد گشت

ميانگين و واريانس احتمالاتي بالا و پايين هاي تصادفي حدود بـالا و پـايين  ها و ميانگيناساس واريانس
 دهيم.مورد بحث قرار مي

  واريانس تحت فضاي امكان پذير بالا و پايين  –مدل ميانگين  يكارآي

به معرفي  ٣٠واريانس تحت فضاي امكان پذير بالا و پايين -مدل ميانگين يكارآيابتدا جهت تشريح 
با توابع  Rمجموعه فازي از اعداد حقيقي  Aشود. يك عدد فازي اجمالي از يك فضاي فازي پرداخته مي
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شوند نمايش داده مي  Fازي نرمال با حمايت محدود است. خانواده اعداد فازي باعضويت پيوسته، محدب ف
به صورت را با مجموعه سطح گاما  A) ميانگين احتمالاتي بالا و پايين عدد فازي  ٢٠١٣(لي و همكاران،

  ).٣١،٢٠١٦كنند (چن و سورزير بيان مي

[𝐴]ఊ = [𝑎ଵ(𝛾), 𝑎ଶ(𝛾)](𝛾 > 0) 
 

𝑀∗() =
∫ 𝑃𝑜𝑠[𝐴 ≤ 𝑎ଵ(𝛾)]𝑎ଵ(𝛾)𝑑௬

ଵ



∫ 𝑝𝑜𝑠[𝐴 ≤ 𝑎ଵ(𝛾)]
ଵ


𝑑௬

= න 𝑌ଵ

ଵ



(𝛾)𝑑௬  

  و

𝑀∗
() =

∫ 𝑃𝑜𝑠[𝐴 ≥ 𝑎ଶ(𝛾)]𝑎ଶ(𝛾)𝑑௬
ଵ



∫ 𝑝𝑜𝑠[𝐴 ≥ 𝑎ଶ(𝛾)]
ଵ


𝑑௬

= න 𝑌ଶ

ଵ



(𝛾)𝑑௬ 

 .)٢٠١٦پذير بودن است(چن و سور،نشانگر امكان pos به اين ترتيب 

𝑃𝑜𝑠[𝐴 ≤ 𝑎ଵ(𝑦)] = ෑ((−∞, 𝑎ଵ(𝑦)]) = 𝑦, 

𝑃𝑜𝑠[𝐴 ≥ 𝑎ଶ(𝑦)] = ෑ൫[𝑎ଶ(𝑦), ∞)൯ = 𝑦 

 استنتاج تحليلي از مرز كارآي امكاني

اريانس امكاني پايين براي انتخاب و - ، مدل ميانگينماركوُيتزواريانس  -روش ميانگين با مشابه
توان به مي را ٢واريانس امكاني بالا براي انتخاب پورتفوليو معادله - و مدل ميانگين ١معادله پورتفوليو

  .)٢٠٠٧(وركا و همكاران، صورت زير فرموله كرد

                :                                                                                                                            ١معادله 

𝑚𝑖𝑛      𝑉𝑎𝑟∗(𝑟) = 𝑥´ 𝐶𝑜𝑣∗𝑥 

𝑠. 𝑡.    𝑀∗
´𝑋 ≥ 𝜇, 

𝐹´𝑥 = 1, 

𝑋 ≥ 𝐿. 
 :٢معادله 

𝑚𝑖𝑛      𝑉𝑎𝑟∗(𝑟) = 𝑥´ 𝐶𝑜𝑣∗𝑥 

𝑠. 𝑡.    𝑀∗´𝑋 ≥ 𝜇, 

𝐹´𝑥 = 1, 

𝑋 ≥ 𝐿. 
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  حال براي تحليلي از مرز كارآي امكاني مسئله عمومي زير را در نظر مي گيريم:

  :٣معادله

𝑚𝑖𝑛       𝑥´𝐶𝑥 

𝑠. 𝑡.    𝑀∗´𝑋 ≥ 𝜇, 

𝐹´𝑥 = 1, 

𝑋 ≥ 𝐿. 
൫𝐶൯ي فوق داريمدر رابطه    

×  
´𝑀   و = (𝑚ଵ, 000, 𝑚) 𝐶 توان ديد كه مي . به سادگي=

,∗൫𝐶𝑜𝑣∗ ,𝑚∗൯(𝐶𝑜𝑣با   (C,M)است به شرطي كه  ٢و ١معادلهمعادل با  ٣معادله 𝑚∗) .جايگزين شود
مجاز ٣٢هاي كوتاه مدت بدست آيد. چناچه فروش ٣حل بهينه براي معادله بنابراين كافي است كه راه

هاي به طور فزآينده يكنواخت كمان است. در اين صورت،  مرز كارآ متشكل از سري  x≥0نباشند آنگاه 
شود كه بيان تحليلي واريانس است. در اين مقاله الگوريتمي ارائه مي - سهموي محدب در صفحه بازده

  )٣٣،٦٢٠١دهد. الگوريتم، مبتني بر فرض زير است( سابوردا و همكارانبراي مرز كارآ امكاني ارائه مي

,𝑖(الف): حداقل يك زوج ايندكس  فرض 𝑗 ∈ {1, … . , 𝑛}   با𝑖 ≠ 𝑗اي كه  وجود دارد به گونه 𝑚 ≠

𝑚 و در آن داريم𝑀 = ൫𝑚ଵ ,…….,𝑚൯
´.  

𝐶 :(ب) فرض  = ൫𝐶൯
×

  يك ماتريس معين مثبت است. 

𝑒 اگر فرض شود  = 𝑀´𝐶ିଵ𝑀, 𝑓 = 𝐹´𝐶ିଵ𝐹, 𝑑 = 𝑀´𝑐ିଵ𝜎 = 𝑒𝑓 − 𝑑ଶ را وجود دارد؛ حالت زير
  ).٢٠١٦توان يافت ( سابوردا و همكاران،مي

𝑒(𝑖)   برقرار است، آنگاه داريم:  (الف) با در نظر گرفتن اينكه فرض :1-4لم > 𝑜 , 𝑓 > 𝑜, (𝑖𝑖)𝜎 > 𝑜 

ي زير در نظر گرفته شود( سابوردا و روش مفيد آن است كه مسئله ٣اين قبل از حل معادله بنابر
  ).٢٠١٦همكاران،

  :٤معادله 

𝑚𝑖𝑛       𝑥´𝐶𝑥 

𝑠. 𝑡.    𝑀´𝑋 ≥ 𝜇, 

𝐹´𝑥 = 1. 
  نشان داده خواهد شد. ٤و ٣در قسمت بعدي، راه حل بهينه  بين معادله  

∗𝑥اگر  ثابت باشد. 𝜇گرفتن اينكه فرض (ب) برقرار است و متغير نظربا در 1-4نظريه  =

(𝑥ଵ
∗, … … , 𝑥

∗ 𝑥ଵبا  ٤حل بهينه براي معادله راه ´(
∗ < 𝑙ଵ ,,௫ೖ

∗ழೖ
𝑥و  

∗ ≥ 𝑙  براي𝑗 ∈



 /قديمي، مينويي، زمرديان و فلاح...يپرتفو انسيوار-نيانگيميي مرز كارآ هاييلگوبررسي ا

 
٤٤٥ 

{1, … . . , 𝑛}\൛𝑖ଵ,……,ೖ
ൟ  باشد و اگر𝑥ଵ∗ = (𝑥ଵ

ଵ∗, … … , 𝑥
ଵ∗)´ باشد،  ٣حل بهينه براي معادله راه يك

  آنگاه داريم:

𝑥ଵ∗ ∈ ራ ቄ𝑥 = ൫𝑥ଵ ,…..,𝑥൯
´
ǀ𝑥௦ = 𝑙௦ , 𝑥 ≥ 𝑙 , 𝑖 ≠ 𝑖௦ , 1 ≤ 𝑖, 𝑖௦ ≤ 𝑛ቅ



௦ୀଵ

 

𝑥௦اثبات: حالت مخالف اين است كه  
ଵ∗ ≠ 𝑙௦ 𝑠را براي همه     = 1, … . . , 𝑘  ،در نظر گرفته شود

𝑥௦     آنگاه
ଵ∗ > 𝑙௦ ي  براي همه𝑠 = 1, … . . , 𝑘   و  𝑥

ଵ∗≥𝑙ي  براي همه𝑗 ≠ 𝑖௦ ,𝑠 = 1, … . . , 𝑘 
  برقرار است.

𝑡است. براي  xيك تابع به شدت محدب براي 𝜎ଶ(𝑥)=𝑥´𝐶𝑥كند كه (ب) تضمين مي فرض ∈ [𝑜, 1] ،
𝑥∗∗(𝑡)=𝑡𝑥ଵ∗ + (1 − 𝑡)𝑥∗ را تعريف مي كند اگر فرض شود داشته باشيم𝐹(𝑡) = 𝜎ଶ(𝑡𝑥ଵ∗ + (1 − 𝑡)𝑥∗) 

,𝑜]در  يك تابع به شدت محدب 𝐹(𝑡)شود كه مشخص مي هاي ارائه شدهپس از نظريه است. از  [1

𝑥∗∗(𝑡)=൫𝑥ଵمحدب است  ٤ي ممكن معادلهآنجاييكه ناحيه
∗∗(𝑡), … . , 𝑥

∗∗(𝑡)൯
يك راه حل ممكن  ´

∋براي همه  ٤براي معادله [𝑜,  به معني آن است كه : *xاست. بهينگي   [1

𝐹(𝑂) = 𝜎ଶ(𝑋∗) < 𝜎ଶ(𝑡𝑥ଵ∗ + (1 − 𝑡)𝑥∗) = 𝐹(𝑡), 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑡 ∈ (0,1] 
  است. [0,1)يك تابع افزايشي در  F(t)در نتيجه 

𝑥نشان مي دهد كه تحت محدوديت : 2-4لم  ≥ 𝐿    و𝐹´ = ،  بازده امكانپذير ماكزيمال كه يك 1

൫1تواند به آن برسدگذار ميسرمايه − ∑ 𝑙

ୀଵ ൯Max{𝑚 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} + ∑ 𝑙𝑚


ୀଵ   است.  

𝑍اثبات: اگر فرض شود  = (𝑥 − 𝑙)൫1 − ∑ 𝑙

ୀଵ ൯

ିଵ
, 𝑖 = 1, … . . , 𝑛: آنگاه داريم 

𝑚𝑎𝑥൛𝑀´𝑥|𝐹´ = 1, 𝑋 ≥ 𝐿ൟ 

𝑚𝑎𝑥 ቐቌ1 −  𝑙



ୀଵ

ቍ  𝑧𝑚 +  𝑙𝑚|



ୀଵ



ୀଵ

 𝑧 = 1, 𝑧 ≥ 𝑜



ୀଵ

ቑ 

= ቌ1 −  𝑙



ୀଵ

ቍ 𝑚𝑎𝑥 ൝ 𝑧𝑚 + |



ୀଵ

 𝑧 = 1, 𝑧 ≥ 𝑜



ୀଵ

ൡ +  𝑙𝑚



ୀଵ

 

= ቌ1 −  𝑙



ୀଵ

ቍ  𝑚𝑎𝑥{𝑚 , ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} +  𝑙𝑚



ୀଵ

, 

𝐹´𝑥تحت محدوديت  2-4رساند. لم كه اثبات نظريه را به پايان مي = 1 𝑎𝑛𝑑 𝑥 ≥ 𝐿 پذير ي امكانبازده
  دهد.را به خوبي نشان مي تواند به آن برسدگذار ميماكزيمال كه يك سرمايه
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𝑌مطابق با تبديل متغير  = 𝑋 − 𝐿 توان به صورت زير بازنويسي كردرا مي ٣، مسئله: 

  :٥معادله

𝑚𝑖𝑛   𝑦´𝐶𝑦 + 2𝑦´𝐶𝐿 + 𝐿´𝐶𝐿 
𝑠. 𝑡.    𝑀´ ≥ 𝜇 − 𝑀´𝐿, 

𝐹´𝑦 = 1 − 𝐹´𝐿, 

𝑦 ≥ 𝑜, 
  :توان به صورت مشابه به طور زير بازنويسي كردرا مي٣ي و مسئله

  :٦معادله

𝑚𝑖𝑛   𝑦´𝐶𝑦 + 2𝑦´𝐶𝐿 + 𝐿´𝐶𝐿 
𝑠. 𝑡.    𝑀´𝑦 ≥ 𝜇 − 𝑀´𝐿, 

𝐹´𝑦 = 1 − 𝐹´𝐿. 
 آيد.بدست مي1-4ي زير به سادگي از نظريهنتيجه

∗𝑦ثابت باشد. اگر    𝜇(ب) برقرار باشد و  اگر فرض شود فرض  = (𝑦ଵ
∗, … . , 𝑦

يك راه حل  ´(∗

𝑦ଵبا  ٦بهينه براي معادله
∗ < 𝑜, … , 𝑦

∗ < 𝑜   و𝑦
∗ ≥ 𝑜∗ براي𝑗 ∈ {1, … . , 𝑛}\൛𝑖ଵ, … . , 𝑖ൟ 

∗𝑦ଵباشد و اگر = (𝑦ଵ
ଵ∗, … . , 𝑦

ଵ∗)´  ه داريم باشد، آنگا ٥يك راه حل بهينه براي معادله : 

𝑦ଵ∗ =∈ ራ൛𝑦 = (𝑦ଵ, … . , 𝑦)´|𝑦௦ = 𝑜, 𝑦 ≥ 𝑜, 𝑖 ≠ 𝑖௦,1 ≤ 𝑖, 𝑖௦ ≤ 𝑛ൟ



௦ୀଵ

 

  بدست آورد.  ٦توان عبارت صريح را براي راه حل بهينه معادلهعلاوه بر اين، مي

 به صورت زير است:٦، راه حل بهينه براي معادله  فرض هاي بيان شدهمطابق  2-4نظريه 

𝑦 =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 1

𝑓
𝑐ିଵ𝐹 − 𝐿                                               𝑖𝑓     𝜇 ≤

𝑑

𝑓
,

1

𝜎
𝐶ିଵ[𝑒𝐹 − 𝑑𝑀 + (𝑓𝑀 − 𝑑𝐹) − 𝐿]        𝑖𝑓    𝜇 ≤

𝑑

𝑓
.

 

ريزي محدب سخت يك مسئله برنامه ٦يك ماتريس مثبت معين است معادله Cاثبات: از آنجاييكه 
𝑦دانيم شرايط كارآ و لازم براي آنكه  ريزي محدب، مياست. مطابق با نظريه برنامه ∈ 𝑅حل بهينه راه

معادل  ٦باشد. به اين ترتيب حل مسئله Kuhn-Tuckerنقطه  yباشد آن است كه  ٦يكنواخت براي معادله 
𝜆و  yبا پيدا كردن  ∈ 𝑅, 𝑖 =   ).٢٠١٦سابوردا و همكاران،( است  1
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  :٧معادله

𝐶𝐿 + 𝐶𝑦 = 𝜆ଵ𝐹 + 𝜆ଶ𝑀, 
𝑀´ ≥ 𝜇 − 𝑀´𝐿, 

𝐹´ = 1 − 𝐹´𝐿, 

𝜆ଶ൫𝑀´𝑦 − 𝜇 + 𝑀´𝐿൯ = 𝑂, 𝜆ଶ ≥ 𝑂. 

𝜇اگر   ≤ 𝑑|𝑓 آنگاه ,𝜆ଶ = 𝑜 𝜆ଵ =
ଵ


𝑦بوده و    =

ଵ


𝑐ିଵ𝐹 − 𝐿  كند.تقويت مي را ٧معادله  

𝜇اگر و  > 𝑑|𝑓  آنگاه 𝜆ଵ =
൫ିௗഋ൯

ఙ
, 𝜆ଶ = ൫𝑓ఓ − 𝑑൯/𝜎 > 𝑜 و بوده 𝑦 =

ଵ

ఙ
𝑐ିଵ[𝑒𝐹 −

𝑑𝑀 + (𝑓𝑀 − 𝑑𝐹)𝜇] − 𝐿  كند.را تقويت مي٧معادله  

  )٢٠١٦( سابوردا و همكاران،رسدبنابراين اثبات نظريه به اتمام مي

  :٨معادله

𝑦 =
1

𝛿
[𝑒𝑔 − 𝑑𝑎 + (𝑓𝑎 − 𝑑𝑔)𝜇] − 𝑙,𝑘 ∈ 𝐼. 

𝛿از آنجاييكه ٩مطابق معادله   > 𝑂    و ∑ 𝑦 = 𝐹´𝑦 = 1 − ∑ 𝑙

ୀଵ


ୀଵ برقرار است، بايدℎ ∈ 𝐼 

𝑃 و   ∈ 𝐼اي كه وجود داشته باشد به گونه𝑓𝑎 − 𝑑𝑔 < 𝑜    و𝑓𝑎 − 𝑑𝑔 > 𝑜. .برقرار باشد  

 :٩معادله

min     𝑦ଵ
´ 𝑐ଵ𝑦ଵ + 2𝑦ଵ

´ 𝑐ଵഥ 𝐿 + 𝐿´ + 𝐶𝐿 

𝑠. 𝑡 𝑀ଵ
´ 𝑦ଵ

´ ≥ 𝜇 𝑀´𝐿,      

𝐹ଵ
´𝑦ଵ = 1 − 𝐹´𝐿, 

𝑦ଵ ≥ 𝑂, 

توان به طور مشابه براي حل را دارد، روش فوق را مي ٥ساختار مشابه معادله ٩از آنجاييكه معادله     

𝑦ଵاستفاده كرد. علاوه بر اين اگر  ٩مسئله
∗ = ൫𝑦ଵ

∗, … . . , 𝑦ାଵ
∗ , … 𝑦

∗൯
 ٩يك راه حل بهينه براي مسئله´

𝑦ଵ م:باشد آنگاه داري
∗ = ൫𝑦ଵ

∗, … . . , 𝑦ିଵ
∗ , 𝑜, 𝑦ାଵ

∗ , … 𝑦
∗൯

  است. ٥كه يك راه حل بهينه براي مسئله  ´

  ي زير را تقويت  كند.) بايد رابطه٦براي معادله (

  :١٠معادله

𝑦 =
𝑓𝑎 − 𝑑𝑔

𝑓𝑎 − 𝑑𝑔
𝑦. 

  توصيف كرد. طبيعي است كه هر  ٦در معادله  𝑦توان با عبارت را مي 𝑦 با توجه به اين معادله     
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برابر با صفر قرار دهيم. بنابراين رويكرد راه حل فوق را همچنان  ٥را در معادله 𝑦و  𝑦دو مقدار 
  ).٢٠١٧شود. (مسييل و همكاران،توان استفاده كرد و يك راه حل مركزي حذف ميمي

و كواريانس امكان بين اعداد  Aواريانس امكاني يك عدد فازي ) ٢٠١٣، و همكاران ژانگ( در حاليكه
 :اندرا به صورت زير تعريف كرده A, Bفازي 

𝑉𝑎𝑟തതതതത(𝐴) =
𝑉𝑎𝑟∗(𝐴) + 𝑉𝑎𝑟∗(𝐴)

2
 

𝐶𝑜𝑣തതതതത(𝐴, 𝐵) =
𝐶𝑜𝑣∗(𝐴, 𝐵) + 𝐶𝑜𝑣∗(𝐴, 𝐵)

2
 

  آوريم:ما انطباق يابند، مدل انتخاب پورتفوليوي زير را بدست مي ١معادلهاگر اين تعاريف با 

 :١١معادله

𝑚𝑖𝑛 𝑉𝑎𝑟തതതതത = 𝑥´𝐶𝑜𝑣തതതതത𝑥 
𝑠. 𝑡    𝑀´തതതത ≥ 𝜇,´ 

𝐹´𝑥 = 1, 

𝑋 ≥ 𝐿, 

 :كه در آن داريم

𝑀ഥ=
ଵ

ଶ
[𝑀∗ + 𝑀∗], 𝐶𝑜𝑣തതതതത =

ଵ

ଶ
[𝐶𝑜𝑣∗ + 𝐶𝑜𝑣∗].  

𝑦دار امكاني حداقل مبتني بر ميانگين وزن ١معادله واريانس امكاني پايين-مدل ميانگين − 𝑐𝑢𝑡𝑠 
گذار است كه انتخاب پورتفوليوي خود را به صورت روي بازده دارايي است كه مطابق با رويكرد سرمايه

مبتني بر ميانگين ٢معادلهدر واريانس امكان بالا -دهد. از سوي ديگر، مدل ميانگينبدبينانه انجام مي

𝑦دار امكان و ماكزيمم وزن − 𝑐𝑢𝑡𝑠  گذاري است كه رويكرد سرمايهروي بازده دارايي است كه مطابق با
واريانس -دهد. بين دو اين طيف، مدل ميانگينبينانه انجام ميب پورتفوليوي خود را به صورت خوشانتخا

گذار، انتخاب توان براي پوشش سناريويي استفاده كرد كه در آن سرمايهرا مي ١١معادله در امكان 
  .)٢٠١٨(لاكوراس و همكاران،دهدوش بينانه انجام ميپورتفوليوي خود را نه خيلي بدبينانه و نه خيلي خ

  نتيجه گيري

با آن  يواقع يايگذاران در دنهياست كه سرما ياز موضوعات يكيها ييسبد دارا ييمرز كارآتعيين 
 انسيشود و از واريدر نظر گرفته م يتصادف ريبه عنوان متغ ييمدرن، دارا يپرتفو هينظردر روبرو هستند. 

د باعث به وجود آمدن نتوانيدر نظر گرفته م اتيفرض نياما ا ؛شوديم استفاده سكير اريبه عنوان مع

 مدل محبوبيت رغمعليباشد. يمذكور م اتيفرض ليبه تعد ازين و دنبر مسئله شو يرواقعيغ يفضا
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 طهنق از بنابراين ؛است ضعفي نقاط و هامحدوديت داراي عمل در مدل اين ،ماركُويتز واريانس-ميانگين
 ضعفي اطنق دليل به اما شود، گرفته نظر در اساسي بسيار ماركُويتز مدل است ممكن اگرچه كاربردي، نظر

مرز تعيين  .رسددر دنياي مالي ضروري به نظر مي ماركُويتزود دارد، توسعه مدل وج مدل اين در كه
كه  ميباش يريتابع به دنبال مقاد كي يپارامترها نيكه در ب يسازنهيبهيعني  ،انسيوار-نيانگيم ييكارآ

ها يافتن بهترين جواب قابل قبول با توجه به محدوديت ،سازي. هدف از بهينهدينما نهيشيب اي نهيتابع را كم
 ليدر مسا تيوجود عدم قطع كنديدشوار م ليرا در حل مسا طيكه شرا زييو نيازهاي مسأله است. آن چ

نه كه تابع هدف كمينه يا بيشي ايگونهبه  بهينه ييسازي تعيين مرز كارآهدف از بهينه . از آنجا كهاست
در  ريمتغ كيمربوط به در نظر گرفتن بازده سهم به عنوان مسأله  بنابراين درك بازده و ريسك ؛دشو

س ح ييمرز كارآتعيين درك فازي گونه متعيرهاي تصميم در  يخال ياست كه جا فضاي عدم قطعيت
 يمطالعات تجرب يز طرفا .مدل شود يترآكار به شكل و ريسك سهاماست كه بازده  نيبه ا ازيشده و ن
 يتواند به خوبينم انسيوار اريمع ،نيبنابراباشد. يها نرمال و متقارن نم ييدهد كه بازده داراينشان م

كردن  مدلي نامطلوب برا سكير يارهاياز مع ستيبايم لذا ؛سبد سهام باشد يپرتفو سكير انگرينما
 يورتوان به كار برد استفاده از تئيم نهيزم نيكه در ا ييكردهاياز رو يكيسبد سهام استفاده كرد.  سكير

  باشد. يم تيوجود عدم قطعي در تعيين  تئور و استفاده از اينامكان 

با جمع  توانيكرد كه م فيتوص ندهيعدم اطلاع كامل درباره رخدادهاي آ توانيم را تيعدم قطع    

 دهديرخ م ييهاتيوضع يواقع طيدر شرا آن را حذف نمود. توانياما نم كرد؛ آوري اطلاعات آن را كم
مر ا نينبوده و ا رندهيگميمورد نظر تصم يهاخواسته انگريهدف، ب كيشامل تنها  ياضير يهاكه مدل

پارامترها و عوامل  يواقع طيدر شرا نيچنهم .دهديحاصل از مدل را كاهش م جينتا تيو مطلوب ييآكار
ده ش يريگميدر تصم يفراوان يهايدگيچيامر موجب بروز پ نيهستند كه ا تيمختلف شامل عدم قطع

 امكان يرتئوتحت چندهدفه  يسازنهيمسائل به ،يمشكلات احتمال نيبرطرف كردن ا يبرا نياست. بنابرا

فاده با است كوشدياست كه م اتياضياز علم ر يبخش فضا كيامكان، به صورت  هينظر مطرح شده است.
را كه حق انتخاب دارند، در تعامل با  يموجودات يريگميتصم جيرفتارها و نتا و،يسنار ليو تحل ياز طراح

(تضارب  كيژاسترات تيموقع كيحاكم بر  ياضيتا رفتار ر كوشديامكان م هيكند. نظر ينيبشيپ گريكدي
 ييهاوابسته به راه برد انتخاب كيموفقيت كه  ديآيم ديپد يزمان ت،يموقع نيكند. ا يسازمنافع) را مدل

  . كننديانتخاب مدر بازارها  گرانياست كه د

 هياست. نظر گذارانسرمايه يبرا يافتن راهبرد بهينه، روش استخراج مرز كارآيي نيا هدف نهايي    
ازد. رفتار پرديم يعوامل عقلان نيب يبه مطالعه رفتار راهبرد افتهيكه در بستر علم اقتصاد توسعه امكان 
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كه بل يهرعامل، نه فقط به راهبرد انتخاب شده توسط خود و تيكند كه مطلوبيبروز م يزمان ،يراهبرد
 يئورتتحت  ييمرز كارآتعيين  داشته باشد.  يهمبستگ گريد گرانيراهبرد انتخاب شده توسط بازبا 

فازي است يا ضرائب فازي در قيود يا تابع هدف استفاده شده  يفازي يا پارامترهابهينه سازي  ،امكان
طوري ه ب كردن تابع هدف نباشيمبيشينهكردن يا كمينه است يا حتي ممكن است با قطعيت كامل دنبال 

 شامدهايپ ليكرد كه در تحل انيب گونه نيتوان ا يرا م انسيوار -نيانگيم ييمرز كارآتعيين  يمحتوكه 
ر نامطمئن د يهاو در سازه ميستيمحتمل ن يتنها به دنبال رخدادها ي يك انتخاب سهامطيمح طيو شرا

و درجه امكان  شامدهايپ نيكه با درجه امكان ا ميهست يريپذامكان يشامدهايپ يتمام افتني يپ
 شوند.يم ينيتبمتناقض  يشامدهايپ
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   منابع

) بهينه سازي پرتفوي سهام: سودمندي الگوريتم پرندگان و مدل ١٣٩٦ليدا(بيات، علي؛ اسدي،  )١
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