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 چکیده 

قرار دارد. پایۀ    3Rلینک انتهایی یک بازوی رباتیکی     ( درEnd-effectorهدف ما در این مقاله، کنترل دوربینی است که به عنوان عملگرنهایی )   

گردد و به همراه  صفر این بازوی رباتیکی بر روی سکویی با شش درجۀ آزادی قرار دارد. سکوی شش درجه آزادی توسط یک مکانیزم شبیه سازی می

واهیم تصویر گرفته شده توسط این دوربین، خشود. میحرکت جسمی که هدف فیلمبرداری است به صورت اغتشاش به سیستم کنترل داده می

با استفاده    3Rشود، بازوی رباتیکی  همواره در یک موقعیت مورد نظر قرار گیرد و در صورت حرکت سکوی، که در نهایت منجر به حرکت دوربین می

با پایه متحرک    3Rعادلات دیفرانسیل بازوی رباتیکی  از یک کنترل کنندۀ مناسب دوربین را به حالت اولیه برگرداند. در این مقاله ابتدا با استخراج م

 کنیم. ( را برای کنترل دوربین ارائه میNMPCبه روش لاگرانژین که رهیافتی بر پایه انرژی است، روش کنترل پیش بین بر حسب مدل غیر خطی )
 

 . حسب مدل غیرخطی: عملگرنهایی، بازوی رباتیکی، سکوی شش درجه آزادی، کنترل پیش بین بر های کلیدی واژه

 

 مقدمه 

  Model Predictive Control. اما در دهه گذشته  [1]های متعددی برای کنترل بازوهای رباتیکی استفاده شده استهای اخیر روشدر سال    

انجام شده نشان داده    [3]  ,  [2]  ,  [1]. مجموعه کارهای متعددی که در  [2]به یک روش موثر در کنترل بسیاری از فرآیندها تبدیل شده است  

های کنترلی  ها و اغتشاشات و همین طور عملکردهای بالا از لحاظ سرعت برخوردار است. برخلاف روشاز اقبال زیادی در حذف خطا  MPCاست،  

یک روش بهینه مبتنی بر مدل است که از   ،بینآید، روش کنترل پیشکه در آنها قانون کنترل بر اساس خروجی گذشته سیستم بدست میموجود  

که از یک مدل این  دلیلخطی، بهبین غیر. کنترل پیش[4,5]کند  بینی خروجی آینده سیستم برای بدست آوردن قانون کنترل استفاده میپیش

سازی های بهینهباشد و لذا باید از روشسازی میکند، فاقد پاسخ تحلیلی برای مسئله بهینهبینی خروجی سیستم استفاده می یشخطی برای پ غیر

بین خطی، وابسته به   بین غیرخطی بر خلاف کنترل پیش. با این وجود، کنترل پیش [4]سازی مورد استفاده قرارگیرد  عددی برای حل مسئله بهینه

 راحتی قیود موجود در مسئله کنترلی را مد نظر گرفت.توان بهباشد؛ علاوه برآن مینقطه کار سیستم  نمی

به حل معادلات دینامیکی  یم و سپس  پردازمی  Mapleبا استفاد از نرم افزار    3Rبه بررسی ساختار هندسی و استخراج مدل دینامیکی ربات    ابتدا

با اعمال    آخر. در  پرداخته خواهد شد   3Rو در ادامه به شبیه سازی سیستم حلقه باز ربات    یم پردازمی  MATLABروش عددی با  غیر خطی به  

هستند و شرایط اولیه به بازوی رباتیکی، سیستم کنترل حلقه بسته را پیاده    حلقه بسته  های سیستم کنترلگشتاورهای کنترلی که به عنوان خروجی

   کنیم. سازی می
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 سازی دینامیکی: مدل

 آوریم. ( به دست می1را مطابق شکل ) 3𝑅هارتنبرگ( مربوط به ربات   - پارامترهای رابط )دناویت
 

 

 

 

کند، تعیین کنیم. در حالت کلی این تبدیل تابعی  { تعریف میi-1{ را نسبت به چهارچوب } iخواهیم تبدیلی را که چهارچوب }در اینجا می   

 است: (1زیر )رابطه از چهار پارامتر رابط خواهد بود. این تبدیل به صورت رابطۀ 

 

𝑇𝑖
𝑖−1 = [

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 0 𝑎𝑖−1

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖−1 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖−1 −𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖−1 −𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖−1𝑑𝑖

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖−1 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖−1 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖−1 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖−1𝑑𝑖

0 0 0 1

] (1      )     

𝑇3
2 = [

𝑐𝑜𝑠𝜃3 −𝑠𝑖𝑛𝜃3 0 0
0 0 −1 −𝑙2

𝑠𝑖𝑛𝜃3 𝑐𝑜𝑠𝜃3 0 0
0 0 0 1

]                                  𝑇4
3 = [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 𝑙3
0 0 0 1

] 

𝑇 = [

𝑐𝑜𝑠𝜃1 −𝑠𝑖𝑛𝜃1 0 0
𝑠𝑖𝑛𝜃1 𝑐𝑜𝑠𝜃1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

]1
0                                         𝑇2

1 = [

𝑐𝑜𝑠𝜃2 −𝑠𝑖𝑛𝜃2 0 𝑙1
0 0 −1 0

𝑠𝑖𝑛𝜃2 𝑐𝑜𝑠𝜃2 0 0
0 0 0 1

] 

های تبدیل  های تبدیل کلی را برای هر رابط محاسبه کرد. سپس به وسیلۀ ضرب ماتریستوان ماتریس با استفاده از مقادیر پارامترهای رابط، می

 سازد به دست آورد: { مربوط می0{ را به چهارچوب }Nتریس تبدیل کلی منفردی را که چهارچوب }توان ماها در یکدیگر، میرابط

 
𝑇𝑁

0 = 𝑇1
0   𝑇  2

1 𝑇 3
2   𝑇4

3 … 𝑇𝑁
𝑁−1             

𝑇𝑁تبدیل کلی  
های مکانی های ربات توسط حساسهمتغییر( است. چنانچه مکان مفصل  nدر رابطۀ فوق، تابعی از همه متغییرهای مفصلی )  0

𝑇𝑁گیری آخرین رابط را با محاسبه  توان مکان و جهتمعین شده باشد، می
از   0 مختصات دکارتی به دست آورد. حال با ضرب ماتریسی هر یک 

𝑇4ها، تبدیل کلی  های رابطماتریس
 کنیم. محاسبه می 3𝑅را برای ربات   0

 

𝑇4
0 = [

𝑐𝜃1. 𝑐𝜃2. 𝑐𝜃3 + 𝑠𝜃1. 𝑠𝜃3       − 𝑐𝜃1. 𝑐𝜃2. 𝑠𝜃3 + 𝑠𝜃1. 𝑐𝜃3   𝑐𝜃1. 𝑠𝜃2   𝑙1. 𝑐𝜃1 + 𝑙3. 𝑐𝜃1. 𝑠𝜃2 + 𝑙2. 𝑐𝜃1. 𝑠𝜃2

𝑠𝜃1. 𝑐𝜃2. 𝑐𝜃3 − 𝑐𝜃1. 𝑠𝜃3       − 𝑠𝜃1. 𝑐𝜃2. 𝑠𝜃3 − 𝑐𝜃1. 𝑐𝜃3  𝑠𝜃1. 𝑠𝜃2   𝑙1. 𝑠𝜃1 + 𝑙3. 𝑠𝜃1. 𝑠𝜃2 + 𝑙2. 𝑠𝜃1. 𝑠𝜃2

𝑠𝜃2. 𝑐𝜃3 −𝑠𝜃2. 𝑠𝜃3 −𝑐𝜃2 −𝑙3. 𝑐𝜃2 − 𝑙2. 𝑐𝜃2

0 0 0 1

] 

 

𝜽𝒊 𝒅𝒊 𝒂𝒊−𝟏 𝜶𝒊−𝟏 i 

θ1 0 0 0 1 

θ2 0 L1 90 2 

θ3 L2 0 90 3 

0 L3 0 0 4 

 مربوط به آن  هارتنبرگ -پارامترهای دناویتجدول  بازوی رباتیکی و -(1شکل )
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 ثابت  X-Y-Zروش زوایای  

 : است چنین {B}چهارچوب  گیریجهت توصیف هایروش از یکی

و  ،  βبه اندازه    𝑌𝐴سپس حول  ،  γبه اندازه    𝑋𝐴  حول ابتدا را  {B}.  کنیممی شروع است، منطبق  {A}معلوم   و مرجع برچهارچوب که چهارچوبی از

 دهیم. دوران می αبه اندازه  𝑍𝐴سرانجام حول  

 X-Y-Zزوایای  را، گیریکردن جهت مشخص قرارداد گیرد. اینصورت می {A}مرجع  و  ثابت چهارچوب از محوری حول دوران، سه این از یک هر

 قرارداد این از (. گاهی 2کند شکل )می  اشاره  گیرند،انجام می آن محورهای حول هادوران که چهارچوبی بودن ثابت به ثابت، کلمهنامیم.  ثابت می

   .دارد کاربرد هم دیگر قراردادهای در نام این اما شود.می یاد«  3، و یاو  2، پیچ  1» زوایای رول قرارداد نام  با

 

 

 ( زوایای رول، پیچ، یاو حول محورهای ثابت2شکل)

 

𝑃𝑋𝑌𝑍𝐵معادل   دوران ماتریس آوردن دست به
𝐴 (𝛾, 𝛽, 𝛼)  مرجع چهارچوب حول محورهای همگی هادوران زیرا گیرد، می صورت سادگی به 

 .شوندمی انجام
𝑅𝑋𝑌𝑍𝐵

𝐴 (𝛾, 𝛽, 𝛼) = 𝑅𝑍(𝛼) 𝑅𝑌(𝛽) 𝑅𝑋(𝛾) 
 

= [
𝐶𝑜𝑠𝛼 −𝑆𝑖𝑛𝛼 0
𝑆𝑖𝑛𝛼 𝐶𝑜𝑠𝛼 0

0 0 1
] [

𝐶𝑜𝑠𝛽 0 𝑆𝑖𝑛𝛽
0 1 0

−𝑆𝑖𝑛𝛽 0 𝐶𝑜𝑠𝛽
] [

1 0 0
0 𝐶𝑜𝑠𝛾 −𝑆𝑖𝑛γ
0 𝑆𝑖𝑛𝛾 𝐶𝑜𝑠𝛾

] 

 
 :شودمی نتیجه هاماتریس کردن ضرب با

 

𝑅𝑋𝑌𝑍𝐵
𝐴 (𝛾, 𝛽, 𝛼) = [

𝐶𝛼𝐶𝛽 𝐶𝛼𝑆𝛽𝑆𝛾 − 𝑆𝛼𝐶𝛾 𝐶𝛼𝑆𝛽𝐶𝛾 + 𝑆𝛼𝑆𝛾
𝑆𝛼𝐶𝛽 𝑆𝛼𝑆𝛽𝑆𝛾 + 𝐶𝛼𝐶𝛾 𝑆𝛼𝑆𝛽𝐶𝛾 − 𝐶𝛼𝑆𝛾
−𝑆𝛽 𝐶𝛽𝑆𝛾 𝐶𝛽𝐶𝛾

] 

 

 ، و... است.  Sinαمخفف  Sα، و Cosαمخفف  Cαکه در آن 

 

𝑻𝟒بیان ماتریس تبدیل کلی 
𝑬    با استفاده از روش زوایایX-Y-Z   ثابت 

 
1

  .roll  دوران حول محور طولی 

2
  .pitch  دوران حول محور عرضی 

3
  .yaw  دوران حول محور قائم 
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𝑇4ماتریس  

، بیانگر تبدیل کلی از عملگر نهایی )که همان دوربین باشد( تا پایه ثابت ربات )پایه صفر( است. اما با توجه به متحرک بودن پایۀ  0

𝑇0( داریم که آن را با  Eی صفر تا زمین)صفر ربات نسبت به زمین، تبدیل دیگری از پایه
𝐸 دهیم.  نشان می 

𝑇0، ماتریس  X-Y-Zزوایای ب نسبت به چهارچوب دیگر در روش گیری یک چهارچوبا توجه به توصیف جهت
𝐸  کنیم:   را به صورت زیر تعریف می 

 

𝑇0
𝐸 = [

𝑐𝛼. 𝑐𝛽       𝑐𝛼. 𝑠𝛽. 𝑠𝛾 − 𝑠𝛼. 𝑐𝛾      𝑐𝛼. 𝑠𝛽. 𝑐𝛾 + 𝑠𝛼. 𝑠𝛾  𝑋0

𝑠𝛼. 𝑐𝛽       𝑠𝛼. 𝑠𝛽. 𝑠𝛾 + 𝑐𝛼. 𝑐𝛾  𝑠𝛼. 𝑠𝛽. 𝑐𝛾 − 𝑐𝛼. 𝑠𝛾  𝑌0

−𝑠𝛽 𝑐𝛽. 𝑠𝛾 𝑐𝛽. 𝑐𝛾 𝑍0

0 0 0 1

] 

 

𝑇0بینیم ماتریس  طور که میهمان
𝐸( در نتیجه ماتریس تبدیل کلی از عملگر نهای8-4، شامل یک دوران و یک انتقال است شکل .) تا زمین    {4}ی

(E  یعنی ،)𝑇4
𝐸 :به صورت زیر خواهد بود 

 
𝑇0

𝐸  𝑇4
0 = 𝑇4

𝐸  

 

𝑇4
𝐸 = [

𝑐𝛼. 𝑐𝛽       𝑐𝛼. 𝑠𝛽. 𝑠𝛾 − 𝑠𝛼. 𝑐𝛾      𝑐𝛼. 𝑠𝛽. 𝑐𝛾 + 𝑠𝛼. 𝑠𝛾  𝑋0

𝑠𝛼. 𝑐𝛽       𝑠𝛼. 𝑠𝛽. 𝑠𝛾 + 𝑐𝛼. 𝑐𝛾  𝑠𝛼. 𝑠𝛽. 𝑐𝛾 − 𝑐𝛼. 𝑠𝛾  𝑌0

−𝑠𝛽 𝑐𝛽. 𝑠𝛾 𝑐𝛽. 𝑐𝛾 𝑍0

0 0 0 1

] 

 

[

𝑐𝜃1. 𝑐𝜃2. 𝑐𝜃3 + 𝑠𝜃1. 𝑠𝜃3       − 𝑐𝜃1. 𝑐𝜃2. 𝑠𝜃3 + 𝑠𝜃1. 𝑐𝜃3   𝑐𝜃1. 𝑠𝜃2   𝑙1. 𝑐𝜃1 + 𝑙3. 𝑐𝜃1 . 𝑠𝜃2 + 𝑙2. 𝑐𝜃1 . 𝑠𝜃2

𝑠𝜃1. 𝑐𝜃2. 𝑐𝜃3 − 𝑐𝜃1. 𝑠𝜃3       − 𝑠𝜃1. 𝑐𝜃2 . 𝑠𝜃3 − 𝑐𝜃1 . 𝑐𝜃3  𝑠𝜃1. 𝑠𝜃2   𝑙1. 𝑠𝜃1 + 𝑙3. 𝑠𝜃1. 𝑠𝜃2 + 𝑙2. 𝑠𝜃1. 𝑠𝜃2

𝑠𝜃2. 𝑐𝜃3 −𝑠𝜃2. 𝑠𝜃3 −𝑐𝜃2 −𝑙3. 𝑐𝜃2 − 𝑙2. 𝑐𝜃2

0 0 0 1

] 

 : نوشت چنین {i}رچوب چها به نسبت توانمی را هاسرعت رابطۀ

 

𝜔𝑖+1
𝑖 = 𝜔𝑖

𝑖 + 𝑅𝑖+1
𝑖  𝜃𝑖+1

∙  𝑍𝑖+1
𝑖+1               (2 )  

 
 

𝜃𝑖+1
∙ 𝑍𝑖+1

𝑖+1 = [
0
0

𝜃𝑖+1
∙

]

𝑖+1

                               (3 )  

 

𝑖و    𝑖های  دهندۀ چهارچوب ارتباط دوران ماتریس از + ، {i}چهارچوب   در مفصل حرکت  اثر  بر شده اضافه دورانی مولفۀ  دادن نشان ، برای  1

𝑖مفصل   دوران محور دوران، ماتریس   .ایمکرده استفاده +  با را ایزاویه  سرعت یمولفه دو توانمی بنابراین  .کندمی توصیف  {i}در چهارچوب    1

𝑅𝑖( در 1-5معادلۀ ) طرف دو هر  ضرب پیش با کرد. جمع هم
𝑖+1 رابط  ای زاویه سرعت توان ، می  𝑖 +  چنین توصیف کرد:  {i+1}را در چهارچوب   1

 

𝜔𝑖+1
𝑖+1 = 𝑅𝑖

𝑖+1 𝜔𝑖
𝑖 + 𝜃𝑖+1

∙  𝑍𝑖+1
𝑖+1                          (4 )  

 
 𝑖رابط   دورانی سرعت بر اثر که جدیدی مولفۀ علاوه به  {i}  چهارچوب مبدأ خطی سرعت با است  برابر  {i+1}چهارچوب   مبدأ خطی سرعت

 : داریم  پس شود.می حاصل

𝑣𝑖+1
𝑖 = 𝑣𝑖

𝑖 + 𝜔𝑖
𝑖 × 𝑃𝑖+1

𝑖                                    (5 )  

 

𝑅𝑖در   طرف دو هر ضرب با
𝑖+1 شود:نتیجه می 

𝑣𝑖+1
𝑖+1 = 𝑅𝑖

𝑖+1 ( 𝑣𝑖
𝑖 + 𝜔𝑖

𝑖  ×  𝑃𝑖+1
𝑖 )                       (6 )  
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 شود:ای پایۀ بازو به صورت زیر تعریف می( ، سرعت زاویهEنسبت به زمین )(  0با رجوع به قسمت مربوط به انتقال و دوران پایۀ بازو رباتیکی )

 

𝜔0
0 = �̇� [

1
0
0
] + �̇� [

1         0        0
0       𝐶𝛾     𝑆𝛾
0   − 𝑆𝛾    𝐶𝛾

] [
0
1
0
] + �̇� [

1        0        0
0      𝐶𝛾     𝑆𝛾
0  − 𝑆𝛾    𝐶𝛾

] [
𝐶𝛽      0  − 𝑆𝛽
0        1        0

𝑆𝛽        0       𝐶𝛽
] [

0
0
1
] 

 

 ای هر رابط به قرار زیر است:های زاویههای تبدیل به دست آمده، سرعت( و ماتریس 4با توجه به رابطۀ )

 

𝑅0
1 = [

𝐶𝜃1        𝑆𝜃1       0
−𝑆𝜃1     𝐶𝜃1       0
0                0           1

]          ,        𝜔1
1 = 𝑅0

1  𝜔0
0 + [

0
0
𝜃1̇

] 

 𝑅1
2 = [

𝐶𝜃2           0          𝑆𝜃2

−𝑆𝜃2         0          𝐶𝜃2

0           − 1             0

]      ,       𝜔2
2 = 𝑅1

2  𝜔1
1 + [

0
0
𝜃2̇

]  

𝑅2
3 = [

𝐶𝜃3           0          𝑆𝜃3

−𝑆𝜃3         0          𝐶𝜃3

0           − 1             0

]     ,       𝜔3
3 = 𝑅2

3  𝜔2
2 + [

0
0
𝜃3̇

]  

𝑅3
4 = [

1         0          0
0         1          0
0         0          1

]                ,           𝜔4
4 = 𝑅3

4  𝜔3
3 + [

0
0
0
]  

 شود: های زیر حساب می( سرعت خطی هر رابط نیز، از رابطه6با توجه به رابطۀ )
 

𝑣0
0 = [

�̇�
�̇�
�̇�

]        ,      𝑃1
0 = [

0
0
0
]       ,      𝑣1

1 = 𝑅0
1 ( 𝑣0

0 + 𝜔0
0 × 𝑃1

0 ) 

𝑃2
1 = [

𝐿1

0
0

]    ,    𝑣2
2 = 𝑅1

2 ( 𝑣1
1 + 𝜔1

1 × 𝑃2
1 ) 

𝑃3
2 = [

0
−𝐿2

0
]    ,    𝑣3

3 = 𝑅2
3 ( 𝑣2

2 + 𝜔2
2 × 𝑃3

2 ) 

𝑃4
3 = [

0
0
𝐿3

]    ,    𝑣4
4 = 𝑅3

4 ( 𝑣3
3 + 𝜔3

3 × 𝑃4
3 ) 

 

𝜔𝑖+1توجه داشته باشید، تمامی مقادیر به دست آمده از 
𝑖+1   و𝑣𝑖+1

𝑖+1 اند، در محاسبۀ که در در بالا ذکر شده𝑣𝑖+1
𝑖  مورد استفاده قرار ،

 گیرند. داریم: می

 

𝑣1
0 = 𝑣0

0 + 𝜔0
0 × 𝑃1

0  

𝑣2
1 = 𝑣1

1 + 𝜔1
1 × 𝑃2

1  

𝑣3
2 = 𝑣2

2 + 𝜔2
2 × 𝑃3

2  

𝑣4
3 = 𝑣3

3 + 𝜔3
3 × 𝑃4

3  
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 مکانیکی  بازوی دینامیکی هایمعادله آوردن دست به در لاگرانژ روش  - 5-3

 کرد. خواهیم معرفی  دینامیکی لاگرانژ، فرمولبندی نام به دینامیکی، هایمعادله آوردن دست به برای را روشی خلاصه طور به بخش، این در  

 هایرابط با زنجیری مکانیکی بازوی یک خاص حالت مربوط به و مختصر لاگرانژی دینامیک از ما دارد. بررسی انرژی پایۀ بر رهیافتی لاگرانژ روش

 .  ] 3[بود  خواهد صلب

 توان چنین نوشت: را می 𝑘iام، iرابط  جنبشی آوریم. انرژیمی دست به مکانیکی بازوی جنبشی انرژی برای عبارتی ابتدا

 

𝑘𝑖 =
1

2
𝑚𝑖  𝑉𝐶𝑖

𝑇  𝑉𝐶𝑖
+

1

2
𝜔𝑖

𝑇𝑖  𝐼𝑖 
𝐶𝑖 𝜔𝑖

𝑖 (7                           )  

است.  رابط  دورانی از سرعت ناشی جنبشی انرژی دوم، جملۀ و رابط، جرم مرکز خطی سرعت از حاصل جنبشی انرژی اول، جملۀ آن در که

 : یعنی هاست.رابط از  یک هر جنبشی هایانرژی مجموع با برابر بازو کل جنبشی انرژی

 

𝑘𝑖 = ∑
1

2

𝑛

𝑖=0

𝑚𝑖 𝑉𝐶𝑖

𝑇  𝑉𝐶𝑖
+

1

2
𝜔𝑖

𝑇𝑖  𝐼𝑖 
𝐶𝑖 𝜔𝑖

𝑖  

𝑉𝐶𝑖 های  جمله چون
𝜔𝑖و  

𝑖( توابعی از  6-5در )𝛩    و�̇�   صورت به اسکالر عبارتی توان بامی  را ماهر مکانیکی  بازوی هر جنبشی هستند، انرژی 

,𝑘(𝛩ها،  مفصل سرعت و مکان از تابعی �̇�)نوشت: چنین توانرا می بازو جنبشی انرژی ترتیب کرد. بدین ، بیان 

𝑘(𝛩, 𝛩∙) =
1

2
𝛩∙𝑇𝑀(𝛩)𝛩∙                              (8 )  

 

 نوشت:  چنین توانمی ، را𝑢𝑖ام، iرابط  پتانسیل انرژی

 

𝑢𝑖 = −𝑚𝑖 𝑔𝑇0 𝑃𝐶𝑖

0     

                        

𝑃𝐶𝑖گرانی، و   3×1بردار 𝑔𝑇0آن   در که

 آن ابتدای در ربات، را در رابط هر جرم مرکز ما کهام، )𝑖رابط   جرم مرکز مکان دهندۀ نشان بردار 0

 هاست:رابط از یک هر های پتانسیلانرژی مجموع با برابر بازو در شده ذخیره کل پتانسیل انرژی .ایم( استگرفته نظر در رابط

 

𝑢𝑔 = ∑ (−𝑚𝑖 𝑔𝑇0  𝑃𝐶𝑖

0 )𝑛
𝑖=0                             (9 )  

 

 بود:  خواهد زیر به صورت  کشسانی پتانسیل انرژی رابطۀ شود، استفاده فنر از ربات های مفصل در اگر که این فرض با

𝑢𝑒 =
1

2
∑ 𝐾𝑖

𝑛
𝑖=1 𝜃𝑖

2                                                (10)  

 

 است: زیر صورت به پتانسیل انرژی پس در مجموع ام است.𝑖مفصل  فنر ، ثابت𝐾𝑖آن  در که

 
𝑢 = 𝑢𝑔 + 𝑢𝑒 

 

 بین صورت اختلاف به که لاگرانژین، نام به اسکالر تابعی از حرکت هایمعادله  آوردن دست به برای را ابزاری ،] 3[لاگرانژ   دینامیکی روش

 چنین مکانیکی بازوی هر لاگرانژین نمادگذاری ما، آورد. مطابقمی فراهم است، شده تعریف مکانیکی سیستم یک جنبشی و پتانسیل هایانرژی

 بود: خواهد

 

ℒ(𝛩, �̇�) = 𝑘(𝛩, �̇�) − 𝑢(𝛩)                                 (11 )  

 

 آیند:می دست به از رابطۀ زیر بازو حرکت هایمعادله پس

 



71-38( 2023) 1402سال  1شماره  13دوره   ک یمجله پژوهش و کاربرد در مکان  
77 

 
𝒅

𝒅𝒕

𝝏𝓛

𝝏�̇�
−

𝝏𝓛

𝝏𝜣
= 𝝉 

 

بپردازیم. فرم کلی معادلات را به   MATLAB، باید به حل معادلات با استفاده از  3𝑅د از به دست آوردن معادلات حرکت بازوی رباتیکی  بع    

 کنیم: صورت زیر بیان می
 

[𝐴(𝛩)]9×9[𝛩]̈ 9×1 = [−𝐵(𝛩, 𝛩, 𝝉̇ )]9×1                          (21  )  

𝛩شامل فقط متغییرهای مکان   Aکه در آن ماتریس   = (𝑥 , 𝑦 , 𝑧 , 𝛼 , 𝛽 , 𝛾 , 𝜃1 , 𝜃2 , 𝜃3)  ماتریس ،B  ها  شامل متغییرهای مکان، سرعت

�̇� = (�̇� , �̇� , �̇� , �̇� , �̇� , �̇� , 𝜃1̇  , 𝜃2̇  , 𝜃3̇)    و گشتاورهای سیستم (𝜏1, 𝜏2, 𝜏3و ماتریس ،)�̈� = [�̈�   �̈�  �̈�    �̈�   �̈�   γ̈   𝜃1̈   𝜃2̈   𝜃3
̈ ]

𝑇
ماتریس     

 های سیستم است.شتاب

9یک ماتریس    Aدر این معادله،   × معادلات است. برای    𝜃3̈، و  �̈�  ،�̈�  ،�̈�  ،�̈�  ،�̈�،  �̈�  ،𝜃1̈  ،𝜃2̈است که سطرهای آن به ترتیب شامل ضرایب    9

 ی اول خواهد بود: در معادله 𝜃3̈، ضریب  𝐴19 معادلۀ اول، و به همین ترتیبدر  �̈�، ضریب  𝐴12در معادلۀ اول، و   �̈�، ضریب  𝐴11مثال درآیۀ 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
A11   A12   A13   A14   A15   A16   A17   A18   A19

A21   A22   A23   A24   A25   A26   A27   A28  A29

A31   A32   A33   A34   A35   A36   A37   A38  A39

A41   A42   A43   A44   A45   A46   A47   A48  A49

A51   A52   A53   A54   A55   A56   A57   A58  A59

A61   A62   A63   A64   A65   A66   A67   A68  A69

A71   A72   A73   A74   A75   A76   A77   A78  A79

A81   A82   A83   A84   A85   A86   A87   A88  A89

A91   A92   A93   A94   A95   A96   A97   A98  A99 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑋
�̈�
�̈�
�̈�
�̈�
�̈�

𝜃1̈

𝜃2̈

𝜃3̈]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
̈

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝐵11

𝐵21

𝐵31

𝐵41

𝐵51

𝐵61

𝐵71

𝐵81

𝐵91]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

9یک ماتریس  ،  Bماتریس   ×  شود: است که هر سطر آن از رابطۀ زیر محاسبه می 1
 

𝐵(𝑖, 1) = (𝐿𝑒𝑓𝑡 ℎ𝑎𝑛𝑑 𝑠𝑖𝑑𝑒 𝐸𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛(𝑖) − �̈�𝐴(𝑖, 1) − �̈�𝐴(𝑖, 2) − �̈�𝐴(𝑖, 3) − �̈�𝐴(𝑖, 4) − �̈�𝐴(𝑖, 5) − �̈�𝐴(𝑖, 6) − 𝜃1̈𝐴(𝑖, 7)

− 𝜃2̈𝐴(𝑖, 8) − 𝜃3̈𝐴(𝑖, 9))      , 𝑖 = (1… .9) 

 

 

 MATLABحل معادلۀ دیفرانسیل بازوی رباتیکی به روش عددی در  

 

این است که دوربین متصل به عملگرنهایی، همیشه هدف مورد نظر را در مرکز قاب خود داشته باشد.    3Rهدف ما در کنترل بازوی رباتیکی  

 گیرد.  پس طراحی کنترل کنندۀ ما هم بر مبنای این هدف صورت می

، 1رابطه  شده در    های تبدیل گفتهبرای این منظور باید موقعیت هدف، نسبت به عملگرنهایی )دوربین( را داشته باشیم. با توجه به ماتریس

𝑇𝑜𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡{ را، با ماتریس تبدیل 4موقعیت هدف نسبت به عملگرنهایی }
𝑇𝑜𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡کنیم. حال این سوال مطرح است که  بیان می  4

را چگونه محاسبه   4

 کنیم: کنیم؟ برای پاسخ به این پرسش از رابطۀ زیر استفاده می 

 
[ 𝑇𝑜𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡

4 ]4×4 = [ 𝑇𝐸
4 ]4×4 [ 𝑇𝑜𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡

𝐸 ]4×4 

 
𝑇𝐸های تبدیل، ماتریس تبدیل   ( در وارون کردن ماتریس6- 4با توجه به روش گفته شده در بخش )

𝑇4را از وارون کردن    4
𝐸  کنیم. حساب می

𝑇𝐸بعد از محاسبه ماتریس  
𝑇𝑜𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡، باید ماتریس 4

𝐸  ماتریس را به صورت زیر بیان  را که بیانگر موقعیت هدف نسبت به زمین است تعریف کنیم. این

 کنیم:  می
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𝑇𝑜𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡
𝐸 = [

1   0   0   𝑑1

0   1   0   𝑑2

0   0   1   𝑑3

0   0   0     1

] 

 
بیانگر    𝑑3، و  𝑑1  ،𝑑2دانیم  این ماتریس به این معنی است که موقعیت هدف نسبت به زمین، فقط دارای یک انتقال است. همانطور که می

𝑇𝐸مختصات هدف نسبت به زمین هستند. با ضرب دو ماتریس  
4 𝑇𝑜𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡و    

𝐸   در یکدیگر، ماتریس تبدیل𝑇𝑜𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡
 شود.  حاصل می 4

)  هدف نسبت به دوربینحال که به موقعیت   𝑇𝑜𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡
4 کز لنز از مر  𝑍4رسیدیم، با توجه به شکل بازوی رباتیکی و با فرض آنکه  محور    (

هدف منطبق شود. در این صورت است که هدف همواره   Zدوربین( بر محور    𝑍4عملگر نهایی )یعنی همان محور    Zگذرد، کافیست محور  دوربین می

 (.3)شکل بر روی هدف منطبق شود  𝑍4صفر شوند تا محور     𝛽و   𝛼گیرد. برای این منظور باید زوایای  در مرکز قاب دوربین قرار می 

 های نشان داده شده قرار دارند.در شکل زیر فرض بر این است که عملگرنهایی و هدف در موقعیت

 

 
 هستند. βو   α( زوایایی که باید در کنترل بازو صفر شوند،  3)شکل 

 

𝑇𝑜𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡با توجه به ماتریس  
𝑇𝑜𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡به دست آمده در صفحۀ قبل،    4

4 (1,4)    ،𝑇𝑜𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡
4 𝑇𝑜𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡و    (2,4)

4  𝑒3و    𝑒1    ،𝑒2را به ترتیب    (3,4)

 نامیم.  می    𝑒3𝑑و    𝑒1𝑑    ،𝑒2𝑑گفته شد این پارامترها بیانگر فاصلۀ هدف در مختصات دوربین هستند( و مشتقات این سه مؤلفه را هم    قبلاً  )همانطور که

 ( داریم: 3دوربین بر روی هدف قرار گیرد. با توجه به شکل ) 𝑍4، باید تانژانت این دو زاویه صفر شود تا محور   𝛽و   𝛼برای صفر شدن زوایای 
 

𝑡𝑎𝑛 𝛼 =
 𝑒1

 𝑒3
= 0 

𝑡𝑎𝑛𝛽 =
 𝑒2

 𝑒3
= 0 

 𝑡𝑎𝑛 𝛼 و 𝑡𝑎𝑛 𝛽  را به ترتیب𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟1   و𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟2 کنیم. حال اگر  نامگذاری می𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟1   و𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟2  را بتوانیم صفر کنیم عمل کنترل صورت

( و با این 4بر روی هدف قرار گیرد. مطابق شکل )  𝑍4ربات را طوری حرکت دهیم تا محور    𝑌4و    𝑋4گرفته است. برای این منظور باید محورهای  

گیرد. )جهت صورت می  𝜏1و    𝜏2  های آن تعبیه شده است، این عمل به ترتیب توسط گشتاورهایبازوی رباتیکی در مفصل  4فرض که کاراندازهای 

 به سمت بیرون صفحه است(.   𝑌4محور  
ضوع، که برای صفر کردن هر یک از خطاها چه گشتاورهایی لازم است، کنترل بازوی توجه به این نکته مهم است که بدون پی بردن به این مو

   رباتیکی برای رسیدن به موقعیت مطلوب امکان پذیر نخواهد بود.

 

 
1. Actuator 
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 . 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟1و   𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟2به ترتیب در صفر کردن خطاهای     𝜏2و  𝜏1( گشتاورهای  4شکل )

 

 حلقه باز: پیاده سازی سیستم  

 جدول متغییرهای مربوط به مثال اول:

Object distance J g Damping Spring    K Lengths(meter) Mass(kg) 

𝒅𝟑 𝑑2 𝑑1 J g 𝐶3 𝐶2 𝐶1 𝐾3 𝐾2 𝐾1 𝐿3 𝐿2 𝐿1 𝑀3 𝑀2 𝑀1 𝑀0 

-900 400 300 2 0 0 0 0 0 0 0 0.25 0.25 0.25 1 1 1 20 

 

Velocities Positions 

𝜽�̇� 𝜃2̇ 𝜃1̇ �̇� �̇� �̇� �̇� �̇� �̇� 𝜃3 𝜃2 𝜃1 𝛾 𝛽 𝛼 𝑧 𝑦 𝑥 State variable 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  

 

 
 

 
 

 

𝜏2 

𝜏1 

 ز با در سیستم حلقه (𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝟏و  𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝟐)  مشاهده خطا ها -(5شکل )
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 جدول متغییرهای مربوط به مثال دوم:

Object distance  J g Damping Spring    K Lengths(meter) Mass(kg) 

𝒅𝟑 𝒅𝟐 𝒅𝟏 J g 𝑪𝟑 𝑪𝟐 𝑪𝟏 𝑲𝟑 𝑲𝟐 𝑲𝟏 𝑳𝟑 𝑳𝟐 𝑳𝟏 𝑴𝟑 𝑴𝟐 𝑴𝟏 𝑴𝟎 

5 400 300 2 0 0 0 0 0 0 0 0.25 0.25 0.25 1 1 1 20 

 

Velocities Positions 

𝜽�̇� 𝜃2̇ 𝜃1̇ �̇� �̇� �̇� �̇� �̇� �̇� 𝜃3 𝜃2 𝜃1 𝛾 𝛽 𝛼 𝑧 𝑦 𝑥 State variable 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 500 0 0  

 

 
 

 

 پیاده سازی سیستم حلقه بسته:

 گشتاورهای اعمال شده برای صفر کردن خطاها به صورت زیر هستند:های خطا و گراف 1با توجه به پارامترهای جدول مثال 

در سیستم  (𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝟏و   𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝟐) مشاهده خطا ها -(6شکل )

 زبا حلقه



71-38( 2023) 1402سال  1شماره  13دوره   ک یمجله پژوهش و کاربرد در مکان  
81 
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 گشتاورهای اعمال شده برای صفر کردن خطاها به صورت زیر هستند: و  های خطاگراف 2با توجه به پارامترهای جدول مثال 
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