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بررسی و تحلیل سازه های جدار نازک مثل تیرها به دلیل پر کاربرد بودن درمهندسی نوین از اهمیت بسیار بالایی   :چکیده

برخوردار می باشد. از این رو تحلیل چنین سازه هایی جهت طراحی های بهینه بسیار مهم و ضروری می باشد. در این تحقیق 

وت خمش و کمانش تیر میکرو تحت بار عرضی یکنواخت و بار محوری با شرایط مرزی مفصل ساده مورد مطالعه دو مسئله متفا

قرار گرفته است. همچنین برای استخراج معادلات حاکم بر تیر ها از اصل حداقل انرژی پتانسیل استفاده شده است. معادلات 

ج شده اند، بنابراین در تحلیل تیرها در مقیاس میکرو علاوه بر روابط حاکم بر این مسئله برای تیرهای در مقیاس میکرو استخرا

موجود برای تیر های معمولی، تنش های کوپل شده نیز وجود خواهند داشت. بنابراین معادلات حاکم بر تیر میکرو با معادلات 

 -شی از جمله تئوری تیر اویلرحاکم بر تیرهای معمولی متفاوت خواهد بود. همچنین تئوری های مختلف تغییر شکل های بر

برنولی، تئوری تیر تیموشنکو و تئوری تیر مرتبه سوم ردی برای تیر تحت بار گذاری های مختلف مورد مطالعه قرار گرفته است. 

در این تحقیق از روش تحلیلی برای حل دو مسئله خمش و کمانش تیر میکرو استفاده شده است. در مسئله خمش، خیز تیر 

عی صریح عنوان شده و در مسئله کمانش نیز بار بحرانی که باعث بروز پدیده کمانش در تیر می گردد مورد بررسی بصورت تاب

 قرار گرفته است. در نهایت نتایج حاصل از این تحلیل بصورت نمودار و جدول ارائه شده اند .

 ری تیر مرتبه سوم ردی، حل تحلیلیبرنولی، تئوری تیر تیموشنکو ، تئو -تیر میکرو، تیر اویلر: های کلیدیواژه

 

 مقدمه   .1

بررسی و تحلیل سازه های جدار نازک مثل تیرها به دلیل پر کاربرد بودن درمهندسی نوین از اهمیت بسیار بالایی برخوردار می      

شد. اکثر        ضروری می با سیار مهم و  سازه هایی جهت طراحی های بهینه ب شد. از این رو تحلیل چنین   بر شده  نجاما مطالعات با
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شنکو  تیر یا و برنولی – اویلر نوع از تیرهایی روی شد  می تیمو سی  و ها تحلیل این که با ستیک  ی محدوده در ها برر  انجام الا

  بار تحت تیرها ارتعاشات و خمش، کمانش های مسئله بر حاکم معادلات استخراج برای انرژی های روش از همچنین. است شده

ضی  های ستفاده  عر س  شده  ا ضی،  بار تحت تیرها خمش به مربوط مقالات اکثر در معمولا. تا شنکو  تیر حالت دو عر  تیر و تیمو

ست،  شده  تحلیل برنولی -اولر شتر  ولی ا صورت    خمش تیر روی بر تحقیقات این بی شنکو  ست  گرفته تیمو  این امر این علت. ا

 مرتبه های مد برای ولی. باشد  می چیز نا تیموشنکو  تیر و برنولی -اویلر تیر بین تفاوت ها تیر ارتعاشی  اول مد چند در که است 

 و تحلیل  تئوری که زمان همان  از. دهد نمی اعتمادی  قابل نتایج  دیگر و شدددود می زیاد برنولی -اویلر تیر خطای  درصدددد بالاتر

 . گرفت قرار بررسی مورد تئوری آن از جدید فصلی سر بعنوان نیز تیرها تحلیل بحث شد، مطرح ها سازه کلاسیک

ای در مورد تحلیل حرارتی [ مقاله1شده است.کمیجانی و همکاران ] انجام فراوانی در ارتباط با تیرها تحقیقات در سالهای اخیر 

تیرهای با خواص مدرج تابعی وابسته به دما در محدوده الاستیک خطی و در مقیاس میکرو ارائه کرده اند. در این تحقیق یک 

دیفرانسیل  عی تحت بار حرارتی مورد تجزیه و تحلیل قرار گرفته است. آنها با استفاده از روش عددیتیر میکرو با خواص تاب

( توانستند پاسخ تیررا برای رفتار پس از کمانش بدست آورده و نمودار هایی را برای مقادیر مختلفی GDQ) کوادرچر تعمیم یافته

[ تحلیل خمش و ارتعاشات تیر های با خواص مدرج تابعی را بررسی کردند. 2از پارامتر های هندسی تیر ارائه دادند. تای و وو ]

در این تحقیق معادلات حاکم بر مسئله بر اساس تئوری های مختلف تغییرشکل برشی بدست آمده اند. در این تحقیق شرایط 

لی، معادلات دیفرانسیل حاکم مرزی تیر نیز بصورت مفصل ساده در نظر گرفته شده است. آنها توانستند به کمک یک روش تحلی

بر مسئله را به یک دستگاه معادلات جبری تبدیل کرده و سپس بطور مستقیم معادلات را حل کنند. تحلیل خمش، کمانش، و 

[ صورت پذیرفت. آنها معادلات حاکم بر مسئله را با استفاده از اصل تغییر 3ارتعاشات تیر میکرو توسط دریجانی و محمدآبادی ]

ازی یا همان اصل حداقل انرژی پتانسیل بدست آوردند. سپس معادلات خطی حاکم بر مسئله را با استفاده از روش های مکان مج

[ تحلیل رفتار پس از کمانش 4حل تحلیلی حل کرده و نتایج بدست آمده را بصورت نمودار و جدول ارائه کردند.  نایفه و ایمام ]

تحقیق تیر کامپوزیتی تحت بار محوری فرض شده و معادله دیفرانسیل حاکم بر مسئله تیر کامپوزیتی را بررسی کردند. در این 

بصورت تحلیلی حل گردید. آنها همچنین اثرات نسبت های هندسی تیر را بر روی بار بحرانی ناشی از کمانش بررسی کردند و 

ل تحلیلی معادلات دینامیکی و استاتیکی تیر [ مقاله ای در مورد ح5نتایج بدست آمده را در جداولی ارائه نمودند.  ایمام ]

کامپوزیتی با نقص اولیه و تحت بار محوری مکانیکی ارائه کرد. در این تحقیق تیر به دو صورت ناقص و کامل بررسی و سپس بار 

تهای بررسی تغییرمکان برای هردو حالت محاسبه شدند. در نهایت نتایج بدست آمده از حل هر یک از حال -کمانشی و منحنی بار

[ تحلیل تیر های غیر یکنواخت بر بستر الاستیک غیرخطی را بررسی کرد و با 6شده را نیز با یکدیگر مقایسه کردند. تسیاتاس ]

استفاده از حل مستقیم معادله حاکم توانست میدان تغییر مکان و پاسخ تیر به بارهای مکانیکی خارجی را بدست بیاورد. هوانگ 

 ارائه مکانیکی بار تحت تابعی خواص با ماده خمش و ارتعاشات تیر ساخته شده از مسئله عمومی حل مورد در ایمقاله[ 7] و لی

 ایمام. بدست آمدند حاکم حل مستقیم معادلات سطح مقطع تیر بصورت دایروی فرض شد و نتایج تحقیق از مقاله این در. کردند

او معادلات حاکم بر مسئله را با در نظر گرفتن اثرات تغییرشکل  کرد.رفتار پس از کمانش یک تیر کامپوزیتی را بررسی [ 8]

 در آمده بدست جواب. کند پیدا مسئله بر حاکم تعادل معادلات برای مناسب تحلیلی جواب برشی تیر بدست آورد و توانست یک

در سایر مقالات بخوبی مطابقت  دهد و با نتایج بدست آمده می نشان خوبی رفتار پس از کمانش تیر کامپوزیتی را تحقیق این

تابعی که بر روی بستر الاستیک  خواص با مواد از شده ساخته تیر یک در ارتعاشات آزاد و کمانش تحلیل[ 9] فلاح و اقدم .دارد

 یو ل ما .کردند ارائه فرکانس های طبیعی تیر و رفتار پس از کمانش تیر را بدرستی آنها. کردند بررسی را غیرخطی قرار دارد

 تغییر مشخص تابع یک بصورت ضخامت راستای در که همگن تابعی خواص با تیرهای روی بر ای بسیارگسترده تحقیق[ 10]

آنها از یک روش تحلیلی برای حل معادلات غیرخطی . کردند بررسی انواع بار حرارتی و پاسخ تیر را تحت اثر را انجام دادند می کند

 خواص با ماده برای را مسئله تیر نیز[ 11] دقیقی برای این معادلات ارائه کردند. فلاح و اقدمحاکم بر مسئله استفاده کرده و حل 

 معادلات روش گلرکین از استفاده با و آوردند بدست روش انرژی از با استفاده را مسئله بر حاکم معادلات انها. کردند بررسی تابعی

 غیر ارتعاشات تحلیل[ 12] سیمسک. رسیدند دیگر مقالات ارائه شده اب مشابه نتایج و به کرده تحلیلی حل بصورت را تعادل
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 بصورت گسترده بار تحقیق این در. کرد بررسی را متحرک بار تحت تابعی مدرج مواد از شده ساخته تیموشنکو تیر خطی

 بصورت نیز تیر اصخو. است شده گرفته نظر در تیر سر دو برای ساده مرزی شرایط همچنین و شده گرفته نظر در هارمونیک

 آمده بدست خطی غیر حرکت معادلات تحقیق این در. است شده گرفته نظر در متغییر تیر ضخامت راستای در مشخص تابعی

ارتعاشات واداشته  [13اومز ] اند. شده ارائه جداولی بصورت نیز تحقیق این از حاصل نتایج. اند شده حل نیومارک عددی روش با

ستیسیته غیرمحلی مورد مطالعه قرار داد. همچنین براساس تئوری لامواد مدرج تابعی را بر مبنای تئوری ا نانوتیر ساخته شده از

های تحلیلی بر رفتار خمشی و کمانشی نانوتیر ساخته شده از مواد مدرج  مطالعه [14] ستیسیته غیرمحلی، سیمسک و یورتکولاا

[ ارتعاشات آزاد میکروتیر ساخته شده از 15] نکو ارائه کردند. آغوز و سیوالکبرنولی و تیموش-تابعی با استفاده از مدل تیر اویلر

با  [16ح شده بررسی کردند. اصغری و همکاران ]لابرنولی و تنش کوپل اص -مواد مدرج تابعی محوری را براساس تئوری اویلر

در این مقاله اثرات پارامتر  .را بررسی نمودندح شده، رفتار ارتعاشی میکروتیرهای مدرج تابعی لااستفاده از تئوری تنش کوپل اص

مقیاس طول بر فرکانس طبیعی سیستم بررسی گردید. سامانی و همکاران به بررسی ارتعاشات غیرخطی میکروتیرهای مدرج 

بعی را اثرات اندازه بر میکروتیر مدرج تا [17کهربایان و همکاران ] .ح شده پرداختندلاتابعی براساس تئوری گرادیان کرنش اص

ح شده تحلیل کردند. در این بررسی ارتعاشات آزاد و تغییر مکان استاتیکی میکروتیر لابراساس تئوری گرادیان کرنش اص

به تحلیل کمانش میکروتیر مدرج تابعی با استفاده از مدل  [18دوسرمفصل بررسی گردید. در پژوهشی دیگر آغوز و سیوالک ]

اثرات اندازه را بر روی پایداری دینامیکی  [19ح شده پرداختند. کیِ و وانگ ]لاکرنش اص برنولی و تئوری گرادیان -تیر اویلر

دیفرانسیلی  ح شده و مدل تیر تیموشنکو با استفاده از روش عددی تربیعلامیکروتیر مدرج تابعی براساس تئوری تنش کوپل اص

 .بررسی کردند

ا خواص مدرج تابعی تحت بار مکانیکی و حرارتی تحقیقات بسیاری [ بر روی تحلیل تیر های ب34-20همچنین محققین دیگری ]

 انجام شده است. در این منابع رفتارهایی مثل خمش، کمانش و ارتعاش تیرها مورد بررسی قرار گرفته است.

رضددی و  در این مقاله ابتدا با اسددتفاده از معادلات الاسددتیسددیته خطی تیر میکرو، معادلات خطی تیر در خمش تیر تحت بار ع  

کمانش تیر تحت بار محوری به دسددت آمده و برای حل آن از روش تحلیلی اسددتفاده خواهد شددد. در مسددئله خمش، خیز تیر  

بصورت تابعی صریح بدست آمده است. همچنین در مسئله کمانش نیز بار بحرانی که باعث بروز پدیده کمانش در تیر می گردد       

 این تحقیق بصورت نمودار و جدول ارائه شده اند .بدست آمده است. در ادامه نتایج حاصل از 

 میکرو تیر الاستیسیته معادلات -2 

مراحل تحلیل یک جسم الاستیک در مقیاس میکرو مراحلی شبیه به تحلیل یک جسم در محیط ماکرو دارد. با این تفاوت که 

محیط ماکرو اضافه خواهد شد. برای  برای تحلیل یک محیط الاستیک در مقیاس میکرو فرضیات جدیدی به روابط قبلی در

خلاصه نویسی، معادلات الاستیسیته حاکم بر یک محیط الاستیک در مقیاس میکرو را با روابط اندیسی نشان خواهیم داد.چگالی 

 انرژی کرنشی در مقیاس میکرو بصورت زیر نوشته می شود

 

(1) 
1
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2

ij ij ij iju m   
 

,(، 1در رابطه ) , ,ij ij ijm u  وij به ترتیب چگالی انرژی کرنشی ، تنسور تنش، تنسور کرنش،  تنسور تنش کوپل شده و 

 تنسور متقارن انحنا می باشند.

 تغییر مکان نیز بصورت زیر نوشته می شوند -روابط کرنش
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 ساختاری( نیز بصورت زیر تعریف می شوندکرنش )معادلات  -روابط تنش

(3) 2ij ij mm ij     

(  نیز ij(  و تنسور متقارن انحنا )ijmضرایب لامه می باشند. همچنین رابطه تنشهای کوپل شده )  و (، 3در رابطه )

 برابر است با

(4) 2ij ijm  

این روابط برای یک محیط الاستیک سه بعدی در مقیاس میکرو ارائه شده اند. در صورتیکه بخواهیم از روابط بالا برای تحلیل 

  تیر استفاده کنیم، روابط ساده تر خواهند شد.

 معادلات خطی تیر میکرو -2-1
یل تیرها در مقیاس میکرو نیز مراحلی شبیه به تحلیل تیرهای ایزوتروپیک دارد. تغییر مکان در داخل تیر به صورت تعریف  تحل

 می شود

(5) 

   

   

( , ) ( )
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dw x dw x
u x z z f z

dx dx

u x z

u x z w x w x

  



 

 

)وق، به ازای مقادیر مشخصی از تابع ارائه شده در روابط ف swو  bwکه در میدان های تغییر مکان  )f z  تئوری های مختلف

 تغییرشکل برشی برای تیرها بصورت زیر حاصل می گردند
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)(، تئوری های مختلف تیر به ازای مقادیر مختلف تابع6بر اساس روابط ) )f zی شوند. طبق این روابط با در نظر حاصل م

)گرفتن   ) 0f z  برنولی ، با در نظر گرفتن -تئوری کلاسیک تیر اویلر( )f z z  تئوری مرتبه اول تیر تیموشنکو و در

)با در نظر گرفتن تابعی بصورت   نهایت )f z
3

2

4
( )

3

z
f z

h
   تئوری تیر مرتبه سوم ردی برای تیرها حاصل می شود. پس

 از بدست آمدن میدان تغییر مکان ، کرنش های مربوطه نیز بصورت زیر تعریف می شوند

(7) 

2 2

2 2
( )

1
1

2

b s
x

s
xz

d w d w
z f z

dx dx

dwdf

dz dx





  

 
  

 

 

 همچنین مولفه های تنسور انحنا نیز بر حسب مولفه های تغییرمکان بصورت زیر مشخص می شوند
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(8) 

2 2

2 2

2

2

1 1
1

2 2

1

2

b s
xy

s
xz

d w d wdf

dx dz dx

dwd f

dz dx





  
     

  

 
  

 

 

 و روابط تنش کرنش )معادلات ساختاری( برابر است با

(9) 

2 2

2 2

2 2

2 2

2

2

( )

1

1
2 1

2

2
2

b s
x x

s
xz xz

b s
xy xy

s
yz yz

d w d w
E E z f z

dx dx

dwdf
G G

dz dx

d w d wdf
m G

dx dz dx

dwG d f
m

dz dx

 

 





 
    

 

 
   

 

  
      

  

 
   

 

 

 شرایط مرزی برای تنش ها و تنش های کوپل شده نیز بصورت زیر می باشند

(10) : 0
2

yz xz

h
at z m     

یف خواهیم کرد. بنابراین منتجه های تنش با انتگرال گیری از تنش ها و بعد از بدست آمدن تنش ها، منتجه های تنش را تعر

 ممان تنش بصورت زیر تعریف می شوند

(11) 

2 22 2

2 2

2 2

( )

h h

b s
x x

h h

d w d w
P dz E z f z dz

dx dx


 

 
    

 
  

 منتجه نیروی محوری در جهت طول تیر می باشد. همچنین داریمxPکه  

(12) 

2 2

2 2

2 2 2 22 2

2 2 2 2

2 2

( ) 1

h h

x x xy

h h

h h

b s b s

h h

M zdz m dz

d w d w d w d wdf
E z z f z dz G dz

dx dx dx dz dx



 

 

 

    
          

    

 

 

 

 منتجه گشتاور در تیر می باشد. همچنین داریم: xMکه 
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(13) 

2

2

3 3 32

3 3 3

2

1
1 1

2

h

xy yz

xz xz

h

h

s b s s

h

dm dm
V dz

dx dz

dw d w d w dwdf df d f
G dz dz

dz dx dx dz dx dz dx







 
   

 

 
       

             
       

 





 

 نیز منتجه نیروی برشی در ضخامت تیر می باشد. xzVکه 

حداقل انرژی پتانسیل استفاده می کنیم.  اکنون برای آنکه بتوانیم معادلات تعادل حاکم بر مسئله را استخراج نماییم از اصل

طبق اصل حداقل انرژی پتانسیل، ابتدا باید انرژی پتانسیل کل سیستم که شامل انرژی کرنشی، کار انجام شده توسط بار 

 عرضی و کار انجام شده توسط بار محوری می باشد را محاسبه نمود. داریم

(14) 
1

( )
2

ij ij ij ij

V

U m dV    

بخواهیم انرژی کرنش مربوط به تیر را محاسبه کنیم، با استفاده از روابط تعریف شده برای تیر میکرو، انرژی در صورتیکه 

 کرنشی تیر بصورت زیر نوشته می شود

(15) 

22 2

2 2
2

2
2 2 2

0 0

2 2 2 2

( ) 1

1

2 1 1
1

4 4

b s s
h

L b

h
b s s

d w d w dwdf
E z f z G

dx dx dz dx
U dzdydx

d w d w dwdf d f
G G

dx dz dx dz dx


     
        

     
  

                      

   

 که بعد از محاسبه انتگرال در جهت های ضخامت و عرض تیر، انرژی کرنشی بصورت زیر نوشته می شود

(16) 

2 2 22 2 2 2

1 2 3 42 2 2 2

0

1
2 2 2

2

L

b s b s sd w d w d w d w dw
U A A A A dx

dx dx dx dx dx

      
         

      
 

 که در رابطه بالا ضرایب بصورت زیر تعریف می شوند

(17) 

 

 

2
2

1

2

22
2

2

2

2

3

2

1

2

1
16

1
2 ( ) 1

2

h

h

h

h

h

h

A Ez G dz

G df
A Ef z dz

dz

df
A zf z G dz

dz
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(18) 

2 22

4 2

2

1
1

4

h

h

df d f
A G dz

dz dz


   
     

    
 

 کار نیرو خارجی )بار یکنواخت عرضی( بصورت زیر نوشته می شود

(19)  
0

L

b sq w w dx    

 خارجی )نیروی محوری( نیز بصورت زیر نوشته می شودهمچنین کار نیروی 

(20) 

2

0

1

2

L

sdwdw
P dx

dx dx

 
   

 
 

بنابر این با استفاده از اصل حداقل انرژی پتانسیل )اصل کار مجازی( که بصورت زیر است، می توان معادلات حاکم بر مسئله 

 تیر میکرو تحت اثر همزمان بار عرضی و بار محوری را بدست آورد

(21) 0U       

 که اولین وریشن انرژی کرنشی بصورت زیر نوشته می شود

(22) 

2 2 2 2 2 2

1 2 32 2 2 2 2 2

2 2
0

3 42 2

2 2

2

b b s s b s

L

s b s s

d w d w d w d w d w d w
A A A

dx dx dx dx dx dx
U dx

d w d w dw dw
A A

dx dx dx dx

  



 

      
       

      
  

    
        

 

 با گرفتن انتگرال جز به جز از رابطه بالا خواهیم داشت

(23) 

4 4 4 2

2 3 3 44 4 4 2

0

3 3 2 2

1 3 1 33 3 2 2

3 3 2 2

2 3 4 2 32 3 2 2

2 2

2 2

2 2 2

L

s b s s
b s s b s

b s b s b
b

s b s s b
s

d w d w d w d w
U w A w A w A w A w

dx dx dx dx

d w d w d w d w dw
A A w A A

dx dx dx dx dx

d w d w dw d w d w
A A A w A A

dx dx dx dx dx

    

 



 
     

 

     
       

    

   
      
  



0

L

sdw

dx


 
 
 
 

  
     

 

 می شودوریشن کار نیرو خارجی )بار یکنواخت عرضی( بصورت زیر نوشته 

(24)  
0

L

b sq w w dx      

 همچنین، وریشن کار نیروی خارجی )نیروی محوری( نیز بصورت زیر نوشته می شود



 8 1-19( 2021) 1400سال  4 هشمار 11مجله پژوهش و کاربرد در مکانیک دوره 

 

(2021) 1400زمستان 4 شماره 11د در مکانیک دوره مجله پژوهش و کاربر  

(25) 
0

L

b s b sdw dw dw dw
P dx

dx dx dx dx
  

       
          

       
 

 که بعد از انتگرال گیری با تکنیک جز به جز بصورت زبر نوشته می شود

(26)    
2 2

2 2

0 0

LL

b s b s
b s b s

d w d w dw dw
P w w dx w w

dx dx dx dx
    

       
             

      
 

 ( و با استفاده از اصل کار مجازی، به رابطه زیر می رسیم26ابطه )با توجه به ر

(27) 

4 4 2 2

1 34 4 2 2

4 4 2 2 2
0

2 3 44 4 2 2 2

3 3 2 2

1 3 1 33 3 2

2

2 2

2 2

b s b s
b

L

s b s b s
s

b s b s
b

U

d w d w d w d w
A A P q w

dx dx dx dx
dx

d w d w d w d w d w
A A A P q w

dx dx dx dx dx

d w d w d w d w
A A w A A

dx dx dx dx

   







     

   
      

   
  

   
       

   

 
   

 





2

3 3

2 3 43 3

2 2

2 32 2

0

2 2

2

L

b

s b s
b

s b b

dw

dx

d w d w dw
A A A w

dx dx dx

d w d w dw
A A

dx dx dx







    
    

   
   
    
  

         
    

 

 در نهایت معادلات دیفرانسیل خطی حاکم بر تیر میکرو بصورت زیر بدست می آیند

(28) 

4 4 2 2

1 34 4 2 2

4 4 2 2 2

2 3 44 4 2 2 2

2 0

2 2 0

b s b s

s b s b s

d w d w d w d w
A A P q

dx dx dx dx

d w d w d w d w d w
A A A P q

dx dx dx dx dx

 
      

 

 
       

 

 

ایزوتروپیک می باشند که با استفاده از روش انرژی بدست آمده اند.  ( معادلات دیفرانسیل تعادل حاکم بر تیر میکرو28معادلات )

این معادلات بر پایه یک تئوری تغییر شکل برشی کلی نوشته شده اند. همچنین شرایط مرزی طبیعی نیز بصورت زیر بدست          

 می باشند
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(29) 

3 3

1 33 3

3 3

2 3 43 3

2 2

1 32 2

2 2

2 32 2

2 0 0

2 2 0 0

2 0 0

2 0 0

b s
b

s b s
s

b s b

s b s

d w d w
A A or w

dx dx

d w d w dw
A A A or w

dx dx dx

d w d w dw
A A or

dx dx dx

d w d w dw
A A or

dx dx dx









 
   

 

 
    

 

   
     

  

   
     

  

 

یکرو به همراه شرایط مرزی طبیعی می باشند. اکنون می توان با استفاده از روش های (، معادلات حاکم بر تیر م29معادلات )

تحلیلی یا روش های عددی ،معادلات دیفرانسیل با شرایط مرزی بالا را حل نمود. که ما در این تحقیق از روش تحلیلی برای حل 

 معادلات استفاده می کنیم.

 حل تحلیل خمش تیر تحت بار عرضی -3

قسمت خمش تیر میکرو تحت بار عرضی بررسی می شود. همچنین از یک روش تحلیلی برای محاسبه خیز و تغییر مکان در این 

 کلی تیر استفاده می شود. معادلات حاکم بر خمش تیر بصورت زیر ارائه می شوند

(30) 

4 4

1 34 4

4 4 2

2 3 44 4 2

2 0

2 2 0

b s

s b s

d w d w
A A q

dx dx

d w d w d w
A A A q

dx dx dx

   

    

 

 برای شرایط مرزی مفصل ساده روابط زیر برقرار می باشند شرایط مرزی تیر،دو سر مفصل ساده در نظر گرفته می شود.

(31) 
       2 2 2 2

1 3 1 32 2 2 2

(0) ( ) 0

(0) ( ) 0

0 0
2 2

b b

s s

b s b s

w w L

w w L

d w d w d w L d w L
A A A A

dx dx dx dx

 

 

   
     

   

 

( را بصورت زیر 31( با شرایط مرزی مشخص، معادلات )31در تحلیل خمش، برای حل دستگاه معادلات دیفرانسیل کوپل شده)

 دوباره باز نویسی می نماییم

 

 

(32) 
 

4 4

1 3

4 2 4

3 4 2

2 0

2 0

b s

b s

A D w A D w q

A D w A D A D w q

   

    
 

 برابر است با Dکه در دستگاه بالا 
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(33) 
d

D
dx

 
 

 
 

 و یا بصورت ماتریسی  داریم

(34) 
 

4 4

1 3

4 2 4

3 4 2

2

2

b

s

A D A D w q

w qA D A D A D

      
     

      

 

 حالا دترمینان ضرایب و دترمینان نظیر مجهولات را بصورت زیر تعریف می نماییم

(35) 

 
 

 
 

 

3

4 4

1 3 8 6 2 8

1 2 44 2 4

3 4 2

4

3 4 2 4

2 4 32 4

4 2

4

4 41

1 34

3

2
4

2

2 2
2

2
2

b

s

A D A D
A A D A D A D

A D A D A D

q A D
q A D A D A D

q A D A D

A D q
q A D A D

A D q

  
     

   

  
     

   

  
    

  

 

 حالا می توان مجهولات را بصورت زیر بدست آورد

(36) 

 
 

 
 

3

3

4 2 4

2 4 3

8 6 2 8

1 2 4

4 4

1 3

8 6 2 8

1 2 4

2 2

4

2

4

b
b

s
s

q A D A D A D
w

A A D A D A D

q A D A D
w

A A D A D A D

 
 
  


 
  

 

 پس از حل هر کدام از معادلات جبری بالا، حل نهایی معادلات دیفرانسیل حاکم بصورت زیر می باشن

(37) 

    

   

    

      

4 2 2 2

3 1 2 3 1 2 3 42

1 3 4

2 4

5 6 7 8

1

4 2 2 2

3 1 2 3 1 2 3 42

1 3 4

2
2 3

1 2 1 2 1 2 3 5 6

3 4 3 4 1 4

1
8 16

8

6 48

1
8 16

8

1 1
2 4

2 2 8

x x

b

x x

s

w x A A A A A A C e C e
A A A

x qx
C x C C x C

A

w x A A A A A A C e C e
A A A

qA x
C x C C x C A A A C x C

A A A A A A

 

 






   

    


   

       

 

 ( ضریب زیر استفاده شده است37که در روابط)
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(38) 

1

2
1 4

2

1 2 3

2
4

A A

A A A


 
  

 
 

 ( بدست می آیند. 31( از شرایط مرزی )37همچنین، همه ضرایب مجهول در روابط )

 تحلیل کمانش تیر تحت بار محوری -4

در این قسمت کمانش تیر میکرو تحت بار محوری بررسی می شود. همچنین از یک روش تحلیلی برای محاسبه بار بحرانی 

 ادلات حاکم بر تیر میکرو تحت بار مکانیکی محوری بصورت زیر می باشندکمانش تیر استفاده می شود. مع

 

(39) 

4 4 2 2

1 34 4 2 2

4 4 2 2 2

2 3 44 4 2 2 2

2 0

2 2 0

b s b s

s b b b s

d w d w d w d w
A A P

dx dx dx dx

d w d w d w d w d w
A A A P

dx dx dx dx dx

 
     

 

 
      

 

 

 شرایط مرزی تیر،دو سر مفصل ساده در نظر گرفته می شود. برای شرایط مرزی مفصل ساده روابط زیر برقرار می باشند

(40) 
       

       

2 2 2 2

1 3 1 32 2 2 2

2 2 2 2

1 3 2 32 2 2 2

(0) ( ) 0

(0) ( ) 0

0 0
2 2

0 0
2 2 0

b b

s s

b s b s

s b s b

w w L

w w L

d w d w d w L d w L
A A A A

dx dx dx dx

d w d w d w L d w L
A A A A

dx dx dx dx

 

 

   
     

   

   
      

   

 

ای بدست آوردن حل تحلیلی دستگاه معادلات دیفرانسیل حاکم بر مسئله، جواب معادلات را بصورت در تحلیل کمانش، بر

 سری های زیر در نظر می گیریم 

 

(41) 
1

1

( ) sin

( ) sin

b n

n

s n

n

n
w x A x

L

n
w x B x

L




















 

 
 (خواهیم داشت39با جا نشین کردن جواب بالا در معادلات حاکم )

(42) 

 

 

4 4 4 4 2 2 2 2

1 34 4 2 2

4 4 2 2 2 2 2 2 2 2

3 4 24 2 2 2 2

2 sin 0

2 sin

n n n n

n n n n

n n n n n
A A A B P A B x

L L L L L

n n n n n n
A A A A B P A B

L L L L L L
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 تب کردن روابط بالا بصورت ماتریسی، دستگاه معادلات جبری زیر را خواهیم داشت:و پس از مر

(43) 
11 12

21 22

0

0

n

n

AB B

BB B

    
    
    

 

 که در ماتریس بالا ضرایب بصورت زیر می باشند

(44) 

4 42 2

1
11 2 4

4 42 2

3
12 21 2 4

2 2 4 42 2

4 2
22 2 2 4

2

2 2

A nPn
B

L L

A nPn
B B

L L

A n A nPn
B

L L L





 

 

  

  

 

 ( خواهیم داشت43با برابر صفر قرار دادن دترمینان ماتریس )

(45) 

4 44 4 2 2 4 42 2 2 2 2 2

31 4 2

2 4 2 2 4 2 4

2 2 2
0

A nA n A n A nPn Pn Pn

L L L L L L L

       
        

    
 

1n( بار کمانش بحرانی به ازای )45از رابطه ) بصورت زیر بدست خواهد آمد ) 

(46) 
 
 

2 2 2 2 2

1 2 1 4 3

2 2 2 2 2

1 2 3 4

4 4

2
cr

A A A A L A
P

L A A A A L

  

  

 


  
 

 تجزیه و تحلیل عددی-5

 نتایج مربوط به تحلیل خمش تیر -1-5

تئوری های مختلف تغییرشکل برشی ارائه شده اند. در هر شکلی در این بخش نتایج مربوط به تحلیل خمش تیر میکرو بر اساس 

سعی شده است که نتایج حاصل شده از تئوری های مختلف طوری نمایش داده شوند که تفاوت تئوری های مختلف تیرها بخوبی 

 نشان داده شود.
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 (  L/h=5ت بار عرضی برای نسبت )( مقایسه تئوری های مختلف تیرها برای منحنی های تغییرمکان تیر میکرو تح1-5شکل )

 
( مقایسه تئوری های مختلف تیرها برای منحنی های تغییرمکان تیر میکرو تحت بار عرضی برای نسبت 2-5شکل )

(L/h=10  ) 
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 (  L/h=20( مقایسه تئوری های مختلف تیرها برای منحنی های تغییرمکان تیر میکرو تحت بار عرضی برای نسبت )3-5شکل )

 

 

 

 
( بر روی منحنی های تغییرمکان تیر میکرو تحت بار عرضی با تئوری  مرتبه اول L/h( اثر نسبت بی بعد )4-5شکل )

 تغییرشکل برشی تیر 
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( بر روی منحنی های تغییرمکان تیر میکرو تحت بار عرضی با تئوری  مرتبه سوم L/h( اثر نسبت بی بعد )5-5شکل )

 تغییرشکل برشی تیر 

 

( نشان داده شده است. در این x/L( نمودارهای تغییر مکان بی بعد شده بر روی نسبت بی بعد )5-7( تا )1-7ی )در شکل ها

( و همچنین تفاوت تئوری های مختلف تیر ها در نشان داده شده است. در این L/h=5شکلها اثرات نسبت طول به ضخامت تیر )

(، برای تئوری EBBTبرنولی نماد ) –فاده شده است. برای تئوری تیر اویلر شکل ها برای کوتاهی و اختصار از نماد های زیر است

 ( استفاده شده است.TSBT(، و برای تئوری تیر مرتبه سوم برشی از نماد )FSBTتیر مرتبه اول برشی نماد )

ین شکل نسبت طول ( نشان داده شده است. در اx/L( بر روی نسبت بی بعد )w/h( نمودار تغییر مکان بی بعد )1-7در شکل )

( در نظر گرفته شده است. در این شکل مقایسه ای بین انواع تئوری های تغییر شکل برشی برای تیرها L/h=5به ضخامت تیر )

صورت گرفته است. همانطور که از این شکل پیداست حداکثر تغییرمکان تیر در وسط تیر می باشد. همچنین تئوری تغییرشکل 

برنولی نیز کمترین خیز را نشان  -تری نسبت دیگر تئوری ها نشان می دهد. و تئوری کلاسیک اولربرشی مرتبه سوم خیز بیش

می دهد. همچنین، تئوری مرتبه اول تغییرشکل برشی هم مقدار تغییرمکان را بین دو تئوری دیگر نشان می دهد. از این شکل 

 برشی تفاوت محسوسی دارد.   می توان نتیجه گرفت که خیز تیر برای تئوری های مختلف تغییرشکل

( نشان داده شده است. در این شکل نسبت x/L( بر روی نسبت بی بعد )w/h( نیز نمودار تغییر مکان بی بعد )2-7در شکل )

( در نظر گرفته شده است. در این شکل نیز تفاوت تئوری های مختلف تغییرشکل برشی نشان L/h=10طول به ضخامت تیر )

نطور که می توان مشاهده کرد در این شکل تئوری های مختلف تیر با یکدیگر متفاوت هستند. و مثل شکل داده شده است. هما

 -قبل تئوری مرتبه سوم خیز بیشتری را نشان می دهد. و بعد از آن تئوری مرتبه اول تغییرشکل برشی نسبت به تئوری اولر

های مختلف با یکدیگر تفاوت های کمتری نسبت به شکل قبلی برنولی خیز بیشتری را نشان می دهد. ولی در این شکل تئوری 

 دارند.   

( نشان داده شده است. در این شکل نسبت x/L( بر روی نسبت بی بعد )w/h( نیز نمودار تغییر مکان بی بعد )3-7در شکل )

شکل تئوری های مختلف ( در نظر گرفته شده است. همانطور که می توان مشاهده کرد در این L/h=20طول به ضخامت تیر )

تیر با یکدیگر تفاوت کمتری نسبت به شکلهای قبلی دارند. مثل شکل قبل تئوری مرتبه سوم خیز بیشتری را نشان می دهد و 

 برنولی خیز بیشتری را نشان می دهد.  -بعد از آن تئوری مرتبه اول نسبت به تئوری اولر

( تفاوت تئوری های مختلف تغییرشکل L/hنسبت طول به ضخامت تیر )از این سه شکل می توان نتیجه گرفت که با افزایش 

برشی تیرها کمتر می شود. همچنین می توان نتیجه گرفت که تئوری مرتبه سوم ردی در همه حالت ها مقدار خیز بیشتری را 
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می دهد. و در نهایت تئوری  و بعد از آن نیز تئوری مرتبه اول تیر بیشترین خیز را نشان نسبت به دو تئوری دیگر نشان می دهد

 برنولی کمترین خیز را نسبت به دو تئوری دیگر نشان می دهد. -اولر

(، بر اساس تئوری مرتبه اول تغییر شکل برشی x/L( بر روی نسبت بی بعد )EBBTw/w( نمودار تغییر مکان بی بعد )4-7در شکل )

برنولی می باشد. در این  -ییر مکان وسط تیر( بر اساس تئوری اولر( حداکثر تغییر مکان تیر )تغEBBTwنشان داده شده است. که )

( بر روی خیز تیر نشان داده شده است. در این شکل مقایسه ای بین منحنی های L/hشکل اثر نسبت طول به ضخامت تیر )

ر با نسبت طول به ( صورت گرفته است. همانطور که از این شکل پیداست، برای تیL/hخیز تیر بر اساس انواع نسبت های )

(، تفاوت منحنی مربوطه با دیگر منحنی ها بیشتر می باشد. یعنی در این حالت تئوری مرتبه اول برشی خیز L/h=5ضخامت )

( نیز به L/h=20،  و )(L/h=10برنولی نشان می دهد. برای دیگر نسبت های ضخامت ) -نسبتا زیاد تری را نسبت به تئوری اولر

 برنولی کمتر می شود.  -وری مرتبه اول و تئوری اولرترتیب، تفاوت خیز تئ

(، بر اساس تئوری مرتبه سوم تغییر شکل x/L( بر روی نسبت بی بعد )EBBTw/w( نمودار تغییر مکان بی بعد )5-7در شکل )

است. همانطور  ( بر روی خیز تیر نشان داده شدهL/hبرشی نشان داده شده است. در این شکل نیز اثر نسبت طول به ضخامت تیر )

(، تئوری مرتبه سوم برشی خیز زیاد تری را نسبت به تئوری L/h=5که از این شکل پیداست، برای تیر با نسبت طول به ضخامت )

( نیز به ترتیب، تفاوت خیز تئوری L/h=20(،  و )L/h=10برنولی نشان می دهد. برای دیگر نسبت های طول به ضخامت ) -اولر

 برنولی کمتر می شود. -لرمرتبه سوم و تئوری او

در مجموع می توان نتیجه گرفت که تئوری مرتبه سوم خیزی بیشتری را نسبت به تئوری مرتبه اول نشان می دهد. و تئوری 

 برنولی نشان می دهد. -مرتبه اول نیز خیز بیشتری را نسبت به تئوری اولر

( کاهش پیدا می کند، تفاوت تئوری های مختلف L/hر )همچنین می توان نتیجه گرفت که هر چقدر نسبت طول به ضخامت تی

 تیرها برای خمش تیر تحت بار عرضی نیز بیشتر می شود.

 نتایج مربوط به تحلیل کمانش تیر  -5-2 

در این بخش نیز نتایج مربوط به تحلیل کمانش تیر میکرو بر اساس تئوری های مختلف تغییرشکل برشی ارائه شده اند. این 

بار بحرانی که منجر به کمانش تیر میگردد ارائه شده اند در این جداول سعی شده است که نتایج حاصل شده از تئوری نتایج برای 

 های مختلف طوری نمایش داده شوند که تفاوت تئوری های مختلف تیرها بخوبی نشان داده شود.

 
 ر اساس تئوری های مختلف تیرها( برای تیر میکرو بEI/2L crP( بار بحرانی کمانش بی بعد شده )1-5جدول )

L/H=30 L/H=25 L/H=20 L/H=15 L/H=10 L/H=5 Theory 

13.3030 13.2669 13.2118 13.1214 12.9582 12.6195 EBBT 

13.2764 13.2138 13.1193 12.9970 12.6472 11.5059 TSBTF 

13.2897 13.2270 13.1457 13.0164 12.7120 11.7361 FSBT 

 

( بر اساس تئوری های مختلف برشی نشان داده L/h( برای نسبت های مختلف )EI/2L crPار کمانش بی بعد شده )در جدول بالا ب

( بار بحرانی کمتری را نسبت به دو تئوری دیگر نشان TSBTشده است. همانطور که از این جدول پیداست تئوری مرتبه سوم )

( نشان می دهد. همچنین، با افزایش EBBTبرنولی ) -نسبت به تئوری اولر( نیز بار کمتری ره FSBTمی دهد. و تئوری مرتبه اول )

 ( نیز بار بحرانی به مقدار خیلی ناچیزی افزایش پیدا می کند.L/hنسبت )
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 ( برای تیر میکرو بر اساس تئوری های مختلف تیرهاEI/2L crP( بار بحرانی کمانش بی بعد شده )2-5جدول )
L/H=30 L/H=25 L/H=20 L/H=15 L/H=10 L/H=5 Theory 

1 1 1 1 1 1 EBBT 

0.998 0.996 0.993 0.989 0.976 0.912 TSBTF 

0.999 0.997 0.995 0.992 0.981 0.930 FSBT 

 

بر اساس تئوری های مختلف برشی  (L/h( برای نسبت های مختلف )EBBTcrP/crPدر جدول بالا نیز بار کمانش بی بعد شده )

برنولی می باشد. در اینجا مشخص  –( بار بحرانی کمانش تیر میکرو بر اساس تئوری اولرEBBTcrP) نشان داده شده است. که

( دارد. همچنین، با افزایش نسبت EBBTبرنولی ) -( تفاوت نسبتا بیشتری نسبت به تئوری اولرTSBTاست که تئوری مرتبه سوم )

(L/h.نیز تفاوت تئوری های مختلف با یکدیگر کمتر می شود ) 
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